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一阶混合整数值负二项自回归模型

李 晗1,连 成1,方引芳1,杨 凯2

(1.长春大学 数学与统计学院,长春130022;2.长春工业大学 数学与统计学院,长春130012)

摘要:考虑复杂整数值时间序列数据的建模问题.首先,提出一类一阶混合整数值负二项自

回归模型,并证明该模型的严平稳遍历性,讨论该模型的转移概率、期望、方差等概率统计

性质;其次,研究该模型的最大似然估计问题,得到了估计量的渐近正态性,并在数值模拟

的基础上进行实证分析.实证分析结果表明,该模型在拟合毒品犯罪次数数据时性能良好.
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0 引 言

整数值时间序列是由某种现象的某一统计指标在不同时间上的状态形成的相依计数数据,这类数

据广泛应用于通讯保障、医疗卫生、保险精算等领域.自Al-Osh等[1]提出整数值自回归(INAR)模型

以来,对这类数据的建模和推断研究备受关注[2-8].Du等[2]将INAR(1)模型进行了推广,提出了p阶

整数值自回归模型,即INAR(p)模型.INAR(p)模型是基于二项稀疏算子[3]建立的,在许多实际问题

中具有较强的解释性.Neal等[4]和张哲等[5]先后研究了这类模型的估计问题.二项稀疏算子 “췍”定义



如下:

α췍X= ∑
X

j=1
Bj,X>0,

0, X=0

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
(1)

其中α∈[0,1),X 是非负整数值随机变量,{Bi}是以α为参数的独立同分布(i.i.d.)的Bernoulli随机

变量序列,并且独立于X,满足P(Bi=1)=1-P(Bi=0)=α.在式(1)中,求和序列{Bi}只能取值0
或1,使得α췍X的取值总是小于等于X.在有些实际数据中,二项稀疏算子可能不合适,一个最典型的

例子是传染病数据.若Xt 表示t时刻某种传染疾病的人数,则二项稀疏算子 “췍”不再适用.因为在

t-1时刻至t时刻,病人可能将病毒传染给不止一个人.为解决上述问题,Ristic'等[6]定义了一种新的

算子,即负二项稀疏算子,并基于该算子建立了一类以几何分布为边际分布的一阶整数值自回归

(NGINAR(1))模型.相对于PoissonINAR(1)模型,NGINAR(1)模型更适合拟合具有过渡离散特征

的数据.文献[9-11]进一步考虑了对二项稀疏算子的改进方法和建模问题.
实际应用中有许多整数值时间序列数据,呈现出多峰、非对称、过渡离散等特征[12].上述整数值

时间序列模型的模型结构过于单一,无法满足具有多峰、非对称等复杂特征的整数值时间序列的建模

需求.而解决该问题的有效方法是考虑用混合模型的思想对数据进行建模.例如:Ristic'等[13]基于两

个稀疏算子建立了具有不同边际分布的一阶和高阶混合整数值自回归模型;Li等[14]基于广义幂级数

稀疏算子提出了一类零堆积混合整数自回归模型;Zhang等[15]基于一类相依稀疏算子提出了混合广义

二项自回归模型.本文将基于负二项稀疏算子提出一类一阶混合整数值负二项自回归模型,研究模型

的性质和参数估计等问题,并讨论其在实际数据中的应用.

1 模型的定义和性质

1.1 模型的建立

定义1 取值于非负整数集上的随机变量序列{Xt}称为一阶混合整数值负二项自回归模型(记作

MNBINAR(1)模型),若其满足:

Xt=
α1*Xt-1+ε1,t,w.p.p,

α2*Xt-1+ε2,t,w.p.1-p{ ,
(2)

其中:w.p.表示以某概率取值;αi∈[0,1),i=1,2;p 是混合概率,为确保模型的可识别性,

p∈[0.5,1][16-17];“*”是负二项稀疏算子[6],定义为

α*X= ∑
X

j=1
Wj,X>0,

0, X=0

ì

î

í

ï
ï

ïï ,

这里Wj 是独立同分布的、参数为 α
1+α

的几何分布随机变量序列,且与X 独立;{εi,t}为i.i.d.的离散

随机扰动序列,其取值范围为自然数集合ℕ,且E(εi,t)=μi,Var(εi,t)=σ2i,概率质量函数为f(εi,t),
同时对于∀k∈ℕ,都有f(εi,t=k)>0恒成立;对固定的t和i,εi,t和αi*Xt-l,Xt-l(l≥1)独立,{ε1,t}
与{ε2,t}相互独立.

引入一个i.i.d.的随机变量序列{Dt},它与{αi*Xt-l},{Xt-l},{εi,t}(i=1,2,l≥1)独立,且满足

P(Dt=1)=1-P(Dt=0)=p,即Dt~B(1,p),则由式(2)定义的 MNBINAR(1)模型可等价表示为

如下形式:

Xt=Dt·(α1*Xt-1+ε1,t)+(1-Dt)·(α2*Xt-1+ε2,t). (3)
记pxt xt-1∶=P(Xt=xt Xt-1=xt-1)为 MNBINAR(1)过程的转移概率,则由式(3)可知

pxt xt-1 =p∑
xt

h=0

[P(α1*Xt-1=h Xt-1=xt-1)P(ε1,t=xt-h)]+

845   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第62卷 



(1-p)∑
xt

h=0

[P(α2*Xt-1=h Xt-1=xt-1)P(ε2,t=xt-h)]. (4)

该转移概率可用于构建模型的似然函数.
1.2 MNBINAR(1)的性质

下面给出 MNBINAR(1)模型一些重要的概率统计性质.首先给出模型的平稳遍历性,然后给出

模型的一些矩和条件矩.
命题1 由模型(2)定义的 MNBINAR(1)过程是遍历的,且具有唯一的平稳分布.
证明:由定义1可知,MNBINAR(1)过程{Xt}是状态空间ℕ上的 Markov链.由式(4)可知,

MNBINAR(1)过程的转移概率pxt xt-1
恒大于0,所以{Xt}是一个不可约且非周期的Markov链.下面

证明{Xt}是正常返的.为此,首先将式(2)等价表示为如下形式:

Xt=αt*Xt-1+εt, (5)
其中αt=Dtα1+(1-Dt)α2,εt=Dtε1,t+(1-Dt)ε2,t.将式(5)进行(t-1)次迭代,可得

Xt=αt*αt-1*…*α1*X0+εt+∑
t-1

i=1
αt*αt-1*…*αi+1 *εi,

从而

P(Xt=0X0=0)=Pεt+∑
t-1

i=1
αt*αt-1*…*αi+1*εi=0X0=( )0 =

    P(εt=0,αt*εt-1=0,αt*αt-1*εt-2=0,…,αt*αt-1…*α2*ε1=0X0=0)=
    P(εt=0)P(αt*εt-1=0)P(αt*αt-1*εt-2=0)…P(αt*αt-1*…*α2*ε1=0)=

    P(εt=0)∑
+∞

k=0
P(αt*εt-1=0εt-1=k)P(εt-1=k[ ])×

    ∑
+∞

k=0
P(αt*αt-1*εt-2=0εt-2=k)P(εt-2=k[ ])×…×

    ∑
+∞

k=0
P(αt*αt-1*…*α2*ε1=0ε1=k)P(ε1=k[ ])=

    P(εt=0)P(εt-1=0)+∑
+∞

k=1
P(αt*εt-1=0εt-1=k)P(εt-1=k[ ])×

    P(εt-2=0)+∑
+∞

k=1
P(αt*αt-1*εt-2=0εt-2=k)P(εt-2=k[ ])×…×

    P(ε1=0)+∑
+∞

k=1
P(αt*αt-1*…*α2*ε1=0ε1=k)P(ε1=k[ ])≥

    P(εt=0)P(εt-1=0)…P(ε1=0)>0.

于是有∑
+∞

t=1
P(Xt=0X0=0)=+∞.根据文献[18]中命题4.2.3和推论4.2.4可知,{Xt}是一个常返

Markov链.因为P(Xt=0X0=0)>0,故由文献[18]中定理4.3.3可知,状态0是正常返的.又因为

{Xt}是一个不可约的 Markov链,所以{Xt}是一个正常返的 Markov链.从而 MNBINAR(1)过程是

遍历的.又根据文献[19]中定理1可知,{Xt}存在唯一的平稳分布.证毕.
命题2 设{Xt}满足式(2),则对于t≥1,令E(εi,t)=μi,Var(εi,t)=σ2i(i=1,2),有:

1)E(Xt Xt-1)=[pα1+(1-p)α2]Xt-1+pμ1+(1-p)μ2;

2)Var(Xt Xt-1)=p(1-p)(α1-α2)2X2
t-1+[pα1(1+α1)+(1-p)α2(1+α2)+

2p(1-p)(α1-α2)(μ1-μ2)]Xt-1+pσ21+(1-p)σ22+p(1-p)(μ1-μ2)2;

3)E(Xt)=
pμ1+(1-p)μ2
1-pα1-(1-p)α2

;

4)Var(Xt)={p(1-p)(α1-α2)2[E(Xt)]2+[pα1(1+α1)+(1-p)α2(1+α2)+
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2p(1-p)(α1-α2)(μ1-μ2)]E(Xt)+pμ1+(1-p)μ2+p(1-p)(μ1-μ2)2}/
[1-pα12-(1-p)α22];

5)Cov(Xt,Xt+h)=[pα1+(1-p)α2]hVar(Xt).
证明:首先证明1)成立.根据式(3)可知,

E(Xt Xt-1)=E[Dt·(α1*Xt-1+ε1,t)+(1-Dt)·(α2*Xt-1+ε2,t)Xt-1]=
E[Dt·(α1*Xt-1+ε1,t)Xt-1]+E[(1-Dt)·(α2*Xt-1+ε2,t)Xt-1]=
pE(α1*Xt-1+ε1,t Xt-1)+(1-p)E(α2*Xt-1+ε2,t Xt-1)=
p(α1Xt-1+μ1)+(1-p)(α2Xt-1+μ2)=
[pα1+(1-p)α2]Xt-1+pμ1+(1-p)μ2.

  其次,证明2)成立.由式(3)以及方差性质可知,

Var(Xt Xt-1)=Var[Dt·(α1 *Xt-1+ε1,t)+(1-Dt)·(α2*Xt-1+ε2,t)Xt-1]=
Var[Dt·(α1*Xt-1+ε1,t)Xt-1]+Var[(1-Dt)·(α2*Xt-1+ε2,t)Xt-1]+
2Cov[Dt·(α1*Xt-1+ε2,t),(1-Dt)·(α2*Xt-1+ε2,t)Xt-1],

其中,由条件方差公式可得

Var[Dt·(α1*Xt-1+ε1,t)Xt-1]=Var{E[Dt·(α1*Xt-1+ε1,t)Xt-1,Dt]Xt-1}+
E{Var[Dt·(α1*Xt-1+ε1,t)Xt-1,Dt]Xt-1}=
Var[Dt·(α1Xt-1+μ1)Xt-1]+E{D2

t·[α1(1+α1)Xt-1+σ21]Xt-1}=
(α1Xt-1+μ1)2Var(Dt)+[α1(1+α1)Xt-1+σ21]E(D2

t)=
(α1Xt-1+μ1)2p(1-p)+[α1(1+α1)Xt-1+σ21]p,

同理可得

Var[(1-Dt)·(α2*Xt-1+ε2,t)Xt-1]=(α2Xt-1+μ2)2p(1-p)+[α2(1+α2)Xt-1+σ22](1-p).
又因为Dt(1-Dt)恒为0,从而

Cov[Dt·(α1*Xt-1+ε1,t),(1-Dt)·(α2*Xt-1+ε2,t)Xt-1]=
-E[Dt·(α1*Xt-1+ε1,t)Xt-1]E[(1-Dt)·(α2*Xt-1+ε2,t)Xt-1]=
-pE(α1*Xt-1+ε1,t Xt-1)·(1-p)E(α2*Xt-1+ε2,t Xt-1)=
-p(1-p)(α1Xt-1+μ1)(α2Xt-1+μ2),

综上,整理可得

Var(Xt Xt-1)=p(1-p)(α1-α2)2X2
t-1+[pα1(1+α1)+(1-p)α2(1+α2)+

2p(1-p)(α1-α2)(μ1-μ2)]Xt-1+
pσ21+(1-p)σ22+p(1-p)(μ1-μ2)2.

  第三,证明3)成立.由双期望公式计算可得

E(Xt)=E[E(Xt Xt-1)]=E{[pα1+(1-p)α2]Xt-1+pμ1+(1-p)μ2}=
[pα1+(1-p)α2]E(Xt-1)+pμ1+(1-p)μ2.

在平稳意义下有E(Xt)=E(Xt-1),所以有

E(Xt)= pμ1+(1-p)μ2
1-pα1-(1-p)α2

.

  第四,证明4)成立.由条件方差公式可得

Var(Xt)=Var[E(Xt Xt-1)]+E[Var(Xt Xt-1)],
其中,

Var[E(Xt Xt-1)]=Var{[pα1+(1-p)α2]Xt-1+pμ1+(1-p)μ2}=
[pα1+(1-p)α2]2Var(Xt-1),

E[Var(Xt Xt-1)]=p(1-p)(α1-α2)2E(X2
t-1)+[pα1(1+α1)+(1-p)α2(1+α2)+

2p(1-p)(α1-α2)(μ1-μ2)]E(Xt-1)+
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pμ1+(1-p)μ2+p(1-p)(μ1-μ2)2=
p(1-p)(α1-α2)2Var(Xt-1)+p(1-p)(α1-α2)2[E(Xt-1)]2+
[pα1(1+α1)+(1-p)α2(1+α2)+2p(1-p)(α1-α2)(μ1-μ2)]E(Xt-1)+
pμ1+(1-p)μ2+p(1-p)(μ1-μ2)2,

所以

Var(Xt)=[pα21+(1-p)α22]Var(Xt-1)+p(1-p)(α1-α2)2[E(Xt-1)]2+
[pα1(1+α1)+(1-p)α2(1+α2)+2p(1-p)(α1-α2)(μ1-μ2)]E(Xt-1)+
pμ1+(1-p)μ2+p(1-p)(μ1-μ2)2.

在平稳意义下有E(Xt)=E(Xt-1),Var(Xt)=Var(Xt-1),所以有

Var(Xt)={p(1-p)(α1-α2)2[E(Xt)]2+[pα1(1+α1)+(1-p)α2(1+α2)+
2p(1-p)(α1-α2)(μ1-μ2)]E(Xt)+
pμ1+(1-p)μ2+p(1-p)(μ1-μ2)2}/[1-pα12-(1-p)α22].

  最后证明5)成立.由全协方差公式可得

Cov(Xt,Xt+h)=E(XtXt+h)-E(Xt)E(Xt+h)=
E[E(XtXt+h Xt,Xt+h-1)]-E(Xt)E[E(Xt+h Xt+h-1)]=
E[XtE(Xt+h Xt+h-1)]-E(Xt)E[E(Xt+h Xt+h-1)]=
E{[pα1+(1-p)α2]XtXt+h-1+[pμ1+(1-p)μ2]Xt}-
E(Xt)E{[pα1+(1-p)α2]Xt+h-1+pμ1+(1-p)μ2}=
[pα1+(1-p)α2]E(XtXt+h-1)-[pα1+(1-p)α2]E(Xt)E(Xt+h-1)=
[pα1+(1-p)α2]Cov(Xt,Xt+h-1)=…=[pα1+(1-p)α2]hVar(Xt).

证毕.

2 参数估计

采用极大似然法进行参数估计.设{X1,…,XT}为来自 MNBINAR(1)过程的一组样本,令

θ=(α1,α2,μ1,μ2,p)T为待估参数,则样本的对数似然函数为

l(θ)=log∏
T

t=1
pxt xt-( )1 =∑

T

t=1
logp∑

xt

h=0

[P(α1*Xt-1=h Xt-1=xt-1)P(ε1,t=xt-h{ )]+

(1-p)∑
xt

h=0

[P(α2*Xt-1=h Xt-1=xt-1)P(ε2,t=xt-h })]. (6)

则参数θ的条件极大似然估计量θ̂CML∶=(̂αCML1 ,̂αCML2 ,̂μCML
1 ,̂μCML

2 ,̂pCML)T 可通过极大化式(6)得到,即

θ̂CML=argmax
θ

l(θ). (7)

由于似然函数较复杂,难以找到式(7)的解析解,因此需采用数值算法进行求解,如Newton-Raphson
迭代法等.本文采用全局优化算法,基于R软件进行求解.

定理1 由式(7)给出的条件极大似然估计θ̂CML是相合的,并且有如下渐近分布:

T(̂θCML-θ0) →
d

N(0,I-1(θ0)), (8)
其中T 是样本量,θ0 为θ的真值,I(θ)为Fisher信息矩阵.

证明:由于 MNBINAR(1)过程是一个 Markov过程,由命题1可知,定理1是文献[20]中
定理2.1和定理2.2的特殊情形,因此,在具体的模型设置中,只需验证模型(2)的误差项ε1,t和ε2,t是
否满足文献[20]中定理2.1和定理2.2的正则条件,即可得到估计量的渐近正态性.证明细节略.

3 数值模拟

下面通过数值模拟验证极大似然估计的效果.考虑如下两种模型:
模型Ⅰ:假设εi,t~P(μi),i=1,2;
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模型Ⅱ:假设εi,t~NBv,αi

1+α
æ

è
ç

ö

ø
÷

i
,i=1,2,其概率质量函数为

P(εi,t=z)= Γ(v+z)
Γ(v)Γ(z+1)

αz
i

(1+αi)v+z
, i=1,2, z=0,1,2,…

  容易验证,μi=E(εi,t)=αiv.由于模型Ⅱ的特殊结构,因此只需要估计参数α1,α2,p.针对两个

模型分别选取如下一组参数进行模拟,取样本量T=100,300,500,v=3(已知).
模型Ⅰ:α1=0.9,α2=0.3,μ1=3.0,μ2=1.0,p=0.5;
模型Ⅱ:α1=0.8,α2=0.2,p=0.7.
在样本量T=100时分别绘制出模型Ⅰ和模型Ⅱ的样本路径图和自相关函数(ACF)图,结果如

图1所示.由图1可见,两个序列均为平稳序列.对于每组参数,在R软件环境下进行1000次重复实

验,分别计算其偏差 (Bias)、标准偏差(standarddeviation,SD)、标准误差(standarderror,SE),并

在样本量T=500时分别绘制出模型Ⅰ和模型Ⅱ极大似然估计结果的QQ(quantile-quantile)图,以验

证这两组估计结果的正态性.模拟结果列于表1,两个模型的QQ图分别如图2和图3所示.

图1 模型Ⅰ和模型Ⅱ的样本路径图和ACF图

Fig.1 SamplepathandACFplotsofmodelⅠandmodelⅡ

表1 模型Ⅰ和模型Ⅱ的估计结果

Table1 EstimationresultsofmodelⅠandmodelⅡ

模型 参数
T=100

Bias SD SE
T=300

Bias SD SE
T=500

Bias SD SE
Ⅰ α1=0.9 -0.0296 0.1681 0.1784 -0.0095 0.0875 0.0859 -0.0041 0.0639 0.0646

α2=0.3 -0.0226 0.0903 0.0977 -0.0051 0.0535 0.0511 -0.0024 0.0388 0.0392

μ1=3.0 0.1875 0.8824 0.9405 0.0876 0.4849 0.4764 0.0256 0.3508 0.3568

μ2=1.0 0.1108 0.4768 0.4464 0.0368 0.2545 0.2397 0.0267 0.1862 0.1836
p=0.5 -0.0053 0.1151 0.1187 -0.0040 0.0705 0.0675 -0.0027 0.0521 0.0528

Ⅱ α1=0.8 0.0077 0.0867 0.0854 0.0039 0.0413 0.0419 0.0017 0.0322 0.0320
α2=0.2 0.0037 0.0700 0.0685 0.0014 0.0373 0.0360 0.0011 0.0277 0.0276
p=0.7 -0.0195 0.1108 0.1096 -0.0039 0.0574 0.0565 -0.0038 0.0433 0.0436
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图2 模型Ⅰ极大似然估计结果的QQ图

Fig.2 QQplotsofmaximumlikelihoodestimationresultsformodelⅠ

图3 模型Ⅱ极大似然估计结果的QQ图

Fig.3 QQplotsofmaximumlikelihoodestimationresultsformodelⅡ

  由表1可见,在不同参数组合下,随着样本量增大,所有的Bias,SD和SE都减小,每个参数的

SD和SE越来越接近.由图2和图3可见,几乎所有的点都与45°线重合.从而验证了极大似然估计的

相合性和渐近正态性.

4 实证分析

下面基于 MNBINAR(1)模型拟合一组实际数据(http://www.forecastingprinciples.com),该数

据集记录了美国匹兹堡第63号警车从1990年1月至2001年12月期间巡逻过程中每个月所报告的毒

品犯罪次数,包括144个观测值.观测数据的样本均值和样本方差分别为2.972和8.447,呈现出典型

的过渡离散特征.数据的样本路径图和ACF图如图4所示.

图4 毒品犯罪次数数据的样本路径图(A)和ACF图(B)

Fig.4 Samplepath(A)andACFplots(B)ofdrugoffensecountdata

由图4可见,所分析的数据是一个平稳的时间序列.结合数据实际应用背景,分别用NGINAR(1)
模型[6]和 MNBINAR(1)模型对数据进行拟合.在拟合 MNBINAR(1)模型时,εt 分别取Poisson分布

和v=1,2,3,4,5的负二项分布,并将基于这两种分布的εt 所对应的模型分别记为P-MNBINAR(1)模
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型和NB-MNBINAR(1)模型.利用极大似然估计法得到NGINAR(1)模型和 MNBINAR(1)模型的参

数估计值,计算其相应的标准差,并基于AIC准则[21]对拟合模型进行比较,其中AIC=2k-2ln(L),
这里k为参数个数,L为模型的极大似然函数值.拟合结果列于表2.

表2 不同模型的拟合结果比较

Table2 Comparisonoffittingresultsofdifferentmodels

模型 估计结果 标准差 AIC值

NGINAR(1) μ̂=2.76 0.480 629.704
α̂=0.43 0.071

P-MNBINAR(1) α̂1=0.33 0.073 617.572
α̂2=0.87 0.253

μ̂1=1.13 0.223

μ̂2=3.80 0.800
p̂=0.80 0.086

NB-MNBINAR(1),v=1 α̂1=0.51 0.111 634.136
α̂2=1.29 0.350
p̂=0.63 0.227

NB-MNBINAR(1),v=2 α̂1=0.44 0.081 617.846
α̂2=1.12 0.343
p̂=0.74 0.202

NB-MNBINAR(1),v=3 α̂1=0.38 0.059 613.067
α̂2=0.99 0.299
p̂=0.80 0.162

NB-MNBINAR(1),v=4 α̂1=0.33 0.045 612.122
α̂2=0.88 0.244
p̂=0.82 0.133

NB-MNBINAR(1),v=5 α̂1=0.28 0.036 612.708
α̂2=0.79 0.196
p̂=0.82 0.116

  由表2可见,在{εi,t}依次服从v=1~5的负二项分布所对应的模型中,v=1和v=2所对应的模

型的α̂2 均大于1,说明v=1,2是不合理的.此外,这两个模型的AIC值也较大.因此,首先排除这两

个拟合结果.在其余拟合模型中,NGINAR(1)模型的AIC值最大,说明采用混合模型对此数据集进

行拟合十分必要.对比所有拟合模型,{εi,t}服从v=4的负二项分布的NB-MNBINAR(1)模型AIC值

最小,说明NB-MNBINAR(1)模型最适合拟合该组数据.可见,本文提出的模型在实际应用中性能最

佳,是一个有竞争力的模型.未来的研究可考虑类似文献[22-23]中的方法,将数据分解后再建立模

型,以进一步增强模型的灵活性.
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