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种内竞争模型的最优控制问题

那 杨,王宏越,杜润梅
(长春工业大学 数学与统计学院,长春130012)

摘要:考虑一类在Neumann边界条件下具有抛物系统种内竞争的最优控制问题.首先在该

系统中讨论种群内部的竞争关系和种群间的交互作用,将目标泛函定义为捕捞得到的利润;
其次证明该系统最优控制存在的必要条件,并给出最优控制的表达式.
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0 引 言

考虑如下耦合抛物系统:

∂w1

∂t -a1Δw1=b1w1-c1w2
1-d1w1w2-u1w1, (x,t)∈QT, (1)

∂w2

∂t -a2Δw2=b2w2-c2w2
2-d2w1w2-u2w2, (x,t)∈QT, (2)

w1(x,0)=w0,1(x), w2(x,0)=w0,2(x), x∈Ω, (3)

∂w1

∂n
(x,t)=∂w2

∂n
(x,t)=0, (x,t)∈Γ, (4)

其中Ω 是集合ℝN 中的光滑有界区域,QT=Ω×(0,T),Γ=∂Ω×(0,T),a1,a2,b1,b2,c1,c2,d1,d2∈
L∞(QT),w0,1(x),w0,2(x)∈L2(Ω),ai,bi,ci,di,ui,w0,i(i=1,2)都是非负函数,n 表示单位外

法向量.



种内竞争模型是自然界中物种之间存在的普遍现象,系统(1)~(4)描述了在同一区域内的种群内

部竞争模型,函数w1 和w2 分别表示成年种群密度和年轻种群密度,a1,a2 表示严格正的扩散系数,

b1,b2,c1,c2 表示逻辑增长项,d1,d2 表示种群间的相互作用系数,u1,u2 表示捕获种群的比例.
令u1,u2 表示控制,定义控制集U 为

U={(u1,u2)∈L2(QT),0≤ui≤M}.
定义目标泛函为

J(u1,u2)=∫
T

0∫Ω
e-δt(K1u1w1+K2u2w2-M1u21-M2u22)dxdt,

其中0<δ<1,e-δt是折扣项,K1u1w1,K2u2w2 表示收获收益,M1u21,M2u22 表示捕获成本.
关于生物种群系统的最优化问题目前已取得一些研究成果[1-4].文献[5]考虑了当δ=0时,抛物型

偏微分系统(1)~(4)的最优控制问题.但通常情况下,捕获物的新鲜度会随时间的增加而降低,因此

获利也会随时间的增加而减少;文献[6]考虑了单个扩散种群的最优获利问题,其中表示利润的目标

泛函含有e-δt(0<δ<1),即考虑了利润与时间的关系.受上述工作的启发,本文研究当δ>0时,
系统(1)~(4)的最优获利问题.文献[6]研究了在Dirichlet边界条件下单方程的最优控制问题,与其

不同,本文考虑在Neumann边界条件下耦合方程组的最优控制问题,且控制函数的个数为2个.在生

物种群模型中,Dirichlet边界条件意味着物种不能在边界上生存,Neumann边界条件意味着物种不向

区域外部扩散,因此后者是更有利于物种在栖息地生存的边界条件.本文首先介绍系统(1)~(4)的适

定性,并证明最优控制的存在性;其次,通过最优系统给出最优控制的一阶必要条件和最优控制表

达式.

1 最优控制的存在性

首先,给出问题(1)~(4)的适定性.
定义1 对于(w1,w2)∈(L∞ (QT))∩(L2((0,T);H1(Ω)))2,如果对于任意的(φ1,φ2)∈

(L2((0,T);H1(Ω)))2,∂φ1∂t
,∂φ2
∂t∈L

2((0,T);(H1(Ω))*),∂φ1∂t=
∂φ2
∂t=0

,φ2(x,T)=φ2(x,T)=0,有

下列等式成立:

-∬QT
w1
∂φ1
∂tdxdt-∫Ω

w1(x,0)φ1(x,0)dx+∬QT
a1∇w1·∇φ1dxdt=

∬QT

(b1w1-c1w2
1-d1w1w2-u1w1)φ1dxdt,

-∬QT
w2
∂φ2
∂tdxdt-∫Ω

w2(x,0)φ2(x,0)dx+∬QT
a2∇w2·∇φ2dxdt=

∬QT

(b2w2-c2w2
2-d2w1w2-u2w2)φ2dxdt,

则称(w1,w2)是问题(1)~(4)的弱解,其中(H1(Ω))*是 H1(Ω)的对偶空间.
引理1[5] 问题(1)~(4)存在唯一弱解(w1,w2)∈(L∞(QT))∩L2((0,T);H1(Ω))2,使得对于

i=1,2,(wi)t∈L2((0,T);(H1(Ω))*),有

‖wi‖L2((0,T);H1(Ω))+ ∂wi

∂t L2((0,T);(H1(Ω))*)
≤C, (5)

其中C依赖于Ω,T,M,‖w0,i‖L2(Ω),‖ai‖L∞(QT)
,‖bi‖L∞(QT)

,‖ci‖L∞(QT)
,‖di‖L∞(QT)

,i=1,2.
若w0,i∈L∞(Ω)(i=1,2),则有

0≤wi≤A1eμ1T, (6)
其中A1=max{‖w0,1‖L∞(Ω),‖w0,2‖L∞(Ω)},μ1=max{‖b1‖L∞(QT)

,‖b2‖L∞(QT)
}.若w0,i∈H1(Ω)

∩L∞(Ω)(i=1,2),则∂wi

∂t∈L
2(QT),且 ∂wi

∂t L2(QT)
≤C.
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类似文献[7]中定理3.1的证明,由引理1可证明如下最优控制的存在性.
命题1 存在最优控制(u*

1 ,u*
2 ),使得J(u*

1 ,u*
2 )= sup

(u1,u2)∈U
J(u1,u2).

2 最优控制的必要条件

首先,考虑如下问题:

∂σ1
∂t-a1Δσ1=b11σ1+b12σ2+ ～f1, (x,t)∈QT, (7)

∂σ2
∂t-a2Δσ2=b21σ1+b22σ2+ ～f2, (x,t)∈QT, (8)

∂σ1
∂n=∂σ2∂n=0, (x,t)∈Γ, (9)

σ1(x,0)=σ0,1(x), σ2(x,0)=σ0,2(x), x∈Ω, (10)

其中bij∈L∞(QT),～fi∈L2(QT),σ0,i∈H1(Ω),i,j=1,2.
引理2[5] 问题(7)~(10)存在唯一弱解(σ1,σ2)∈(W2,1

2 (QT))2,使得对于i=1,2,有

‖σi‖L2((0,T);H1(Ω))+ ∂σi

∂t L2(QT)
≤C, (11)

其中C依赖于Ω,T,‖bij‖L∞(QT)
,i,j=1,2.此外,如果对于i=1,2,σ0,i∈L∞(Ω),～fi∈L∞(QT),

则有

‖σi‖L∞(QT)≤A2eμ2T, (12)

其中A2=max
i=1,2

{‖σ0,i‖L∞(Ω),‖～fi‖L∞(QT)
},μ2=max

i,j=1,2
{‖aij‖L∞(QT)

}.

定理1 假设u*=(u*
1 ,u*

2 )是最优控制,定义(w*
1 ,w*

2 )是问题(1)~(4)相应于u1=u*
1 ,u2=u*

2

的解,记(s*1 ,s*2 )是如下问题的解:

-∂s
*
1

∂t -a1Δs*1 =b1s*1 -2c1w*
1s*1 -d2w*

2s*2 -d1w*
2s*1 -

       u*
1s*1 -δs*

1 +K1u*
1 , (x,t)∈QT, (13)

-∂s
*
2

∂t -a2Δs*2 =b2s*2 -2c2w*
2s*2 -d2w*

1s*2 -d1w*
1s*1 -

       u*
2s*2 -δs*

2 +K2u*
2 , (x,t)∈QT, (14)

∂s*1
∂n
(x,t)=∂s

*
2

∂n
(x,t)=0, (x,t)∈Γ, (15)

s*1 (x,T)=s*2 (x,T)=0, x∈Ω. (16)
则对任意的췍h=(췍h1,췍h2),有

∬QT
e-δt[(췍h1-u*

1 )((K1-s*1 )w*
1 -2M1u*

1 )+(췍h2-u*
2 )((K2-s*2 )w*

2 -2M2u*
2 )]dxdt≤0.

  证明:对任意的췍h=(췍h1,췍h2)∈U,定义췍k=(췍k1,췍k2)=(췍h1-u*
1 ,췍h2-u*

2 ),对任意的0≤ε≤1,记

(wε
1,wε

2)是问题(1)~(4)相应于u1=u*
1 +ε췍k1,u2=u*

2 +ε췍k2 的解,并记ψ1=wε
1-w*

1 ,ψ2=wε
2-w*

2 ,
则(ψ1,ψ2)满足:

∂ψ1
∂t -a1Δψ1=b1ψ1-c1(wε

1+w*
1 )ψ1-d1(wε

1ψ2+w*
2ψ1)-u*

1ψ1-ε췍k1wε
1, (x,t)∈QT,

∂ψ2
∂t -a2Δψ2=b2ψ2-c2(wε

2+w*
2 )ψ2-d2(wε

1ψ2+w*
2ψ1)-u*

2ψ2-ε췍k2wε
2, (x,t)∈QT,

ψ1(x,0)=ψ2(x,0)=0, x∈Ω,

∂ψ1
∂n =∂ψ2∂n =0, (x,t)∈Γ.

由引理1可 知,wε
1,wε

2,w*
1 ,w*

2 在 L∞ (QT)上 有 界,根 据 引 理2有(ψ1,ψ2)∈(W2,1
2 (QT)∩
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L∞(QT))2,且

‖ψ1‖L2(QT)+‖ψ2‖L2(QT)≤εC,
因此

(wε
1,wε

2)→ (w*
1 ,w*

2 ),  ε→0. (17)

  记rε
1=ψ1ε

,rε
2=ψ2ε

,则(wε
1,wε

2)∈(W2,1
2 (QT)∩L∞(QT))2 是下列问题的解:

∂rε
1

∂t-a1Δrε
1=b1rε

1-c1(wε
1+w*

1 )rε
1-d1(wε

1rε
2+w*

2rε
1)-u*

1rε
1-췍k1wε

1, (x,t)∈QT, (18)

∂rε
2

∂t-a2Δrε
2=b2rε

2-c2(wε
2+w*

2 )rε
2-d2(wε

1rε
2+w*

2rε
1)-u*

2rε
2-췍k2wε

2, (x,t)∈QT, (19)

∂rε
1

∂n=∂r
ε
2

∂n=0, (x,t)∈Γ, (20)

rε
1(x,0)=rε

2(x,0)=0, x∈Ω. (21)

  由引理2可知,存在{(rε
1,rε

2)}的子序列和(r1,r2)∈(W2,1
2 (QT)∩L∞(QT))2,使得

(rε
1,rε

2)→ (r1,r2)强收敛于(L2(QT))2,  ε→0, (22)
(∇rε

1,∇rε
2)→ (∇r1,∇r2)强收敛于(L2(QT;ℝN))2,  ε→0. (23)

因为(rε
1,rε

2)是问题(18)~(21)的弱解,因此对任意满足∂φ1
∂n=

∂φ2
∂n=0

,φ1(x,T)=φ2(x,T)=0的

φ1,φ2∈C∞(췍QT),有

-∬QT
rε
1
∂φ1
∂tdxdt+∬QT

a1∇rε
1·∇φ1dxdt=

∬QT

(b1rε
1-c1(wε

1+w*
1 )rε

1-d1(wε
1rε
2+w*

2rε
1)-u*

1rε
1-췍k1wε

1)φ1dxdt,

-∬QT
rε
2
∂φ2
∂tdxdt+∬QT

a2∇rε
2·∇φ2dxdt=

∬QT

(b2rε
2-c2(wε

2+w*
2 )rε

2-d2(wε
1rε
2+w*

2rε
1)-u*

2rε
2-췍k2wε

2)φ2dxdt.

当ε→0时,由式(17),(22),(23)可得,

-∬QT
r1∂φ1∂tdxdt+∬QT

a1∇r1·∇φ1dxdt=

∬QT

(b1r1-2c1w*
1r1-d1(w*

1r2+w*
2r1)-u*

1r1-췍k1w*
1 )φ1dxdt,

-∬QT
r2∂φ2∂tdxdt+∬QT

a2∇r2·∇φ2dxdt=

∬QT

(b2r2-2c2w*
2r2-d2(w*

1r2+w*
2r1)-u*

2r2-췍k2w*
2 )φ2dxdt.

从而(r1,r2)是下列问题的解:

∂r1
∂t-a1Δr1=b1r1-2c1w*

1r1-d1(w*
1r2+w*

2r1)-u*
1r1-췍k1w*

1 , (x,t)∈QT,

∂r2
∂t-a2Δr2=b2r2-2c2w*

2r2-d2(w*
1r2+w*

2r1)-u*
2r2-췍k2w*

2 , (x,t)∈QT,

r1(x,0)=r2(x,0)=0, x∈Ω,

∂r1
∂n=∂r2∂n=0, (x,t)∈Γ.

通过计算,有

J(u* +ε췍k)-J(u*)=∬QT
e-δt[K1wε

1(u*
1 +ε췍k1)-K1w*

1u*
1 +K2wε

2(u*
2 +ε췍k2)-K2w*

2u*
2 -
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(M1(u*
1 +ε췍k1)2-M1(u*

1 )2)-(M2(u*
2 +ε췍k2)2-M2(u*

2 )2)]dxdt=

∬QT
e-δt[K1u*

1 (wε
1-w*

1 )+K2u*
2 (wε

2-w*
2 )+εK1wε

1췍k1+εK2wε
2췍k2-

2εM1u*
1췍k1-2εM2u*

2췍k2-ε2M1췍k21-ε2M2췍k22]dxdt,
故

J(u* +ε～k)-J(u*)
ε =∬QT

e-δt K1u*
1

wε
1-w*

1

ε +K2u*
2

wε
2-w*

2

ε +K1wε
1췍k1+K2wε

2췍k2é

ë
êê -

2M1u*
1췍k1-2M2u*

2췍k2-εM1췍k21-εM2췍k ]22 dxdt.

由于rε
1=

wε
1-w*

1

ε
,rε

2=
wε
2-w*

2

ε
,因此

lim
ε→0

J(u* +ε췍k)-J(u*)
ε =lim

ε→0∬QT
e-δt(K1u*

1rε
1+K2u*

2rε
2+K1w*

1췍k1+

K2w*
2췍k2-2M1u*

1췍k1-2M2u*
2췍k2)dxdt=

lim
ε→0∬QT

e-δt(K1u*
1r1+K2u*

2r2+K1w*
1췍k1+

K2w*
2췍k2-2M1u*

1췍k1-2M2u*
2췍k2)dxdt. (24)

  令(s*1 ,s*2 )是如下问题的解:

-∂s
*
1

∂t -a1Δs*1 =b1s*1 -2c1w*
1s*1 -d2w*

2s*2 -d1w*
2s*1 -u*

1s*1 -δs*
1 +K1u*

1 , (x,t)∈QT,

-∂s
*
2

∂t -a2Δs*2 =b2s*2 -2c*
2w*

2s*2 -d2w*
1s*2 -d1w*

1s*1 -u*
2s*2 -δs*

2 +K2u*
2 , (x,t)∈QT,

∂s*1
∂n =∂s

*
2

∂n =0, (x,t)∈Γ,

s*1 (x,T)=s*2 (x,T)=0, x∈Ω.
由r1,r2,s*1 ,s*2 满足的方程可知,

∬QT
e-δt(K1u*

1r1+K2u*
2r2)dxdt=∬QT

e-δt(-s*1췍k1w*
1 -s*2췍k2w*

2 )dxdt. (25)

由式(24),(25)有

lim
ε→0

J(u* +ε췍k)-J(u*)
ε =∬QT

e-δt[췍k1((K1-s*1 )w*
1 -2M1u*

1 )+

췍k2((K2-s*2 )w*
2 -2M2u*

2 )]dxdt.
因为u*=(u*

1 ,u*
2 )是最优控制,所以

lim
ε→0

J(u* +ε췍k)-J(u*)
ε ≤0,

从而

∬QT
e-δt[췍k1((K1-s*1 )w*

1 -2M1u*
1 )+췍k2((K2-s*2 )w*

2 -2M2u*
2 )]dxdt≤0.

证毕.
注1 定理1给出了最优控制存在的一阶必要条件.
由文献[8]中定理3.20的证明,可得如下推论.
推论1 如果u*=(u*

1 ,u*
2 )是最优控制,则

u*
1 =minM,max 1

2M1
(K1-s*1 )w*

1 ,{ }{ }0 ,

u*
2 =minM,max 1

2M2
(K2-s*2 )w*

2 ,{ }{ }0 ,
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其中(w*
1 ,w*

2 ,s*1 ,s*2 )是如下最优系统的解:

∂w*
1

∂t -a1Δw*
1 =b1w*

1 -c1(w*
1 )2-d1w*

1w*
2 -u*

1w*
1 , (x,t)∈QT, (26)

∂w*
2

∂t -a2Δw*
2 =b2w*

2 -c2(w*
2 )2-d2w*

1w*
2 -u*

2w*
2 , (x,t)∈QT, (27)

-∂s
*
1

∂t -a1Δs*1 =b1s*1 -2c1w*
1s*1 -d2w*

2s*2 -d1w*
2s*1 -

       δs*
1 -u*

1s*1 +u*
1K1, (x,t)∈QT, (28)

-∂s
*
2

∂t -a2Δs*2 =b2s*2 -2c2w*
2s*2 -d2w*

1s*2 -d1w*
1s*1 -

       δs*
2 -u*

2s*2 +u*
2K2, (x,t)∈QT, (29)

∂w*
1

∂n =∂w
*
2

∂n =∂s
*
1

∂n =∂s
*
2

∂n =0, (x,t)∈Γ, (30)

w*
1 (x,0)=w*

0,1(x,0), w*
2 (x,0)=w*

0,2(x,0), s*1 (x,T)=s*2 (x,T)=0, x∈Ω. (31)

  注2 推论1给出了最优控制的表达式.
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