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单圈图的邻点全和可区别全染色

李志军,文 飞
(兰州交通大学 应用数学研究所,兰州730070)

摘要:用结构分析法完整刻画单圈图U 的邻点全和可区别全染色,并得到当U≅Cn 且n≢0
(mod3)时,ftndiΣ(U)=Δ(U)+2;其他情况下,ftndiΣ(U)=Δ(U)+1.表明邻点全和可区别

全染色猜想在任意单圈图上都成立.
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Abstract:Byusingstructuralanalysismethod,wecompletelycharacterizedtheneighborfullsum
distinguishingtotalcoloringofunicyclicgraphU,andobtainedthatftndiΣ(U)=Δ(U)+2whenU≅Cn

andn≢0(mod3),ftndiΣ(U)=Δ(U)+1inothercases.Thisresultshowsthattheneighborfullsum
distinguishingtotalcoloringconjectureholdsonanyunicyclicgraph.
Keywords:unicyclicgraph;propertotalcoloring;neighborfullsumdistinguishingtotalcoloring;

neighborfullsumdistinguishingtotalchromaticnumber

收稿日期:2023-08-28. 网络首发日期:2024-05-09.
第一作者简介:李志军(1998—),男,汉族,硕士研究生,从事图染色的研究,E-mail:lzj12282023@163.com.通信作者简介:

文 飞(1984—),男,汉族,博士,教授,从事图染色和图谱理论的研究,E-mail:wenfei@lzjtu.edu.cn.
基金项目:国家自然科学基金(批准号:11961041;12261055)和甘肃省自然科学基金(批准号:21JR11RA135).
网络首发地址:https://link.cnki.net/urlid/22.1340.O.20240508.0957.001.

1 引言及主要结果

本文考虑的图均为无向简单连通图,设G=(V,E)是一个简单图,其中V(G)表示G 的顶点集,

E(G)表示G 的边集.如果G 不含孤立边,则G 称为正常图.对任意的v∈V(G),用dG(v)(或d(v))表
示点v的度,Δ(G)表示G 的最大度.用NG(v)(或N(v))表示顶点v在G 中所有邻点构成的集合.

图染色问题在计算机科学、通讯网络、交通运输等领域应用广泛.目前,关于图染色的研究已有

很多结果,例如:Karoński等[1]首次提出了图的邻和可区别边染色;张忠辅等[2]提出了图的邻点强可

区别全染色的概念及相关问题;Przybylo等[3]提出了图的邻和可区别全染色;Pils'niak等[4]研究了一

些特殊图的邻和可区别全色数;Flandrin等[5]定义了图的邻点被扩展和可区别全染色,研究了一些图

类的邻点被扩展和可区别全色数,并在该染色的基础上提出了邻点全和可区别全染色.崔福祥等[6]研

究了路、圈、星、轮、完全二部图、完全图以及树的邻点全和可区别全色数,并给出了图的邻点全和可

区别全染色的概念.
定义1[6] 设f:V(G)∪E(G)→{1,2,…,k}是图G 的一个正常k-全染色.令ϕ(v)=f(v)+



∑
v∈e

f(e)+∑
u∈N(v)

f(u),其中N(v)={u∈V(G)uv∈E(G)}.对任意的uv∈E(G),若ϕ(u)≠ϕ(v)成立,

则称f是图G 的一个邻点全和可区别k-全染色,简记为k-NFSDTC.将所用的最小颜色数k称为G 的

邻点全和可区别全色数,记作ftndiΣ(G).即

ftndiΣ(G)=min{k G具有一个k-邻点全和可区别全染色}.
  特别地,在图G 的一个正常k-全染色f 下,如果对任意的uv∈E(G),若ϕ(u)≠ϕ(v)成立,则称u
和v在f 下是邻点全和可区别全可染的.

崔福祥等[6]基于一些特殊图类上邻点全和可区别全染色的研究,给出如下猜想:
猜想1[6] 设G 是一个正常图,则ftndiΣ(G)≤Δ(G)+2.
崔福祥等[7]又研究了路与路、路与圈、圈与圈三类联图的邻点全和可区别全染色;叶宏波等[8]

给出了路与路、路与圈的笛卡尔积图的邻点全和可区别全色数.
通常将连通的无圈图称为树,点数与边数相同的连通图称为单圈图,将具有ν≥3个顶点的单圈图

简记为U.赵新梅等[9]给出了单圈图的邻强边染色;贾秀卿等[10]研究了单圈图的D(2)-点可区别边染

色,并给出了其确切的D(2)-点可区别边色数;谭钧铭等[11]用分析法与数学归纳法得到了单圈图的邻

和可区别边色数.基于上述研究结果,本文用结构分析法结合数学归纳法完全刻画单圈图的邻点全和

可区别全染色,并得到如下结论:

定理1 设U 是ν≥3阶的单圈图,则ftndiΣ(U)=
Δ(U)+2,U≅Cn 且n≢0(mod3),

Δ(U)+1,其他{ .
定理1进一步说明猜想1在任意的单圈图上都成立.

2 引理及主要结果的证明

由定义1知,图的邻点全和可区别全染色首先是一个正常全染色,因此如下引理成立.
引理1 设G 是一个正常图,则ftndiΣ(G)≥Δ(G)+1.
引理2[6] 对圈Cn(n≥3),有

ftndiΣ(Cn)=
4,n≥4且n≠0(mod3);

3,其他{ .
  由定义1可知,悬挂点x的全和是其邻点y 的全和的一部分,因此如下引理成立.

引理3 对一个正常图G,若x是G 的一个悬挂点,y是x 的邻点,则ϕ(x)≠ϕ(y).
n阶圈图Cn 的每个点上都添加一个悬挂边所得的图称为太阳图,记为Sν(ν≥3).
引理4 设Sν(ν≥6)是太阳图,则ftndiΣ(Sν)=4.
证明:设C=v1v2…vnv1(n≥3)为太阳图Sν 上具有n 个顶点的基本圈,圈上每个点vi 关联的悬挂

边为vixi,其中悬挂点为xi(1≤i≤n).由引理1可知,ftndiΣ(Sν)≥4,下证Sν 有一个4-NFSDTC.令

f为V(Sν)∪E(Sν)→{1,2,3,4}的一个映射.

图1 S6 的4-NFSDTC

Fig.1 4-NFSDTCofS6

当n=3时,S6 的4-NFSDTC如图1所示.当

n≥4时,对于vk∈V(C),vkvk+1∈E(C),悬挂边为

vkxk,下面分两种情形分别给出Sν 的一个4-邻点

全和可区别全染色.
情形1)当n≡0(mod2)时,染色方案如下:若

k≡1(mod2),则 令 f(vk)=1,f(vkxk)=3,

f(vkvk+1)=2;若k≡0(mod2),则令f(vk)=3,

f(vkvk+1)=4,f(vkxk)=1;对于悬挂点xi,令

f(xi)=f(vivi+1),其 中 1≤i,k≤n. 此 时,

ϕ(v1),…,ϕ(vn)为18,16的循环,即圈上的点都邻

点全和可区别;又由引理3可知,悬挂点与其邻点全和可区别.因此,f是Sν 的一个4-NFSDTC.
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情形2)当n≡1(mod2)时,染色方案如下:若k≡1(mod2),则令f(vk)=1,f(vkxk)=3,

f(vkvk+1)=2;若k≡0(mod2),则令f(vk)=3,f(vkvk+1)=4,f(vkxk)=1;其中1≤k≤n-2.
f(vn-1)=3,f(vn-1vn)=1,f(vn-1xn-1)=4,f(vn)=2,f(vnv1)=4,f(vnxn)=3,对于悬挂点xi,
令f(xi)=f(vivi+1),其中1≤i≤n.此时,ϕ(v2),…,ϕ(vn-2)为16,18的循环,ϕ(vn-1)=14,ϕ(vn)=
18,ϕ(v1)=17.即圈上的点都邻点全和可区别;又由引理3可知,悬挂点与其邻点全和可区别.因此,

f是Sν 的一个4-NFSDTC.
综上所述,ftndiΣ(Sν)=4.
注1 在引理4的证明中:

1)删去所有悬挂点后,在染色f下,当n≡0(mod2)时,基本圈C上点v1,v2,…,vn 的全和为13,

11的循环;当n≡1(mod2)时,基本圈C上点v2,v3,…,vn-2的全和为11,13的循环,vn-1,vn,v1 的全

和为9,11,12,此时圈上所有2度点之间是邻点全和可区别全可染的;

2)删去任意一个悬挂点后,在染色f 下,2度点的全和可能为9,11,12,13,而3度点的全和为

14,16,17,18.故圈上所有2度点与3度点之间是邻点全和可区别全可染的.
太阳图删去一些悬挂点得到的图称为破太阳图,记为S′ν(ν≥3).显然,任意一个破太阳图S′ν 都

是某个太阳图Sω 的子图,其中ν<ω.
引理5 设S′ν(ν≥3)是一个破太阳图,则ftndiΣ(S′ν)=4.
证明:设Sω 是S′ν 的2度点添加悬挂边所得的太阳图.显然,S′ν 是Sω 的一个子图.由引理4可

知,Sω 有一个4-NFSDTCf.由注1可知,f′=f S′ν
为S′ν 的一个4-NFSDTC,故结论成立.

引理6(组合零点定理)[12] 设F 为任一域,P=P(x1,x2,…,xn)为F[x1,x2,…,xn]上的多项式.

设deg(P)=∑
n

i=1
ki,其中ki 为非负整数,并且P 中xk1

1x
k2
2 …x

kn
n 的系数非零.若S1,S2,…,Sn⊆F 且

Si >ki(1≤i≤n),则存在s1∈S1,s2∈S2,…,sn∈Sn,使得P(s1,s2,…,sn)≠0.
引理7 设G 是n≥3阶的连通图,v是G 的一个悬挂点,v的邻点为w 且w 仅有一个非悬挂邻

点,记为u.若 G′=G-v 且G′有一个(Δ(G′)+1)-NFSDTC,则 G 存 在 一 个 由f′所 延 拓 的

(Δ(G)+1)-正常全染色f;进一步,若f满足f(v)+f(wv)至少有两个不同的取值,则f为G 的一个

(Δ(G)+1)-NFSDTC.
证明:由已知G′=G-v,所以Δ(G′)≤Δ(G).又因为G′有一个(Δ(G′)+1)-NFSDTCf′,从而G′

有一个(Δ(G)+1)-NFSDTC,不妨记为f.由于v是G 的一个悬挂点,所以f也是G 的一个由f′所延

拓的(Δ(G)+1)-正常全染色.
在上述f下,注意到G 中属于G′的任意两个相邻点都是邻点全和可区别全可染的.对于v和w,

由引理3知,ϕG(v)≠ϕG(w).若将f扩展为G 的一个(Δ(G)+1)-NFSDTC,只需证ϕG(w)≠ϕG(u).
由G′和G 的关系可知:

ϕG(u)=ϕG′(u),  ϕG(w)=ϕG′(w)+f(wv)+f(v).
于是,

ϕG(w)-ϕG(u)=f(wv)+f(v)+(ϕG′(w)-ϕG′(u)),
其中ϕG′(w)-ϕG′(u)≠0.因为G′是(Δ(G)+1)-邻点全和可区别全可染的,其中Δ(G)≥3,又因为

dG(w)≤Δ(G),所以f(wv)至少有一种色可染,f(v)至少存在两种色可染.由于f为G 的一个正常全

染色,因此f(v)≠f(wv),从而f(v)+f(wv)至少有两个不同的取值.进一步,根据引理6可知,

ϕG(w)≠ϕG(u),从而G 在f 下是(Δ(G)+1)-邻点全和可区别全可染的.因此,由引理1可知,f为G
的一个(Δ(G)+1)-NFSDTC.证毕.

下面用符号[a,b]表示非负整数集{a,a+1,a+2,…,b},其中a和b 都是整数且0≤a<b.令

dG(v,H)=max{dG(v,x)v∈V(G)\V(H),x∈V(H)}为点v到H 的最大距离,其中 H 是G 的子

图.Cf′(u)表示在染色f′下u 点所染的颜色与其关联边的颜色组成的集合.
下面证明定理1.设U 是ν≥3阶的单圈图,若U≅Cn,则由引理2可知结论成立.否则,记
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C=v1v2…vnv1为单圈图U 上的基本圈,下面根据U 的最大度分两种情形讨论.
情形1)Δ(U)=3.
① 悬挂点的邻点不在基本圈C上.
对U 的阶ν做归纳.当ν=5时的单圈图及其染色如图2所示,可知结论成立.假设对阶数小于ν

且Δ(U)=3的单圈图结论成立,下面考虑阶数等于ν时结论成立.
设U 与C上顶点距离最大的一个悬挂点为v,v的邻点为w 且w 的非悬挂点的邻点为u,其中

dU(w)≥2,dU(u)≥2.令U′=U-v,由归纳假设,U′有一个4-NFSDTCf′.显然,f′是U′的一个

正常全染色,定义U 的染色f:f(v)=f′(v),v∈V(U′);f(e)=f′(e),e∈E(U′).由引理7可知,只

需证明f(v)+f(wv)至少有两个不同的取值时,即可证明结论成立.
当dU(w)=dU(u)=2时,dU′(w)=dU(w)-1=1,令I=[1,4]\Cf′(w),则 I =2.令f(wv)∈

I,f(v)∈[1,4]\{f(wv),f(w)}.由于f是U 的一个正常全染色,f(v)≠f(wv),f(v)≠f(w),所以

f(v)有两个不同的值可取,故f(v)+f(wv)至少有两个不同的取值.当dU(w)=2,dU(u)=3时,
类似可证.

当dU(w)=dU(u)=3时,dU′(w)=dU(w)-1=2,令I=[1,4]\Cf′(w),则 I =1.令f(wv)∈
I,f(v)∈[1,4]\{f(wv),f(w)}.由于f是U 的一个正常全染色,f(v)≠f(wv),f(v)≠f(w),所以

f(v)有两个不同的值可取,故f(v)+f(wv)至少有两个不同的取值.当dU(w)=3,dU(u)=2时,
类似可证.

② 悬挂点的邻点在基本圈C上.
若C的每个点都有悬挂边,则U 为太阳图.由引理4知,U 有一个4-NFSDTCf.反之,若C上

至少有一个点没有悬挂边,则U 为破太阳图.由引理5知,U 有一个4-NFSDTCf.
情形2)Δ(U)≥4.
① 悬挂点的邻点不在基本圈C上.
对U 的阶ν使用数学归纳法.当ν=6时,U 如图3所示,给出U 的一个(Δ(U)+1)-NFSDTC.

图2 ν=5且Δ=3时的单圈图及其染色

Fig.2 Unicyclicgraphwithν=5,Δ=3anditscoloring

图3 ν=6且Δ=4时的单圈图及其染色

Fig.3 Unicyclicgraphwithν=6,Δ=4anditscoloring

当ν≥7时,假设对满足条件的(ν-1)阶单圈图,有(Δ(U)+1)-NFSDTC.下面考虑满足条件的

ν阶单圈图.
选取U 与C上顶点距离最大的一个悬挂点v,且v的邻点w 不在圈上,而w 仅有一个非悬挂邻点

u,如图4所示.

图4 悬挂点的邻点不在基本圈上

Fig.4 Neighborsofpendantvertexoutofbasiccycle

令U′=U-v,由归纳假设知,ftndiΣ(U′)=
Δ(U′)+1.令 f′ 是 U′ 的 一 个 (Δ(U′)+1)-
NFSDTC.定 义 U 的 染 色 f:f(v)=f′(v),

v∈V(U′);f(e)=f′(e),e∈E(U′).由引理7可

知,只需证明f(v)+f(wv)至少有两个不同的取

值,即可证明结论成立.下面根据最大度顶点是否

相邻分两种情形讨论.
(i)U 中不存在两个相邻的最大度点.
当dU′(u)≤dU′(w)时,由于dU′(w)=dU(w)-1≤Δ(U)-1且U 中不存在两个相邻的最大度点,
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令I=[1,Δ(U)+1]\Cf′(w),则 I ≥1.令f(wv)∈I,f(v)∈[1,Δ(U)+1]\{f(wv),f(w)}.由于f
是U 的一个正常全染色,f(v)≠f(wv),f(v)≠f(w),所以f(v)至少有两个不同的值可取,故

f(v)+f(wv)至少有两个不同取值.
当dU′(u)=dU′(w)+1时,由于U 中不存在两个相邻的最大度点,所以dU′(u)=dU(w)<Δ(U),

即Δ(U′)=Δ(U),故有dU′(w)=dU(w)-1<Δ(U)-1.令I=[1,Δ(U)+1]\Cf′(w),则 I ≥2.令

f(wv)∈I,f(v)∈[1,Δ(U)+1]\{f(wv),f(w)}.由于f 是U 的一个正常全染色,f(v)≠f(wv),

f(v)≠f(w),所以f(v)至少有两个不同的值可取,故f(v)+f(wv)至少有两个不同取值.
当dU′(u)≥dU′(w)+2时,dU′(w)≤dU′(u)-2≤Δ(U)-2.令I=[1,Δ(U)+1]\Cf′(w),则

I ≥2.令f(wv)∈I,f(v)∈[1,Δ(U)+1]\{f(wv),f(w)},由于f 是U 的一个正常全染色,

f(v)≠f(wv),f(v)≠f(w),所以f(v)至少有两个不同的值可取,故f(v)+f(wv)至少有两个不同

取值.
(ii)U 中存在两个相邻的最大度顶点.
当dU′(u)≤dU′(w)时,如情形(i)类似可证.当dU′(u)=dU′(w)+1时,由于U 中存在两个相邻的

最大度顶点,所以dU(u)=dU(w)≤Δ(U).若dU(u)=dU(w)=Δ(U),dU′(w)=Δ(U)-1,令

I=[1,Δ(U)+1]\Cf′(w),则 I =1.若dU(u)=dU(w)≤Δ(U)-1,dU′(w)=dU(w)-1≤Δ(U)-1,
令I=[1,Δ(U)+1]\Cf′(w),则 I ≥2.

令f(wv)∈I,f(v)∈[1,Δ(U)+1]\{f(wv),f(w)}.由于f 是U 的一个正常全染色,f(v)≠
f(wv),f(v)≠f(w),所以f(v)至少有两个不同的值可取,故f(v)+f(wv)至少有两个不同取值.

当dU′(u)≥dU′(w)+2时,如情形(i)类似可证.
② 悬挂点的邻点在基本圈C上.
对U 的阶ν使用数学归纳法.当ν=5时,U 如图5所示,给出U 的一个(Δ(U)+1)-NFSDTC.
当ν≥6时,假设对满足条件的ν-1阶单圈图,有(Δ(U)+1)-NFSDTC.下面考虑满足条件的ν阶

单圈图.
令NU(w)={v1,v2,w1,w2…,wr 1≤r≤Δ(U)-2},设dU(vj)≥2,其中j=1,2;dU(wi)=1,

其中i=1,2,…,r.如图6所示.

图5 ν=5且Δ=4时的单圈图及其染色

Fig.5 Unicyclicgraphwithν=5,Δ=4anditscoloring

图6 悬挂点的邻点在基本圈上

Fig.6 Neighborsofpendantvertexonbasiccycle

令U′=U-wr,由归纳假设知,ftndiΣ(U′)=Δ(U′)+1,Δ(U′)≤Δ(U).设f′是U′的一个

(Δ(U′)+1)-NFSDTC.若将f′拓展为U 的一个(Δ(U)+1)-NFSDTCf,基于f′,为保证f 是正常

的,则需给边wwr 和点wr 正常着色.由于f(wwr)≠f′(w),f(wwr)≠f′(v1w),f(wwr)≠
f′(v2w),f(wwr)≠f′(wwi)(1≤i≤r-1,r≤Δ-2),边wwr 至多有Δ(U)种禁用色.下面考虑点w
的非悬挂邻点v1 和v2 的全和是否相等,分两种情形讨论.

(i)ϕf(v1)=ϕf(v2).
由于边wwr 至多有Δ(U)种 禁 用 色,所 以 f(wwr)至 少 存 在 一 种 可 用 色,而 f(wr)可 用

[1,Δ(U)+1]\{f(wwr),f(w)}种色去染,又因f 是U 的一个正常全染色,f(wr)≠f(wwr),

f(wr)≠f(w),所以f(wr)至少有两个不同的值可取,故f(wwr)+f(wr)至少有两个不同的值可取.
由引理7可知结论成立.

(ii)ϕf(v1)≠ϕf(v2).
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由引理6和引理7可知,要使ϕ(w)≠ϕ(v1)且ϕ(w)≠ϕ(v2),则f(wwr)+f(wr)至少有3个不同

的值可取.对边wwr 和点wr 正常染色,f(wwr)至少存在一种可用色,而f(wr)可用[1,Δ(U)+1]\
{f(wwr),f(w)}种色去染,由于 Δ(U)≥4且 f 是U 的一个正常全染色,f(wr)≠f(wwr),

f(wr)≠f(w),所以f(wr)至少有3个不同的值可取,从而f(wwr)+f(wr)至少有3个不同的值可

取.即点w 与其邻点在f 下是邻点全和可区别全可染的.定理1证毕.
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