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基基于滑模函数分数阶Rikitake
混沌系统3个同步方案设计

孟金涛,毛北行,王东晓,焦建锋,陈 灿
(郑州航空工业管理学院 数学学院,郑州450046)

摘要:用滑模同步理论和滑模动态方法研究分数阶Rikitake不确定混沌系统滑模同步,绘制

Rikitake混沌系统吸引子相图,根据分数阶微积分,构造3个滑模函数,给出3个同步方案,
并对3个同步方案进行对比和分析.结果表明:分数阶Rikitake不确定混沌系统在一定条件

下可取得滑模同步.
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Abstract:Byusingsliding modesynchronizationtheoryandsliding modedynamicmethods,we
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由于混沌系统具有随机性、不确定性、初值敏感性和非线性性[1-3],因此人们提出和研究了形式

各异的实际系统,如Lorenz系统[1]、Chen系统[2]、LÜ系统[3]、分数阶系统[4-5]、Rucklidge系统[6]、
高维系统[7]、有限时间系统[8]、自适应滑模系统[9-10]和Rikitake系统[11-14]等.为解决实际物理系统的

不确定性和参数依赖性,人们提出了多种研究方法,由于滑模同步可较好解决和处理来自系统的非线

性,因此已引起人们广泛关注.如文献[4]通过设计积分滑模函数研究了混沌系统的积分滑模同步,
给出了一种新型滑模同步方式;文献[5]研究了混沌系统的模糊滑模同步,通过定义模糊规则给出了

模糊滑模面的设计和控制器的选取;文献[6-7]研究了混沌系统的自适应滑模同步,通过设计自适应规

则和滑模函数给出了主从系统自适应滑模同步的充分条件;文献[8]研究了分数阶混沌系统的有限时

间滑模同步,在设计滑模函数取得同步的同时给出了同步时间;文献[9]研究了分数阶永磁同步电机

混沌系统的自适应滑模同步,给出了自适应规则和控制器;文献[10]研究了分数阶Sprott-D混沌系统



自适应滑模同步问题,给出了滑模函数构造的3个设计方案;文献[11]研究了Rikitake双圆盘耦合发

电机系统的动力学行为;文献[12]研究了带摩擦的Rikitake双盘发电机混沌系统的同步,给出了系统

取得混沌同步的充分条件;文献[13]研究了分数阶Rikitake系统的混沌控制;文献[14]研究了分数阶

Rikitake混沌系统的自适应滑模同步,针对Rikitake混沌系统设计了3个控制器.在此基础上,本文

研究分数阶Rikitake混沌系统滑模同步,给出滑模同步的3个控制方案,其中方案1设计的是传统滑

模函数,需设计3个控制器,方案2和方案3通过设计适当的滑模面,仅需2个控制器即可使分数阶

Rikitake混沌系统取得滑模同步,并对3个方案进行比较.

1 系统描述

定义1[15] Caputo分数阶导数定义为

Dq
tx(t)= 1

Γ(n-q)∫
t

t0

(t-τ)n-q-1x(n)(τ)dτ,  n-1<q<n∈ ℤ+.

  分数阶Rikitake混沌系统的状态方程[14]为

Dq
tx=-μx+yz,

Dq
ty=-μy+(z-a)x,

Dq
tz=1-xy

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(1)

当初始值为(1,2,3),参数μ=2,a=5,q=0.99时,系统(1)的吸引子相图如图1所示.

图1 系统(1)的吸引子相图

Fig.1 Attractorphasediagramsofsystem(1)

以系统(1)为主系统,设计从系统为

Dq
tx1=-μx1+y1z1+u1,

Dq
ty1=-μy1+(z1-a)x1+u2,

Dq
tz1=1-x1y1+u3

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
(2)

其中u1,u2,u3 为控制器.定义e1=x1-x,e2=y1-y,e3=z1-z,可得

Dq
te1=-μe1+y1z1-yz+u1,

Dq
te2=-μe2+z1x1-zx-ae1+u2,

Dq
te3=-x1y1+xy+u3

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(3)

  引理1[16] 若x(t)为连续可微函数,则对∀q∈(0,1),有1
2Dq

tx2(t)≤xT(t)Dq
tx(t).

695   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第63卷 



引理2[16-17] 设V(t)=12
(y21(t)+y22(t)),若存在常数k>0,使得 Dq

tV(t)≤-ky21(t),则

y21(t)≤2V(0)Eq,1(-2ktq),且lim
t→∞
‖y1(t)‖=0.

2 主要结果

定理1 设计滑模函数s(t)=e1+e2+e3,3个控制器分别为

u1=yz-y1z1, u2=zx-z1x1+ae1, u3=x1y1-xy-μe3-ηssgns,
则主从系统(1)和(2)取得滑模同步.

证明:当在滑模面上运动时,满足s=0,将控制器u1 代入式(3)可得Dq
te1=-μe1,因此e1→0.将

u2 代入式(3)可得Dq
te2=-μe2⇒e2→0.将u3 代入式(3)可得Dq

te3=-μe3,因而e3→0.
当不在滑模面上运动时,构造函数V(t)=s2/2,由引理1,求分数阶导数可得

Dq
tV(t)≤sDq

ts=sDq
t(e1+e2+e3)=

s[(-μe1+y1z1-yz+u1)+
(-μe2+z1x1-zx-ae1+u2)+(-x1y1+xy+u3)]=
s[-μ(e1+e2+e3)-ηssgns]=-(μ+η)s 2,

根据引理2可得s→0,从而滑模面趋近于原点.
以系统(1)为主系统,设计从系统为

Dq
tx1=-μx1+y1z1+u1,

Dq
ty1=-μy1+(z1-a)x1,

Dq
tz1=1-x1y1+u2

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
(4)

其中u1,u2 为控制器.定义e1=x1-x,e2=y1-y,e3=z1-z,可得

Dq
te1=-μe1+y1z1-yz+u1,

Dq
te2=-μe2+z1x1-zx-ae1,

Dq
te3=-x1y1+xy+u2

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(5)

  定理2 设计滑模函数s(t)=e1+e3,2个控制器分别为

u1=yz-y1z1-ηssgns,  u2=x1y1-xy-μe3,
则主从系统(1)和(4)取得滑模同步.

证明:当在滑模面上运动时,满足s=0,将控制器u1 代入式(5)可得Dq
te1=-μe1,因此e1→0.由

s(t)=e1+e3=0⇒e3=-e1⇒e3→0,根据式(5)第二个方程可得

Dq
te2=-μe2+z1x1-zx-ae1,

z1x1-zx=(z1x1-z1x)+(z1x-zx)=z1e1+xe3.
由于混沌系统轨迹有界,且e1,e3→0,因此z1x1-zx→0,式(5)第二个方程可写为Dq

te2=-μe2,从而

e2→0.
当不在滑模面上运动时,构造函数V(t)=s2/2,由引理1,求分数阶导数可得

Dq
tV(t)≤sDq

ts=sDq
t(e1+e3)=

s[(-μe1+y1z1-yz+u1)+(-x1y1+xy+u2)]=
s[-μ(e1+e3)-ηssgns]=-(μ+η)s 2,

根据引理2可得s→0,从而滑模面具有可达性和稳定性.
以系统(1)为主系统,设计从系统为

Dq
tx1=-μx1+y1z1,

Dq
ty1=-μy1+(z1-a)x1+u1,

Dq
tz1=1-x1y1+u2

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
(6)

其中u1,u2 为控制器.定义e1=x1-x,e2=y1-y,e3=z1-z,可得
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Dq
te1=-μe1+y1z1-yz,

Dq
te2=-μe2+z1x1-zx-ae1+u1,

Dq
te3=-x1y1+xy+u2

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(7)

  定理3 设计滑模函数s(t)=e2+e3,2个控制器分别为

u1=-z1x1+zx+ae1,  u2=x1y1-xy-μe3-ηssgns,
则主从系统(1)和(6)取得滑模同步.

证明:当在滑模面上运动时,满足s=0,将控制器u1 代入式(7)可得Dq
te2=-μe2,因此e2→0.由

s(t)=e2+e3=0⇒e3=-e2⇒e3→0,根据式(7)第一个方程可得

Dq
te1=-μe1+y1z1-yz,

y1z1-yz=(y1z1-y1z)+(y1z-yz)=y1e3+ze2,
由于混沌系统轨迹有界,且e2,e3→0,因此y1z1-yz→0,式(7)第一个方程可写为Dq

te1=-μe1,从而

e1→0.
当不在滑模面上运动时,构造函数V(t)=s2/2,由引理1,求分数阶导数可得

Dq
tV(t)≤sDq

ts=sDq
t(e2+e3)=s[(-μe2+z1x1-zx-ae1+u1)+(-x1y1+xy+u2)]=

s[-μ(e2+e3)-ηssgns]=-(μ+η)s 2,
根据引理2可得s→0,从而分数阶Rikitake主从系统取得滑模同步.

3 数值仿真

用MATLAB进行数值仿真,参数分别为q=0.99,μ=2,a=5.初始值设为(x(0),y(0),z(0))=
(1,2,3);(x1(0),y1(0),z1(0))=(3,1,1).

在定理1条件下,构造滑模函数s(t)=e1+e2+e3,控制器分别为u1=yz-y1z1,η=2,u2=zx-

z1x1+ae1,u3=x1y1-xy-μe3-ηssgns.在定理2条件下,构造滑模函数构造s(t)=e1+e3,控制

器分别为u1=yz-y1z1-ηssgns,u2=x1y1-xy-μe3,η=1.5.在定理3条件下,构造滑模函数

s(t)=e2+e3,控制器分别为u1=-z1x1+zx+ae1,η=1.2,u2=x1y1-xy-μe3-ηssgns.
定理1、定理2和定理3的系统误差曲线分别如图2~图4所示.定理1、定理2和定理3中加入

控制器后的变化曲线分别如图5~图7所示.

图2 定理1中的系统误差曲线

Fig.2 Systematicerrorcurvesintheorem1

图3 定理2中的系统误差曲线

Fig.3 Systematicerrorcurvesintheorem2

由图2~图7可见,系统误差在初始时相差较大,且距原点较远,一段时间后系统误差逐渐趋近于

原点,表明混沌系统的主从系统取得了滑模同步,定理3达到同步所需时间比定理1和定理2少,
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图4 定理3中的系统误差曲线

Fig.4 Systematicerrorcurvesintheorem3

图5 定理1中加入控制器后的变化曲线

Fig.5 Changecurvesafteraddingcontrollersintheorem1

图6 定理2中加入控制器后的变化曲线

Fig.6 Changecurvesafteraddingcontrollersintheorem2

图7 定理3中加入控制器后的变化曲线

Fig.7 Changecurvesafteraddingcontrollersintheorem3

定理1与定理2达到同步所需时间差别较小,但

定理2比定理1的控制器简单,由于定理1需3个

控制器,因此需消耗较大的能量,定理2,3仅需

2个控制器,因此控制代价小且易实现.定理1~
定理3的控制效果越来越好,3个定理中控制器对

参数η的依赖性越来越弱:定理1中η=2,约在

0.0315s后误差曲线趋于一致;定理2中η=1.5,
约在0.0275s后误差曲线趋近于原点;定理3中

η=1.2,约在0.0225s后误差趋近于原点.将定理

2与定理3的控制器进行比较可见:定理2中约在

0.0375s后 控 制 器 作 用 消 失;定 理3中 约 在

0.0185s后控制器作用消失,控制曲线趋近于原点,表明系统取得滑模同步.
综上,本文根据分数阶滑模同步理论,用3个控制方案研究了分数阶Rikitake混沌系统滑模同

步,在定理1中设计的是传统滑模面,通过设计3个控制器将误差系统驱动到坐标原点,定理2和定

理3设计的是新型滑模面,仅需2个控制器即可使分数阶 Rikitake混沌系统取得滑模同步.用

MATLAB仿真程序绘制误差曲线和控制曲线,并对3个定理进行了对比和分析.结果表明:在一定的

假设条件下,分数阶Rikitake不确定混沌系统可取得滑模同步.
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