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Caputo-Hadamard型分数阶隐式微分方程
周期边值问题解的存在性
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(安徽理工大学 数学与大数据学院,安徽 淮南232001)

摘要:用连续性定理讨论一类Caputo-Hadamard型分数阶隐式微分方程周期边值问题,得出

了解的存在性结果,并给出具体实例进行说明.
关键词:Caputo-Hadamard型分数阶微分;分数阶隐式微分方程;周期边值问题;连续性

定理;存在性

中图分类号:O175.8  文献标志码:A  文章编号:1671-5489(2024)04-0851-07

ExistenceofSolutionsforPeriodicBoundaryValueProblemsof
Caputo-HadamardTypeFractionalImplicitDifferentialEquations

ZHANGWei,ZHANGYu,NIJinbo
(SchoolofMathematicsandBigData,AnhuiUniversityofScienceandTechnology,

Huainan232001,AnhuiProvince,China)

Abstract:Byusingthecontinuationtheorem,wediscussedaclassofperiodicboundaryvalue
problemsforCaputo-Hadamardtypefractionalimplicitdifferentialequations,obtainedtheexistence
resultofsolutions,andprovidedspecificexampleforexplanation.
Keywords:Caputo-Hadamardtypefractionaldifferential;fractionalimplicitdifferentialequation;

periodicboundaryvalueproblem;continuationtheorem;existence

收稿日期:2023-09-14. 网络首发日期:2024-04-17.
第一作者简介:张 伟(1990—),男,汉族,博士,副教授,从事分数阶微分方程及其应用的研究,E-mail:zhangwei_azyw@163.

com.
基金项目:国家自然科学基金(批准号:11601007)、安徽省自然科学基金(批准号:2208085QA05)和安徽理工大学研究生创新

基金(批准号:2023cx2146).
网络首发地址:https://link.cnki.net/urlid/22.1340.O.20240412.1751.001.

1 引言与预备知识

分数阶微分方程在物理学、金融学、黏弹性材料、生物医学、控制理论和信号分析等领域应用广

泛[1-3].研究微分方程边值问题解的存在性具有重要的理论和实际意义[4].近年来,随着分数阶微积分

理论的发展,对分数阶微分方程边值问题的研究已取得了许多成果[5-7].根据不同的边值条件,分数阶

微分方程边值问题可划分为两点边值问题和非局部边值问题.经典的分数阶微分方程两点边值问题包

括Dirichlet边值问题、Robin边值问题、Neumann边值问题、Sturm-Liouville边值问题、周期边值问

题以及反周期边值问题等.目前,研究分数阶微分方程边值问题采用的主要方法有:不动点理论、
上下解方法、单调迭代方法、迭合度理论以及临界点理论.



近年来,关于分数阶微分方程周期边值问题的研究备受关注[8-14].例如:Benchohra等[9]讨论了

如下Caputo型分数阶隐式微分方程周期边值问题:
CDα

0+y(t)=f(t,y(t),CDα
0+y(t)), a.e.t∈J=[0,T], T>0, 0<α≤1,

y(0)=y(T{ ),
用连续性定理得到了其解的存在性结果,其中CDα

0+ 是α阶Caputo分数阶微分算子,f:J×ℝ2→ℝ是

一个连续函数.Staněk[10]讨论了如下多项Caputo型分数阶微分方程周期边值问题:
CDα

0+u(t)+q(t,u(t))CDβ
0+u(t)=f(t,u(t)),

u(0)=u(T{ ),
利用Schauder不动点定理得出了其解的存在性结果,其中0<β<α≤1,CD

(·)
0+ 是Caputo分数阶微分算

子,记J=[0,T],q∈C(J×ℝ)且非负,f∈C(J×ℝ)并且存在常数D,H(D<H),满足f(t,D)≥0,

f(t,H)≤0,t∈J.Benchohra等[12]讨论了如下分数阶隐式微分方程周期边值问题:
HDα

1+y(t)=f(t,y(t),HDα
1+y(t)), t∈J=[1,T], T>1, 0<α≤1,

y(1)=y(T{ ),
用连续性定理得到了其解的存在性结果,其中HDα

1+是α阶Hadamard分数阶微分算子,f:J×ℝ2→ℝ是

一个连续函数.特别地,文献[12]定义了如下Banach空间:

X={y∈C(J,ℝ):y(t)=HIα
1+u(t),u∈C(J,ℝ)},

赋予范数‖y‖X=max{‖y‖∞,‖HDα
1+y‖∞},以及Y=C(J,ℝ)赋予范数‖u‖Y=sup{u(t):

t∈J}.定 义 线 性 算 子 L:domL⊂X→Y,Ly= HDα
1+y,其 中 domL={y∈X:HDα

1+y∈Y,

y(1)=y(T)}.
引理1[12] 算子L满足如下性质:

KerL=0,  ImL= y∈Y:∫
T

0
lnTæ

è
ç

ö

ø
÷

s
α-1y(s)

s ds={ }0 .

  引理2[12] 算子L是一个零指标的Fredholm算子.
但根据引理1可知,引理2不可能成立.这是因为0=dimKerL≠dimImL=1,即L不是零指标

的Fredholm算子.导致该错误的原因是KerL ≠0.事实上,对于方程HDα
1+y(t)=0,有如下形式的

解:

y(t)=c(lnt)α-1,  c∈ ℝ.
注意到0<α≤1,所以(lnt)α-1在t=1处爆破.因此,根据周期边值条件y(1)=y(T)推不出c=0,即

KerL≠0.解决该问题的方法有两种,第一种方法:修正边值条件.例如,将原边值条件修正为

(lnt)1-αy(t)t=1=(lnt)1-αy(t)t=T.
第二种方法:替换分数阶微分算子,将Hadamard分数阶微分算子替换成Caputo-Hadamard型分数阶

微分算子.基于第二种方法,本文讨论如下分数阶隐式微分方程周期边值问题:
C
HDα

1+x(t)=f(t,x(t),CHDα
1+x(t)),a.e.t∈J=[1,T], T>1, 0<α≤1,

x(1)=x(T{ ),
(1)

其中C
HDα

1+是Caputo-Hadamard分数阶微分算子,f:J×ℝ2→ℝ是一个连续函数.
研究表明,对于材料疲劳断裂、Lomnitz对数蠕变律等现象的精确描述,需要引入 Caputo-

Hadamard分数阶导数,从而得到的数学模型表现为Caputo-Hadamard分数阶微分方程[15].但目前关

于Caputo-Hadamard分数阶微分方程边值问题解的存在性研究报道较少,尤其是针对问题(1)的讨论

目前尚未见文献报道.因此,本文工作不仅修正了文献[12]中的错误,而且还有一定的创新性.
令x(t)是定义在(a,b)上的连续函数,0<a<b<∞.定义空间ACn

δ[a,b]为

ACn
δ[a,b]= x:[a,b] ℝ δn-1x(t)∈AC[a,b],δ=tdd{ }t

,

其中AC[a,b]表示[a,b]上绝对连续函数全体.
定义1[16] 函数x:[1,T]→ℝ的α(α>0)阶Hadamard分数阶积分定义为
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HIα
a+x(t)= 1

Γ(α)∫
t

a
lntæ

è
ç

ö

ø
÷

s
α-1

x(s)dss
,  t∈ [1,T],

其中假设右端积分存在.
定义2[16] 令α>0,n=[α]+1,函数x:[1,T]→ℝ的α(α>0)阶Hadamard分数阶导数定义为

HDα
1+x(t)= 1

Γ(n-α)t
d
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

t
n

∫
t

1
lntæ

è
ç

ö

ø
÷

s
n-α-1

x(s)dss
,  t∈ [1,T].

  定义3[17] 令α>0,n=[α]+1,函数x(t)∈ACn
δ[1,T]的α(α>0)阶Caputo-Hadamard分数阶导

数定义为

C
HDα

1+x(t)=(HIn-α
1+δnx)(t)= 1

Γ(n-α)∫
t

1
lntæ

è
ç

ö

ø
÷

s
n-α-1

δnx(s)dss.

  引理3[16] 设α,β>0,Hadamard分数阶积分满足半群性质:(HIα
1+
HIβ
1+x)(t)=(HIα+β

1+x)(t).
引理4[17] 设α>0,n=[α]+1,x(t)∈ACn

δ[1,T],则

(HIα
1+
C
HDα

1+x)(t)=x(t)-∑
n-1

k=0

δkx(1)
k!

(lnt)k.

  引理5[16] 令α>0.设x∈C[1,∞)∩L1[1,∞),则

HIα
1+
HDα

1+x(t)=x(t)+∑
n

i=1
ci(lnt)α-i,

其中ci∈ℝ,i=1,2,…,n,n-1<α<n.
定义4[18] 设(X,‖·‖X)和(Y,‖·‖Y)是实的Banach空间,L:domL⊂X→Y 是线性算子,

如果ImL是Y 的闭子空间,并且dimKerL=codimImL<∞,则称L是零指标的Fredholm算子.
设L:domL⊂X→Y 是零指标的Fredholm算子,则存在投影算子P:X→X 和Q:Y→Y,使得

ImP=KerL, ImL=KerQ, X=KerL췍KerP, Y=ImL췍ImQ,
从而L domL∩KerP:domL→ImL 是可逆的,记KP=(L domL∩KerP)-1.令Ω 是X 上的非空有界开集,
满足domL∩췍Ω≠Ø.如果QN(췍Ω)有界,KP(I-Q)N:췍Ω→X 是紧的,则称映射 N:X→Y 在췍Ω 上是

L-紧的.
定理1[18] 设L:domL⊂X→Y 是零指标的Fredholm算子,Ω⊂X 是关于θ∈Ω 对称的有界开

集,且N:췍Ω→Y 是 L-紧 的.如 果 对 任 意 的 (λ,x)∈ (0,1]×dom L∩∂Ω,有 Lx-Nx≠
λ(-Lx-N(-x)),则方程Lx=Nx在domL∩췍Ω 中至少有一个解.

2 主要结果

定义Banach空间Y=C[0,1],赋予范数‖y‖Y= max
t∈[1,T]

y(t).定义空间 X={x(t):x(t),

C
HDα

1+x(t)∈C[1,T]},赋予范数‖x‖X=‖x‖∞+‖CHDα
1+x‖∞,则(X,‖·‖X)是Banach空间.

定义线性算子L:domL⊂X→Y 和非线性算子N:X→Y 分别为

Lx(t)=C
HDα

1+x(t),  x(t)∈domL,

Nx(t)=f(t,x(t),CHDα
1+x(t)),  x(t)∈X,

其中domL={x∈X:x(1)=x(T)},则边值问题(1)等价于算子方程Lx=Nx,x∈domL.
引理6 算子L:domL⊂X→Y 是零指标的Fredholm算子.
证明:首先,证明L满足

KerL={x∈domL:x(t)=c,c∈ ℝ}≅ ℝ, (2)

ImL= y∈Y:∫
T

1
lnTæ

è
ç

ö

ø
÷

s
α-1

y(s)dss ={ }0 . (3)

事实上,由引理4易证式(2)成立.对∀y∈ImL,存在x∈domL,使得Lx=C
HDα

1+x(t)=y(t).应用

引理4,得

x(t)=Iα
1+y(t)+c1= 1

Γ(α)∫
t

1
lntæ

è
ç

ö

ø
÷

s
α-1

y(s)dss +c1,  c1 ∈ ℝ.
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结合边值条件x(1)=x(T),得

∫
T

1
lnTæ

è
ç

ö

ø
÷

s
α-1

y(s)dss =0, (4)

即

ImL⊂ y∈Y:∫
T

1
lnTæ

è
ç

ö

ø
÷

s
α-1

y(s)dss ={ }0 .

  另一方面,对满足式(4)的∀y∈Y,取x(t)=HIα
1+y(t),则有

0=x(1)=x(T)=HIα
1+x(t)t=T= 1

Γ(α)∫
T

1
lnTæ

è
ç

ö

ø
÷

s
α-1

y(s)dss
,

Lx(t)=C
HDα

1+
HIα
1+y(t)=y(t),

即

y∈Y:∫
T

1
lnTæ

è
ç

ö

ø
÷

s
α-1

y(s)dss ={ }0 ⊂ImL,

从而式(3)成立.
下面证明L是零指标的.为此,定义线性算子Q:Y→Y,

Qy= α
(lnT)α∫

T

1
lnTæ

è
ç

ö

ø
÷

s
α-1

y(s)dss.

易知Q 是连续算子且ImL=KerQ.对∀y∈Y,有

Q2y=Q(Qy)=Qy α
(ImT)α∫

T

1
lnTæ

è
ç

ö

ø
÷

s
α-1ds

s =Qy,

即Q 是投影算子.对∀y∈Y,令 ～y=y-Qy,则Q ～y=0,即 ～y∈KerQ=ImL,从而Y=ImL+ImQ.
另一方面,对∀y∈ImL∩ImQ,有y=Qy=0,从而Y=ImL췍ImQ.注意到dimKerL=

dimImQ=codimImL=1.综上可知,L是零指标的Fredholm算子.
引理7 定义算子KP:ImL→domL∩췍X 为

KPy=HIα
1+y= 1

Γ(α)∫
t

1
lntæ

è
ç

ö

ø
÷

s
α-1

y(s)dss.

则KP 是算子L domL∩췍X的逆,其中췍X={x∈X:x(1)=0}.
证明:定义线性算子P:X→X 为Px(t)=x(1).显然,P 是一个投影算子,且有ImP=KerL,

췍X=KerP.
下面证明KP=(L domL∩KerP)-1.事实上,对∀y∈ImL,由KP 的定义易证KPy∈domL∩Ker

P.即KP 的定义是合理的.对∀x∈domL∩KerP,由引理4可得

(KPLx)(t)=HIα
1+
C
HDα

1+x(t)=x(t)-c2,  c2 ∈ ℝ.
注意到(KPLx)(t)∈KerP 以及c2∈KerL=ImP,可推出

0=P(KPLx)(t)=Px(t)-c2=-c2,
即(KPLx)(t)=x(t).

另一 方 面,对 ∀y∈Im L,有 (LKPy)(t)= C
HDα

1+
HIα
1+y(t)=y(t).综 上,KP 是 算 子

L domL∩KerP的逆.
假设如下条件成立:
(H)存在非负连续函数p(t),q(t),使得对∀t∈[1,T],ui,vi∈ℝ(i=1,2),有

f(t,u1,v1)-f(t,u2,v2)≤p(t)u1-u2 +q(t)v1-v2 .
并记p=max

t∈J
p(t),q=max

t∈J
q(t).

引理8 假设(H)成立,Ω⊂X 是有界开集满足domL∩췍Ω≠Ø,则N 在췍Ω 上是L-紧的.
证明:因为f:[1,T]×ℝ2 连续且满足条件(H),因此可断言QN(췍Ω)与(I-Q)N(췍Ω)均一致

有界.事实上,由Ω⊂X 有界知,存在常数r>0,使得‖x‖X≤r,∀x∈췍Ω.由假设条件(H),得

Nx(t)≤ f(t,x(t),CHDα
1+x(t))-f(t,0,0)+ f(t,0,0)≤
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σ+p(t)x(t)+q(t)C
HDα

1+x(t)≤σ+(p+q)r∶=r1,

QNx(t)≤ α
(lnT)α∫

T

1
lnTæ

è
ç

ö

ø
÷

s
α-1

Nx(s)dss ≤ αr1
(lnT)α∫

T

1
lnTæ

è
ç

ö

ø
÷

s
α-1ds

s =r1,

这里σ=max
t∈[1,T]

f(t,0,0),p=max
t∈[1,T]

p(t),q=max
t∈[1,T]

q(t).从而可得

‖QNx‖Y ≤r1,  ‖(I-Q)Nx‖Y ≤ ‖Nx‖Y +‖QNx‖Y ≤2r1.
  另一方面,有

‖KP(I-Q)Nx‖X =‖HIα
1+(I-Q)Nx(t)‖X =

‖HIα
1+(I-Q)Nx(t)‖∞ +‖CHDα

1+
HIα
1+(I-Q)Nx(t)‖∞ ≤

2
(lnT)α
Γ(α+1)

r1+2r1=2r1 1+
(lnT)α
Γ(α+1

é

ë
êê

ù

û
úú) .

即QN(췍Ω)与KP(I-Q)N(췍Ω)一致有界.
下面证明KP(I-Q)N(·)在췍Ω 上等度连续.事实上,对∀x∈췍Ω,1≤t1<t2≤T.由(lnt)α,lnt在

[t1,t2]上一致连续以及f(t,u,v)在[t1,t2]×[-r,r]2 上一致连续,有
HIα
1+(I-Q)Nx(t)t=t1-

HIα
1+(I-Q)Nx(t)t=t2 =

      1
Γ(α)∫

t1

1
lnt1æ

è
ç

ö

ø
÷

s
α-1
(I-Q)Nx(s)dss -∫

t2

1
lnt2æ

è
ç

ö

ø
÷

s
α-1
(I-Q)Nx(s)dss ≤

      1
Γ(α)∫

t1

1
lnt1æ

è
ç

ö

ø
÷

s
α-1

- lnt2æ

è
ç

ö

ø
÷

s
α-

é

ë
êê

ù

û
úú

1
(I-Q)Nx(s)dss +

      1
Γ(α)∫

t2

t1
lnt2æ

è
ç

ö

ø
÷

s
α-1
(I-Q)Nx(s)dsé

ë
êê

ù

û
úús ≤

      2r1
Γ(α)∫

t1

1
lnt1æ

è
ç

ö

ø
÷

s
α-1

- lnt2æ

è
ç

ö

ø
÷

s
α-

é

ë
êê

ù

û
úú

1 ds
s + 2r1

Γ(α)∫
t2

t1
lnt2æ

è
ç

ö

ø
÷

s
α-1ds

s =

      2r1
Γ(α+1)

lnt2t
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

α

+(lnt1)α-(lnt2)é

ë
êê

ù

û
úú

α →0, t1 →t2,

C
HDα

1+
HIα
1+(I-Q)Nx(t)t=t1-

C
HDα

1+
HIα
1+(I-Q)Nx(t)t=t2 =

    f(t1,x(t1),CHDα
1+x(t1))-f(t2,x(t2),CHDα

1+x(t2))→0, t1 →t2.
  综上,KP(I-Q)N(·)在췍Ω 上等度连续.根据Ascoli-Arzel췍定理,KP(I-Q)N:췍Ω→X 是紧的,
故N 在췍Ω 是L-紧的.

引理9 假设(H)成立,令

Ω={x∈domL\KerL:Lx-Nx=-λ[Lx+N(-x)],λ∈ (0,1]},
则当(1-q)Γ(α+1)>(lnT)αp 时,Ω 有界.

证明:对∀x∈Ω,有Lx= 1
1+λNx- λ

1+λN
(-x).从而对∀t∈[1,T],有

Lx = C
HDα

1+x ≤ 1
1+λ Nx + λ

1+λ N(-x)≤

1
1+λ

[f(t,x(t),CHDα
1+x(t))-f(t,0,0)+σ]+

λ
1+λ

[f(t,-x(t),-C
HDα

1+x(t))-f(t,0,0)+σ]≤

σ+p x(t)+q C
HDα

1+x(t)≤σ+p‖x‖∞ +q‖CHDα
1+x‖∞, (5)

x(t)= 1
1+λ

HIα
1+Nx-λHIα

1+N(-x)≤

σ(lnT)α
Γ(α+1)+

1
(1+λ)Γ(α)∫

t

1
lntæ

è
ç

ö

ø
÷

s
α-1

f(s,x(s)),CHDα
1+x(s)-f(s,0,0)dss +

λ
(1+λ)Γ(α)∫

t

1
lntæ

è
ç

ö

ø
÷

s
α-1

f(s,-x(s),-C
HDα

1+x(s))-f(s,0,0)dss ≤
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(lnT)α
Γ(α+1)

[p‖x‖∞ +q‖CHDα
1+x‖∞]+σ(lnT)α

Γ(α+1)
. (6)

由式(5)和式(6)得

‖CHDα
1+x‖∞ ≤σ+p‖x‖∞ +q‖CHDα

1+x‖∞, (7)

‖x‖∞ ≤
(lnT)α
Γ(α+1)

[p‖x‖∞ +q‖CHDα
1+x‖∞]+σ(lnT)α

Γ(α+1)
. (8)

解不等式组(7)-(8),得

‖x‖∞ ≤
(lnT)ασ

(1-q)Γ(α+1)-(lnT)αp=∶
m1,

‖CHDα
1+x‖∞ ≤ 1

1-q
σ+

(lnT)αpσ
(1-q)Γ(α+1)-(lnT)α

é

ë
êê

ù

û
úúp =∶m2.

于是有

‖x‖X =‖x‖∞ +‖CHDα
1+x‖∞ ≤m1+m2,

即Ω 有界.
定理2 假设(H)成立,则当(1-q)Γ(α+1)>(lnT)αp 时,边值问题(1)至少存在一个解.
证明:令Ω′={x∈X:‖x‖X<m1+m2+1},则Ω′⊂X 是有界开集并关于0∈Ω′对称,且

X∩췍Ω′≠Ø.由引理8知,N 在췍Ω′上是L-紧的.由引理9知,对∀x∈∂Ω′和λ∈(0,1],有Lx-Nx≠
-λ[Lx+N(-x)].根据定理1知,边值问题(1)在X 中至少有一个解.

3 应用实例

例1 考虑如下分数阶微分方程周期边值问题:

C
HD4/5

1+x(t)=t+13
x(t)

1+ x(t) +12sin
C
HDα

1+x(t), a.e.t∈J=[1,e],

x(1)=x(e{ ),
(9)

对应边值问题(1),这里α=4/5,T=e,

f(t,x(t),CHDα
1+x(t))=1+13

x(t)
1+ x(t) +12sin

C
HDα

1+x(t),  t∈ [1,e].

取p(t)=13
,q(t)=12

,则有

p=13
, q=12

, f(t,u1,v1)-f(t,u2,v2)≤p(t)u1-u2 +q(t)v1-v2 ,

此外,

(1-q)Γ(α+1)-(lnT)αp=12Γ
(1.8)-13 ≈0.1323>0.

故定理2的条件成立,从而边值问题(9)至少存在一个解.
综上所述,本文讨论了一类Caputo-Hadamard型分数阶隐式微分方程周期边值问题.在非线性项

满足Lipschitz条件下,利用连续性定理证明了该问题解的存在性,修正了文献[12]的相关结果.
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