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耦合Rulkov神经元的复杂动力学行为
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摘要:基于混沌的Rulkov神经元模型,考虑2个相同神经元在电耦合下的情形,通过数值计

算对耦合Rulkov神经元模型进行双参数分岔分析,并借助单参数分岔图以及最大Lyapunov
指数图进一步验证其分岔模式.结果表明:耦合Rulkov神经元模型呈倍周期分岔道路、拟周

期道路以及阵发性道路3条典型的混沌路径;该模型具有伴有混沌的加周期分岔现象;随着

耦合强度的增加,耦合Rulkov模型呈更复杂的动力学行为.
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Abstract:BasedonthechaoticRulkovneuronmodel,thetwo-parameterbifurcationanalysisofthe
coupledRulkovneuron modelwascarriedoutthroughnumericalcalculationsbyconsideringthe
situationoftwoidenticalneuronsunderelectricalcoupling,andthebifurcationmodewasfurther
validatedbyusingtheone-parameterbifurcationdiagramsandthemaximum Lyapunovexponent
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神经元是神经系统的基本组成部分和功能单位,是信息产生、编码、传输以及整合的主要载体,
具有许多复杂的非线性动力学现象.人们对神经元的基本构成和生理活动进行了大量研究,根据其生

理行为建立了相应的数学模型,其中生物神经元模型大多为非线性微分方程组描述的连续模型,计算

要求较高[1],而离散模型将微分方程组转化为映射,与连续模型相比,具有简单和便于计算的优点.
此外,离散模型能有效模拟神经元的生理活动,对研究大规模的神经网络具有重要意义.因此,离散

神经元模型广泛应用于计算神经科学中.Rulkov等[2-4]通过二维离散模型模拟神经元的簇放电,分别

提出了非混沌Rulkov模型、超临界Rulkov模型和混沌Rulkov模型;Izhikevich[5]通过Euler法将



二维常微分方程构成的神经元模型离散化为映射形式;文献[6-7]在经典神经元模型的基础上,改进并

提出了新的离散神经元模型,基于其良好的混沌性能和迭代迅速的特点,进一步研究了离散神经元模

型在保密通信中的应用.
研究结果表明,混沌的Rulkov神经元模型能有效模拟神经元的簇放电活动,具有丰富的动力学

行为.Wang等[8]通过对单个混沌Rulkov神经元模型的定性分析,根据不动点的类型及稳定性对二维

参数平面进行了划分;孙慧静[9]根据中心流形理论研究了Rulkov模型存在的分岔;吴艳果[10]通过快慢

分解技术研究了单个Rulkov神经元模型的分岔类型,分析了神经元产生簇放电和峰放电的分岔机理.
由于只有较少的神经元能单独完成大脑信息的处理,因此,多个神经元构成的复杂神经网络的

集体行为已引起人们广泛关注.2个耦合神经元可构成最小的神经元集群,混沌的Rulkov神经元模型

形式简单,计算便捷.在电耦合情况下,文献[11-13]讨论了相同Rulkov神经元耦合模型中不动点的

存在性和稳定性,并通过主稳定函数分析方法进一步研究了该模型的同步问题;Cheng等[14]分析了异

质Rulkov神经元网络模型的同步现象及同步转迁行为,并通过中心流形定理讨论了系统的分岔行为.
在化学突触耦合情况下,Rakshit等[15]考虑内部耦合函数,分析了不动点的存在性和稳定性,并借助

主稳定函数推导了完全同步的必要条件;Bashkirtseva等[16-17]分别考虑了2个Rulkov神经元耦合及

3个Rulkov神经元耦合的情形,分析了该模型的多稳态现象以及同步问题.此外,由于忆阻器可模拟

神经元突触并刻画电磁感应效应,因此离散忆阻器可与Rulkov神经元模型结合,通过数值方法研究

系统的状态转换机制、同步问题以及多稳态现象[18-20].
在此基础上,本文从混沌Rulkov神经元模型出发,基于电突触具有信号传输速度快和不易受外

界干扰等特点,考虑2个相同Rulkov神经元在电耦合情形下的动力学行为,通过数值计算得到该模

型在不同耦合强度下的双参数分岔图,根据双参数分岔图分析其分岔模式,并通过单参数分岔图和最

大Lyapunov指数图验证其通往混沌的路径,为进一步理解神经元集群的复杂动力学行为提供一定的

理论依据.

1 模型描述

混沌Rulkov神经元模型能模拟生物神经元实际的放电活动,仅通过2个变量即可刻画神经元的

动力学行为,单个混沌Rulkov神经元模型的表达式为

x(n+1)= α
1+x(n)2+y(n),

y(n+1)=y(n)-η[x(n)-σ

ì

î

í
ïï

ïï ],
(1)

其中n表示离散时间尺度,x表示神经元的跨膜电压,y表示神经元离子通道的门控离子浓度,η,α,σ
为神经元的控制参数,满足0<η<1,且α和σ为O(1).

在整个神经系统中,单个神经元可视为一个非线性动力系统,神经元之间耦合可形成神经网络,
进而可视为一个复杂的高维非线性动力系统.其中,2个神经元可构成最小的神经集群.研究形式简

单的神经元耦合模型可为分析大规模神经元网络提供一定的理论基础.基于电突触具有信号传递速度

快和传递过程不易受外界影响等特点,在电耦合情况下考虑2个混沌Rulkov神经元构成的简单神经

网络模型,其形式为

x1(n+1)= α
1+x1(n)2+y1(n)+D[x2(t)-x1(t)],

y1(n+1)=y1(n)-η[x1(t)-σ],

x2(n+1)= α
1+x2(n)2+y2(n)+D[x1(t)-x2(t)],

y2(n+1)=y2(n)-η[x2(t)-σ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï ],

(2)

其中xi(i=1,2)为第i个神经元的跨膜电压,yi(i=1,2)为第i个神经元的离子通道变化过程,α决定

神经元的放电模式,D 为2个神经元的电耦合强度.
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对于模型(2),可解得其不动点(x1,y1,x2,y2)=σ,σ- α
1+σ2

,σ,σ- α
1+σ

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ,并且不动点位置与耦

合强度D 无关.Wang等[11]讨论了控制参数η,α,σ 和耦合强度D 对不动点稳定性的影响.当

σ=-0.2,η=0.001,D=0.2时,分别取α=1.8,2.712,2.98,4.2,该模型呈现几种典型的放电模式,
其相图和时间响应图如图1所示.其中,图1(A),(B)表示耦合Rulkov神经元模型处于静息状态,图

1(C),(D)表示耦合Rulkov神经元模型处于方波簇放电状态,图1(E),(F)表示耦合Rulkov神经元模

型处于双方波簇放电状态,图1(G),(H)表示耦合Rulkov神经元模型处于混沌放电状态.

图1 系统(2)的相图和时间响应图

Fig.1 Phasediagramsandtimeresponsediagramsofsystem(2)

2 双参数分岔分析

由于在神经元放电过程中通常是多个系统参数同时变化,仅依靠单个参数的分岔分析不能反映神

经元真实的生理活动.因此,在电耦合情形下,本文借助双参数分岔图进一步研究在不同耦合强度下

参数变化对耦合Rulkov神经元模型的影响.
固定η=0.001,分别取耦合强度D=0,0.1,0.3,0.5,并同时变换参数σ和α,通过数值计算得到

不同耦合强度下的双参数分岔图,结果如图2所示,其中不同颜色代表不同的周期放电行为,黄色代

表神经元处于静息状态,绿色代表神经元呈现周期1放电,…,白色代表神经元处于大于或等于

周期20的放电或混沌状态.由图2(A)可见,当D=0时,双参数分岔图关于原点中心对称.随着耦合

强度D 的增加,分岔图的对称性逐渐被破坏,并且绿色区域的面积逐渐增大,表明随着耦合强度的增

加,神经元模型呈周期2放电行为的参数区域逐渐增大.同时,耦合强度的增加导致出现更高周期放

电态,使神经元模型呈更复杂的分岔结构.此外,双参数分岔图不仅给出了神经元呈不同放电模式的
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参数区间,也包含多个单参数分岔图.由图2可见:在(σ,α)∈[0,2]×[0,6]和(σ,α)∈[-2,0]×
[-6,0]区域中,耦合Rulkov神经元模型呈倍周期分岔;在(σ,α)∈[-2,0]×[0,6]和(σ,α)∈[0,2]×
[-6,0]区域中,该模型通过拟周期道路通往混沌;在白色混沌区域内该模型出现阵发间歇混沌.下面

通过单参数分岔图和最大Lyapunov指数图进一步验证系统通往混沌的路径,并展示不同耦合强度下

耦合Rulkov神经元模型的复杂动力学行为.

图2 不同耦合强度下的双参数分岔图

Fig.2 Two-parameterbifurcationdiagramsunderdifferentcouplingstrengths

2.1 倍周期分岔通往混沌

由双参数分岔分析可知,当耦合强度较小时,在(σ,α)∈[0,2]×[0,6]和(σ,α)∈[-2,0]×
[-6,0]区域中,系统通过倍周期分岔(逆倍周期分岔)通往混沌.在离散动力系统中,倍周期分岔是通

往混沌的典型路径.在分岔过程中,不动点失去稳定性,依次呈周期2,周期4,周期8,…,周期2n,
经周期加倍后系统最终陷入混沌.

以σ=0.7为例,当α从0变到5时,系统呈倍周期分岔,图3为系统在不同耦合强度下的单参数

分岔图以及最大Lyapunov指数图.当D=0时,系统经由倍周期分岔通往混沌.由图3(A)可见,当

α=1.588时,系统由周期1分岔为周期2,在α=2.988处周期加倍为周期4.随着α的增加,系统最终

进入混沌,其对应的最大Lyapunov指数图如图3(B)所示.最大Lyapunov指数(简写为LE)是判别混

沌的有效数值指标:若至少存在一个Lyapunov指数为正,则系统处于混沌状态.与图3(A)对应,由

图3(B)可见,系统处于周期时LE<0,处于混沌状态时LE>0.由图3(C)可见,当D=0.1时,系统

在α=1.27处由周期1分岔为周期2,并在α=2.748处直接进入混沌状态.
以σ=-0.7为例,当α从-5变到0时,系统在不同耦合强度下的单参数分岔图以及最大

Lyapunov指数图如图4所示.当 D=0时,系统通过逆倍周期分岔通往混沌.由图4(A)可见,当

α=-1.585时,系统由周期1分岔为周期2.随着α 逐渐减小,系统依次呈周期4,周期8,…,
周期2n,最终系统进入混沌,其对应的最大Lyapunov指数图如图4(B)所示.由图4(C)可见,当

D=0.3时,系统在α=-0.635处由周期1分岔为周期2,并在α=-2.9175处周期加倍为周期4后

陷入混沌,其对应的最大Lyapunov指数图如图4(D)所示.因此,随着耦合强度的增加,系统呈更复

杂的动力学行为.
2.2 拟周期道路通往混沌

在(σ,α)∈[0,2]×[-6,0]和(σ,α)∈[-2,0]×[0,6]区域中,系统经由拟周期道路通往混沌.拟
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图3 σ=0.7时系统(2)在不同耦合强度下的单参数分岔图及最大Lyapunov指数图

Fig.3 One-parameterbifurcationdiagramsandthemaximumLyapunovexponent
diagramsofsystem(2)atσ=0.7underdifferentcouplingstrengths

图4 σ=-0.7时系统(2)在不同耦合强度下的单参数分岔图及最大Lyapunov指数图

Fig.4 One-parameterbifurcationdiagramsandthemaximumLyapunovexponent
diagramsofsystem(2)atσ=-0.7underdifferentcouplingstrengths

周期道路也是一种典型的通往混沌的道路,此时系统发生Neimark-Sacker分岔使不动点失去稳定性,
变为准周期轨道,进而轨道破裂产生混沌.

以σ=-1为例,图5为系统在不同耦合强度下的单参数分岔图以及最大Lyapunov指数图.当

D=0时,系统呈典型的拟周期道路通往混沌.由图5(A)可见,当α<1.995时,系统存在唯一一个不

动点.由图5(B)可见:当α∈(1.995,3.065)时,最大Lyapunov指数值在0处附近浮动,对应系统呈

拟周期状态;当α>3.065时,系统陷入混沌.随着耦合强度的增加,呈周期解和拟周期解交替变化的
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参数区间不断减小.由图5(C),(D)可见,当D=0.1时,系统在α=1.995处由周期1直接进入拟周期

状态,并在α∈(1.995,3.032)时呈周期解和拟周期解交替变化.由图5(E)~(H)可见,当D=0.3,

0.5时,对应周期解和拟周期解交替变化的范围分别减小为(1.995,2.725)和(1.995,2.48).因此随着

耦合强度的增加,系统呈拟周期状态的范围减小,呈混沌状态的范围不断扩大.

图5 σ=-1时系统(2)在不同耦合强度下的单参数分岔图及最大Lyapunov指数图

Fig.5 One-parameterbifurcationdiagramsandthemaximumLyapunovexponent
diagramsofsystem(2)atσ=-1underdifferentcouplingstrengths

2.3 阵发混沌

阵发性道路也是常见的通往混沌的道路.阵发混沌现象称为间歇混沌,其主要表现为混沌状态和

周期状态随机交替出现.间歇混沌通常有5种类型[21]:由鞍结分岔导致的PM-Ⅰ型间歇混沌;由亚临

界Neimark-Sacker分岔导致的PM-Ⅱ型间歇混沌;由亚临界Flip分岔导致的PM-Ⅲ型间歇混沌;与

混沌吸引子个数及稳定性有关的On-off和In-off型间歇混沌;与混沌吸引子扩大、缩小及合并有关的

诱发激变间歇混沌.
在耦合Rulkov神经元模型对应的双参数分岔图中,可多次观察到阵发性道路通往混沌.图6为

σ=0.5时系统(2)在不同耦合强度下的单参数分岔图及最大Lyapunov指数图.由图6(A)可见:当

α=4.31329时,系统 出 现 PM-Ⅰ 型 间 歇 混 沌,其 对 应 的 最 大 Lyapunov指 数 值 突 然 下 降;当

α=4.313350>4.31329时,系统处于周期运动;当α=4.313281<4.31329时,系统由规则的周期

放电状态转变为不规则的混沌放电状态,周期3吸引子经由阵发性道路变为混沌.此外,时间响应序

列图可更直观展示阵发混沌现象,结果如图7所示.由图7(A)可见,随着时间的变化,代表周期运动

的层流态随机被代表混沌运动的爆发态打破.由图7(B)可见,分岔后系统经历短暂的混沌状态,最终
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呈周期3的运动状态.

图6 σ=0.5时系统(2)在不同耦合强度下的单参数分岔图及最大Lyapunov指数图

Fig.6 One-parameterbifurcationdiagramsandthemaximumLyapunovexponent
diagramsofsystem(2)atσ=0.5undercouplingstrengths

图7 时间响应序列

Fig.7 Timeresponseseries

在耦合Rulkov神经元模型中也出现了诱发激变导致的间歇混沌.由图6(A)可见,当α=6.313
时,混沌吸引子所在范围突然变大,吸引子发生内部激变导致混沌吸引子尺寸扩大,从而产生阵发混

沌.激变前后的吸引子如图8所示.由图8(A)可见,当α=6.308<6.313时,系统存在3个混沌吸引

子.由图8(B)可见,当α=6.338>6.313时,混沌吸引子尺寸突然变大.类似地,由图4(C)可见,当

D=0.3时,在α=-3.4975附近,2片混沌吸引子所在范围突然扩大,也可观察到由吸引子内部激变

产生的阵发混沌现象.

图8 激变前后的吸引子

Fig.8 Attractorsbeforeandaftercrisis

阵发混沌现象在神经元的实际生理活动中表明耦合神经元系统具有自身调节能力,可随机在混沌

和周期间变换.因此,耦合Rulkov神经元系统不能维持长期稳定.
2.4 伴随混沌的加周期现象

图9为系统(2)在不同耦合强度下的双参数分岔图及单参数分岔图.由图9(A)可见,当D=0,参

数σ和α 同时变化时,白色混沌区域将彩色的周期区域分隔.固定参数α,当σ逐渐减小时,耦合
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Rulkov神经元模型依次呈周期2放电,混沌,周期3放电,混沌,…,即稳定的k周期结束后随即出

现一个混沌区域,之后出现(k+1)周期,并在混沌区域中也可观察到一些周期窗口[22].图9(C)为对应

图9(A)的单参数分岔图.由图9(C)可见,当α=8.5时可观察到明显的加周期分岔现象.由图9(B),
(D)可见,当D=0.1,α=8.5,σ逐渐减小时,随着耦合强度的增加,系统呈更复杂的分岔现象.

图9 系统(2)在不同耦合强度下的双参数分岔图及单参数分岔图

Fig.9 Two-parameterbifurcationdiagramsandone-parameterbifurcation
diagramsofsystem(2)underdifferentcouplingstrengths

综上所述,本文从混沌的Rulkov神经元模型出发,基于电突触具有信号传输速度快和不易受外

界干扰等特点,研究了相同Rulkov神经元在电耦合情形下的动力学行为.首先,根据动力学分析求解

耦合Rulkov模型的不动点,并给出几种典型的放电模式.其次,由于在正常神经元的生理活动中通常

是多个参数同时变化,仅分析单个参数的变化不能全面理解神经元的放电活动.因此,通过数值计算

给出该模型在不同耦合强度下的双参数分岔图,并由此分析该模型的分岔模式和复杂动力学行为.研

究表明,耦合Rulkov神经元模型通过3条路径通往混沌:倍周期分岔道路、拟周期道路以及阵发混沌

道路.同时该模型具有伴随混沌的加周期分岔现象.此外,本文借助单参数分岔图以及最大Lyapunov
指数图验证了该模型通往混沌的道路.由以上分析可知,随着耦合强度的增加,耦合Rulkov神经元模

型在电耦合情形下呈更复杂的动力学行为.
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