
 第62卷 第3期 吉 林 大 学 学 报 (理 学 版 ) Vol.62 No.3
 2024年5月 JournalofJilinUniversity(ScienceEdition) May 2024

doi:10.13413/j.cnki.jdxblxb.2023393

等完全p-部图的点被多重集可区别的一般全染色

王 萱,陈祥恩
(西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070)

摘要:利用反证法、色集合事先分配法和构造染色法,讨论等完全p-部图的顶点被多重集可

区别的一般全染色,给出最优染色方案,并确定相应染色的色数.
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目前,关于图的一般全染色问题研究已有很多成果.例如:Harary等[1]提出了图的点可区别一般

边染色问题;文献[2]引入了图的点可区别一般全染色,并研究了路、圈、星(即 K1,n)、双星、三星、
轮、扇和完全图的一般点可区别全染色,确定了它们的一般点可区别全色数;文献[3]研究了部分完全

三部图的点(被非多重集)可区别的IE-全染色;文献[4]提出了点被多重集可区别的IE-全染色及一般

全染色,并研究了完全二部图的点被多重集可区别的IE-全染色及一般全染色,其中包括等完全二部

图的染色;文献[5]研究了完全四部图Kn1,n2,n3,n4
(n1≤n2=n3<n4 或n1=n2=n3=n4)的点被多重集可

区别的一般全染色,给出了染色方案并确定相应的点被多重集可区别的一般全色数,其中包括等完全

四部图的染色方案及点被多重集可区别的一般全色数;文献[6]研究了完全三部图的点被多重集可区

别的一般全染色;文献[7]综述了关于某些顶点对被非多重色集合所区别的未必正常染色问题.本文

考虑等完全多部图的点被多重集可区别的一般全染色,给出染色方案并确定等完全多部图的点被多重

集可区别的一般全色数.

1 预备知识

图G 的一般全染色是指用若干种元素对图G 的全体顶点及边的一个分配,通常进行染色时,所用



的k种颜色用1,2,…,k表示,且数字代表的颜色之间有大小关系.图G 使用k 种颜色的一般全染色

称为图G 的k-一般全染色.设f为图G 的一般全染色,对任意的x∈V(G),用췍Cf(x)或췍C(x)表示点x
的色以及与x关联的边的颜色构成的多重集.췍Cf(x)称为x的多重色集合或色集合.显然 췍Cf(x)=
dG(x)+1,其中dG(x)表示图G 中点x 的度.若对任意的u,v∈V(G),u≠v,总有췍Cf(u)≠췍Cf(v),则

称f是点被多重集可区别的.
令 ～χgvt(G)=min{k G 存在点被多重集可区别的k-一般全染色},～χgvt(G)称为点被多重集可区别的

一般全色数.用K(p×q)表示每个部中顶点数目均为q的等完全p-部图,第i个部的第j 个顶点为

x(i)
j ,第i个部为Xi={x(i)

1 ,x(i)
2 ,…,x(i)

q }, Xi =q,1≤i≤p,1≤j≤q.设X,Y 是图G 顶点集的两个

非空子集,用(X,Y)表示一个顶点在X 中,另一个顶点在Y 中的所有边构成的集合.

引理1[8] 从n个互不相同元素中取出r个构成的重复组合数为
n+r-1æ

è
ç

ö

ø
÷

r
个.

从n个互不相同元素中取出r个构成的重复组合称为r-组合.r-组合也是上述n 个互不相同元素

构成的集合含有r个元素的多重子集合,所以r-组合也称为r-多重子集或简称r-子集.本文若无特殊

说明,r-子集中的颜色按不减顺序排列.

2 主要结果

定理1 当p≥2,q=1时,～χgvt(G)=2.
证明:当p≥2,q=1时,图G 为p 阶完全图Kp,构造一个p阶对称矩阵Mp,使得次对角线及其

上方的元素均为1,而次对角线下方的元素均为2.
将Mp 的(i,i)-元素(颜色)染给顶点x(i)

1 ,i=1,2,…,p;将Mp 的(i,j)-元素染给边x(i)
1x(j)

1 ,i≠j,
且i,j∈{1,2,…,p}.

图1 K6 使用两种颜色的点可区别一般全染色

Fig.1 Vertex-distinguishinggeneraltotal
coloringswithtwocolorsofK6

下面说明在上述染色方案下的一般全染色是点

被多重集可区别的.因为 Mp 的第i行元素构成的

多重集恰好是x(i)
1 的色集合,且当i<j时,췍C(x(i)

1 )
含1的数目比췍C(x(j)

1 )含1的数目多,故췍C(x(i)
1 )≠

췍C(x(j)
1 ),即点被多重集可区别.
例如,K6 使用2种颜色的点被多重集可区别

的一般全染色如图1所示(其中颜色为1的边未画

出,颜色为2的边已画出),对应的染色方案如下:
图G 为6阶完全图 K6,构造一个6阶对称矩阵

M6,使得次对角线及其上方的元素均为1,而次对角线下方的元素均为2,

M6=

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 2
1 1 1 1 2 2
1 1 1 2 2 2
1 1 2 2 2 2
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ç
ç
ç
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÷
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÷
÷÷

1 2 2 2 2 2

.

将M6 的(i,i)-元素(颜色)染顶点x(i)
1 ,i=1,2,…,6;将M6 的(i,j)-元素染边x(i)

1x(j)
1 ,i≠j,且i,j∈

{1,2,…,6}.于是,所有的点及边已染色.下面列举Xj(j=1,2,…,6)中点的色集合:

X1:췍C(x(1)
1 )={1,1,1,1,1,1},

X2:췍C(x(2)
1 )={1,1,1,1,1,2},

X3:췍C(x(3)
1 )={1,1,1,1,2,2},

X4:췍C(x(4)
1 )={1,1,1,2,2,2},

X5:췍C(x(5)
1 )={1,1,2,2,2,2},
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X6:췍C(x(6)
1 )={1,2,2,2,2,2},

～χgvt(K6)=2.
定理2 当p≥2,q=2时,～χgvt(G)=2.
证明:当q=2时,图G 共有2p个顶点,每个顶点的色集合对应一个(2p-1)-子集(为方便,证明

过程中(2p-1)-子集的颜色未按不减顺序排列).将{1,2}两种色的(2p-1)-子集(多重集)分为两类.
第一类:设{1,2}两种色的所有(2p-1)-子集多重集中1的数目比2的数目多的多重集为Ai,Ai

中所含元素2的个数等于i.第一项从A0 起,最后一项到Ap-1止,多重集Ai 所含2的数目严格递增,

Ai 中元素按从大到小的顺序排列,1≤i≤p-1.例如,当p=6时,

A0={1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1},  A1={2,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1},

A2={2,2,1,1,1,1,1,1,1,1,1},  A3={2,2,2,1,1,1,1,1,1,1,1},

A4={2,2,2,2,1,1,1,1,1,1,1},  A5={2,2,2,2,2,1,1,1,1,1,1}.
  第二类:将Ai 对应的(2p-1)-子集(多重集)中的元素1,2对调,所得新的多重集记为du(Ai),

du(Ai)中含元素1的个数等于i(i=0,1,…,p-1).多重集du(A0),du(A1),…,du(Ap-1)中所含元素

1的数目严格递增,du(Ai)中元素按从小到大的顺序排列,0≤i≤p-1.例如,当p=6时,

du(A0)={2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2},  du(A1)={1,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2},

du(A2)={1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,2},  du(A3)={1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,2},

du(A4)={1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2},  du(A5)={1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2}.
将A0,A1,A2,…,Ap-1依次分别对应到x(1)

1 ,x(2)
1 ,x(3)

1 ,…,x(p)
1 ,将du(A0),du(A1),du(A2),…,

du(Ap-1)依次分别对应到x(2)
1 ,x(2)

2 ,x(3)
2 ,…,x(p)

2 .于是x(i)
1 和x(i)

2 对应的子集是互为对偶的,1≤i≤p.
下面对K(p×2)的点、边进行染色,使得x(i)

1 接受颜色1,x(i)
2 接受颜色2,1≤i≤p.将x(1)

1 的关

联边都染颜色1,x(1)
2 的关联边都染颜色2.将x(2)

1 未被染色的关联边都染颜色1,x(2)
2 未被染色的关

联边都染颜色2.将x(3)
1 未被染色的关联边都染颜色1,x(3)

2 未被染色的关联边都染颜色2.依次类推,
直到最后将x(p-1)

1 未被染色的关联边都染颜色1,将x(p-1)
2 未被染色的关联边都染颜色2.最终得到

K(p×2)的2-一般全染色.该2-一般全染色是点被多重集可区别的.因为每个顶点的色集合刚好是

染色前对应该顶点的集合,从而保证了不同点的色集合不同.
例如,K(6×2)的点被多重集可区别的2-一般全染色如图2所示(其中颜色为1的边未画出,颜色

为2的边已画出).图2中位置靠近的两个顶点属于同一部,并给出了每个顶点的色集合.

图2 K(6×2)的点被多重集可区别的2-一般全染色

Fig.2 2-GeneraltotalcoloringsofK(6×2)whicharevertex-distinguishedbymultiplesets

下面列举Xj(j=1,2,…,6)中点的色集合:

X1:췍C(x(1)
1 )={1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1},  췍C(x(1)

2 )={2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2},

X2:췍C(x(2)
1 )={2,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1},  췍C(x(2)

2 )={1,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2},
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X3:췍C(x(3)
1 )={2,2,1,1,1,1,1,1,1,1,1},  췍C(x(3)

2 )={1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,2},

X4:췍C(x(4)
1 )={2,2,2,1,1,1,1,1,1,1,1},  췍C(x(4)

2 )={1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,2},

X5:췍C(x(5)
1 )={2,2,2,2,1,1,1,1,1,1,1},  췍C(x(5)

2 )={1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2},

X6:췍C(x(6)
1 )={2,2,2,2,2,1,1,1,1,1,1},  췍C(x(6)

2 )={1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2}.
  定理3 当p≥2,q=3时,～χgvt(G)=3.

证明:当q=3时,图G 共有3p个顶点,每个顶点的色集合对应一个(3p-2)-子集.首先证明图

G不存在使用2种色的点被多重集可区别的一般全染色.用反证法.假设图G 存在使用2种色的点被

多重集可区别的一般全染色,则由引理1可知,2种色的(3p-2)-子集共有(3p-1)个.若要使2种色

可染,则需满足(3p-2)-子集数大于图G 所含顶点数.显然(3p-1)<3p,矛盾.下面构造使用3种

色的点被多重集可区别的一般全染色.
将{1,2,3}3种色的(3p-2)-子集(多重集)分为3类.
第一类:在对应部的3个顶点对应的3个多重集中,1的数目比2,3的数目多,第一项从췍C(x(1)

1 )
起,最后一项到췍C(x(p)

1 )止,多重集中1的数目随上标的增大逐次递减.例如,当p=3时,
췍C(x(1)

1 )={1,1,1,1,1,1,1},
췍C(x(2)

1 )={1,1,1,1,1,2,3},
췍C(x(3)

1 )={1,1,1,2,2,3,3}
均是对应部所有多重集中含1数目最多的色集.

第二类:在对应部的3个顶点对应的3个多重集中,2的数目比1,3的数目多,第一项从췍C(x(1)
2 )

起,最后一项到췍C(x(p)
2 )止,多重集中2的数目随上标的增大逐次递减.例如,当p=3时,

췍C(x(1)
2 )={2,2,2,2,2,2,2},

췍C(x(2)
2 )={1,2,2,2,2,2,3},

췍C(x(3)
2 )={1,1,2,2,2,3,3}

均是对应部所有多重集中含2数目最多的色集合.
第三类:在对应部的3个顶点对应的3个多重集中,3的数目比1,2的数目多,第一项从췍C(x(1)

3 )
起,最后一项到췍C(x(p)

3 )止,多重集中3的数目随上标的增大逐次递减.例如,当p=3时,
췍C(x(1)

3 )={3,3,3,3,3,3,3},
췍C(x(2)

3 )={1,2,3,3,3,3,3},
췍C(x(3)

3 )={1,1,2,2,3,3,3}
均是对应部所有多重集中含3数目最多的色集合.

将췍C(x(1)
1 ),췍C(x(2)

1 ),…,췍C(x(p)
1 )对应到顶点x(1)

1 ,x(2)
1 ,…,x(p)

1 ,将췍C(x(1)
2 ),췍C(x(2)

2 ),…,췍C(x(p)
2 )对

应到顶点x(1)
2 ,x(2)

2 ,…,x(p)
2 ,将췍C(x(1)

3 ),췍C(x(2)
3 ),…,췍C(x(p)

3 )对应到顶点x(1)
3 ,x(2)

3 ,…,x(p)
3 .即将顶点与

色集合一一对应.
下面对K(p×3)的点、边进行染色.将x(i)

1 染颜色1,x(i)
2 染颜色2,x(i)

3 染颜色3.令x(1)
1 的所有

关联边均染颜色1,x(1)
2 的所有关联边均染颜色2,x(1)

3 的所有关联边均染颜色3.令x(2)
1 未被染色的

关联边均染颜色1,x(2)
2 未被染色的关联边均染颜色2,x(2)

3 未被染色的关联边均染颜色3.依次类推,
直到最后令x(p-1)

1 未被染色的关联边均染颜色1,x(p-1)
2 未被染色的关联边均染颜色2,x(p-1)

3 未被染

色的关联边均染颜色3.最后所有的顶点和边均已完成染色,得到K(p×3)的3-一般全染色.因为每

个顶点的色集合刚好是染色前对应该顶点的集合,从而保证了不同点的色集合不同.下面说明在这种

染色方案下顶点的色集合各不相同.
1)同一部中点的色集合各不相同.
由于췍C(x(i)

1 )中含1的数目比췍C(x(i)
2 ),췍C(x(i)

3 )中含1的数目多,췍C(x(i)
2 )中含2的数目比췍C(x(i)

1 ),
췍C(x(i)

3 )中含2的数目多,췍C(x(i)
3 )中含3的数目比췍C(x(i)

1 ),췍C(x(i)
2 )中含3的数目多,i=1,2,…,p,故同

一部中顶点的色集合各不相同.
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2)若两个顶点属于不同部,则这两个点的色集合不同.
当1≤i<j-1≤p 时,X1∪…∪Xi-1∪Xj+1∪…∪Xp 中点与x(i)

1 所连色为1的边的条数等于

X1∪…∪Xi-1∪Xj+1∪…∪Xp 中点与x(j)
1 所连色为1的边的条数.x(i)

1 与Xi+1∪…∪Xj-1中点所连

边的色均为1,而x(j)
1 与Xi+1∪…∪Xj-1中点所连边中仅有边的1

3
的色为1,其余2

3
的边的色为2或

3.所以x(i)
1 与Xi+1∪…∪Xj-1中点所连色为1的边的条数比x(j)

1 与Xi+1∪…∪Xj-1中点所连色为1
的边的条数多,x(i)

1 与Xj 中各点连边的色均为1(共3条),x(j)
1 与Xi 中点所连边只有1条色为1.即

췍C(x(i)
1 )含1的数目比췍C(x(j)

1 )含1的数目多.同理可得췍C(x(i)
2 )含2的数目比췍C(x(j)

2 )含2的数目多,
췍C(x(i)

3 )含3的数目比췍C(x(j)
3 )含3的数目多.

对∀1≤i<j≤p,췍C(x(i)
1 )含1的数目多于췍C(x(j)

1 )含1的数目,即x(i)
1 与x(j)

1 可区别,而췍C(x(j)
1 )含

1的数目比췍C(x(j)
2 ),췍C(x(j)

3 )含1的数目多,故췍C(x(i)
1 )含1的数目比췍C(x(j)

2 ),췍C(x(j)
3 )含1的数目多.

图3 K(3×3)的点被多重集可区别的3-一般全染色

Fig.3 3-GeneraltotalcoloringsofK(3×3)whichare
vertex-distinguishedbymultiplesets

从而x(i)
2 与x(j)

1 ,x(j)
3 可区别.췍C(x(i)

3 )含3的数目多

于췍C(x(j)
3 )含3的数目,即x(i)

3 与x(j)
3 可区别,而

췍C(x(j)
3 )含3的数目比췍C(x(j)

1 ),췍C(x(j)
2 )含3的数目

多,故췍C(x(i)
3 )含3的数目比(췍C(x(j)

1 ),췍C(x(j)
2 )含3

的数目多.从而x(i)
3 与x(j)

1 ,x(j)
2 可区别.即若两个

顶点属于不同部,则这两个点的色集合不同.
例如,K(3×3)的点被多重集可区别的3-一般

全染色如图3所示(其中颜色为3的边未画出,颜

色为1,2的边已画出).图3中位置靠近的3个顶

点属于同一部,并给出了每个顶点的色集合.
下面列举Xj(j=1,2,3)中点的色集合:

X1:췍C(x(1)
1 )={1,1,1,1,1,1,1}, 췍C(x(1)

2 )={2,2,2,2,2,2,2}, 췍C(x(1)
3 )={3,3,3,3,3,3,3},

X2:췍C(x(2)
1 )={1,1,1,1,1,2,3}, 췍C(x(2)

2 )={1,2,2,2,2,2,3}, 췍C(x(2)
3 )={1,2,3,3,3,3,3},

X3:췍C(x(3)
1 )={1,1,1,2,2,3,3}, 췍C(x(3)

2 )={1,1,2,2,2,3,3}, 췍C(x(3)
3 )={1,1,2,2,3,3,3}.

  定理4 当p≥5,q≥4时,～χgvt(G)=3.
证明:对于等完全p-部图K(p×q),其第i个部全体顶点构成的集合为Xi,i=1,2,…,p.设Iq

为q阶单位矩阵;Uq(i,j)表示次对角线上方元素均为i,而次对角线及其下方的元素均为j的q×q阶

矩阵;Lq(i,j)表示次对角线及其上方元素均为i,而次对角线下方的元素均为j的q×q阶矩阵,

1≤i<j≤3;Rq(i)表示元素均为i的q阶方阵,1≤i≤3;N 表示元素均为3的q×1阶矩阵.
一个元素或者是0或者是颜色的对称矩阵A(n×n)称为G 的一个全染色(方案)矩阵,V(G)=

{v1,v2,…,vn},A的(i,j)-元素(i≠j)是连接第i个顶点和第j个顶点的边的颜色,当vi 与vj(i≠j)

间无边时,A的(i,j)-元素为0,当vi 与vj 间有边(i≠j)时,(i,j)-元素为边的颜色,且(i,i)-元素为

顶点的颜色.
下面分别证明当p=5,p=6,p≥7时,～χgvt(G)=3.

1)当p=5,q≥4时,图G 共有5q个顶点,每个顶点的色集合对应一个(4q+1)-子集.
先证明图G 不存在使用2种色的点被多重集可区别的一般全染色.用反证法,假设图G 存在使用

2种色的点被多重集可区别的一般全染色,则由引理1可知,2种色的(4q+1)-子集共有(4q+2)个.
若使2种色可染,则需满足(4q+1)-子集数大于顶点数.显然当q≥4时,(4q+2)<5q,矛盾.下面构

造使用3种色的点被多重集可区别的一般全染色.令
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A(5×q)=

Iq Rq(1) Rq(1) Rq(1) Lq(1,2)

Rq(1) Iq Rq(1) Rq(2) Lq(1,2)

Rq(1) Rq(1) Iq Lq(2,3) Rq(3)

Rq(1) Rq(2) Lq(2,3) Iq Rq(3)

Lq(1,2) Lq(1,2) Rq(3) Rq(3) I

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

q

, (1)

用i/j表示Lq(i,j),i,j∈{1,2,3},k表示Rq(k).矩阵(1)的简易写法如下:

A(5×q)=

Iq 1 1 1 1/2
1 Iq 1 2 1/2
1 1 Iq 2/3 3
1 2 2/3 Iq 3

1/2 1/2 3 3 I

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

q

.

A(5×q)是5q×5q阶矩阵,将其分块,使得每块都是q阶方阵,则分块后的A(5×q)的主对角线的5块

都是Iq,次对角线上的5块从右上角到左下角分别是Lq(1,2),Rq(2),Iq,Rq(2),Lq(1,2),分块后的

A(5×q)次对角线上方且不在主对角线上的块均为Rq(1),分块后的A(5×q)位于第3行、第4列相交

处的块为Uq(2,3),位于第4行、第3列相交处的块为Uq(2,3),剩余块均为Rq(3).
分块后的5q个行向量依次对应到X1∪X2∪X3∪X4∪X5 的5q个顶点上,使得不同顶点对应不

同的行,这些行是对应顶点的色集合.注意到,当k∈{1,2,3,4,5},l∈{1,2,…,q}时,A(5×q)的第

((k-1)q+l)列除0外的各元素构成的多重集刚好是顶点x(k)
l 在f5×q下的多重色集合.A(5×q)对应

K(5×q)的一个一般全染色f5×q.下证该全染色是点可区别的.
① 同一部中点的色集合各不相同.
当k∈{1,2,5}时,Xk 中各顶点x(k)

1 ,x(k)
2 ,…,x(k)

q 的色集合(随下标的增大)含1的数目减少,故

Xk 中任意两个顶点可区别.当k∈{3,4}时,Xk 中各顶点x(k)
1 ,x(k)

2 ,…,x(k)
q 的色集合(随下标的增大)

含2的数目减少,故Xk 中任意两个顶点可区别.
② 若两个顶点属于不同部,则这两个点的色集合不同.
X1∪X2 中各顶点的色集合不含3,而X3∪X4∪X5 中各顶点的色集合均含3,故X1∪X2 中各顶

点与X3∪X4∪X5 中各顶点可区别.
对1≤k<l≤2,Xl 中各顶点的色集合含2的数目至少为q,Xk 中各顶点的色集合含2的数目至多

为(q-1),且(q-1)<q,故Xk 中各顶点与Xl 中各顶点可区别.对3≤k<l≤4,Xl 中各顶点的色集

合含2的数目至少为(q+1),Xk 中各顶点的色集合含2的数目至多为q,且q<(q+1),故Xk 中各顶

点与Xl 中各顶点可区别.当k=5时,Xk 中各顶点的色集合包含最少2q个3,X3∪X4 中各顶点的色

集合包含最多(2q-1)个3,故X5 中顶点与X3∪X4 中顶点可区别.即若两个顶点属于不同部,则这两

个点的色集合不同.
2)当p=6,q≥4时,图G 共有6q个顶点,每个顶点的色集合对应一个(5q+1)-子集.
首先证明图G 不存在使用2种色的点被多重集可区别的一般全染色.用反证法,假设图G存在使

用2种色的点被多重集可区别的一般全染色,则由引理1可知,2种色的(5q+1)-子集共有(5q+2)个.
若使2种色可染,则需满足(5q+1)-子集数大于顶点数.显然当q≥4时,(5q+2)<6q,矛盾.下面

构造使用3种色的点被多重集可区别的一般全染色.
令M1=(Rq(1),Lq(1,2),Rq(2),Lq(2,3),Rq(3)),该矩阵可写成如下形式:

M1=
1 … 1 1 … 1 2 … 2 2 … 2 3 … 3 3
︙ ⋱ ︙ ︙ ⋰ 2 ︙ ⋱ ︙ ︙ ⋰ 3 ︙ ⋱ ︙ ︙

1 … 1 1 2 2 2 … 2 2 3 3 3 …

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

3 3
.

췍 췍췍—— ——   
q个

췍 췍췍—— —— 
q个

췍 췍췍—— —— 
q个

췍 췍췍—— —— 
q个

췍 췍췍—— —— 
q个

M1 是q×(5q+1)阶矩阵,将其分块,使得分块后的q个行向量依次对应到X6 的q个顶点上,且不同

顶点对应不同的行,这些行是对应顶点的色集合.
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下面对色集合进行分配,当l∈{1,2,3,4,5}时,第l个块中的(i,j)-元素(颜色)染边x(6)
i x(l)

j ,

i,j∈{1,2,…,q},最后一列的q种颜色依次染X6 中的q个顶点x(6)
1 ,x(6)

2 ,…,x(6)
q .于是X6 中的全体

顶点和X6 与X1∪X2∪X3∪X4∪X5 中所有顶点的连边已染完色.
令M2=(Lq(1,2),Rq(2),Lq(2,3),Rq(3),N),该矩阵可写成如下形式:

M2=
1 … 1 2 … 2 2 … 2 3 … 3 3
︙ ⋰ 2 ︙ ⋱ ︙ ︙ ⋰ 3 ︙ ⋱ ︙ ︙

1 2 2 2 … 2 2 3 3 3 …

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

3 3
.

췍 췍췍—— ——      
q个

췍 췍췍—— —— 
q个

췍 췍췍—— —— 
q个

췍 췍췍—— —— 
q个

M2 是q×(4q+1)阶矩阵,将其分块,使得分块后的q个行向量依次对应到X5 的q个顶点上,且不同

顶点对应不同的行,这些行是对应顶点的色集合除(X5,X6)外的其他元素组成的色集合.
下面对色集合进行分配,当l∈{1,2,3,4}时,第l块中的(i,j)-元素(颜色)染边x(5)

i x(l)
j ,

i,j∈{1,2,…,q},最后一列的q种颜色依次染X5 中的q个顶点x(5)
1 ,x(5)

2 ,…,x(5)
q .于是X5 中的全体

顶点和X5 与X1∪X2∪X3∪X4 中所有顶点的连边已染完色.
令M3=(Lq(1,2),Rq(2),Lq(2,3),N),该矩阵可写成如下形式:

M3=
1 … 1 2 … 2 2 … 2 3
︙ ⋰ 2 ︙ ⋱ ︙ ︙ ⋰ 3 ︙

1 2 2 2 …

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

2 2 3 3 3
.

췍 췍췍—— ——         
q个

췍 췍췍—— —— 
q个

췍 췍췍—— —— 
q个

M3 是q×(3q+1)阶矩阵,将其分块,使得分块后的q个行向量依次对应到X4 的q个顶点上,且不同

顶点对应不同的行,这些行是对应顶点的色集合除(X4,X5)和(X4,X6)外的其他元素组成的色集合.
下面对色集合进行分配,当l∈{1,2,3}时,第l块中的(i,j)-元素(颜色)染边x(4)

i x(l)
j ,i,j∈

{1,2,…,q},最后一列的q种颜色依次染X4 中的q个顶点x(4)
1 ,x(4)

2 ,…,x(4)
q .于是X4 中的全体顶点

和X4 与X1∪X2∪X3 中所有顶点的连边已染完色.
令M4=(Rq(1),Lq(1,2),N),该矩阵可写成如下形式:

M4=
1 … 1 1 … 1 3
︙ ⋱ ︙ ︙ ⋰ 2 ︙

1 …

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

1 1 2 2 3
.

췍 췍췍—— ——            
q个

췍 췍췍—— —— 
q个

M4 是q×(2q+1)阶矩阵,将其分块,使得分块后的q个行向量依次对应到X3 的q个顶点上,且不同

顶点对应不同的行,这些行是对应顶点的色集合除(X3,X4),(X3,X5),(X3,X6)外的其他元素组成的

色集合.
下面对色集合进行分配,当l∈{1,2}时,第l块中的(i,j)-元素(颜色)染边x(3)

i x(l)
j ,i,j∈

{1,2,…,q},最后一列的q种颜色依次染X3 中的q个顶点x(3)
1 ,x(3)

2 ,…,x(3)
q .于是X3 中的全体顶点

和X3 与X1∪X2 中所有顶点的连边已染完色.
最后将(X1,X2)的所有边染色2,将X1 中全体顶点染色1,X2 中全体顶点染色2.于是图G 的全

体顶点和边已染完色.下面说明在这种染色方案下点被多重色集合可区别.

① 同一部中点的色集合各不相同.
当k∈{1,2,3,4,5,6}时,Xk 中各顶点x(k)

1 ,x(k)
2 ,…,x(k)

q 的色集合(随下标的增大)含1的数目减

少,故Xk 中任意两个顶点可区别.

② 若两个顶点属于不同部,则这两个点的色集合不同.

X6 中各顶点的色集合包含3的数目最大值为2n(在췍C(x(6)
q )取得),X5 中各顶点的色集合包含3

的数目最小值为2n+1(在췍C(x(5)
1 )取得),故X5 中点与X6 中点可区别.X5∪X6 中顶点的色集合含2
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的最大值为2n(X5∪X6 中顶点的色集合含2的数目相同),X3∪X4 中顶点的色集合含2的最小值为

2n+1(在췍C(x(3)
q )或췍C(x(4)

q )取得),故X3∪X4 中点与X5∪X6 中点可区别.

X3 中顶点的色集合含1的数目最小值为n+1(在췍C(x(3)
q )取得),X4 中顶点的色集合含1的数目

最大值为n(在췍C(x(4)
1 )取得),故X3 中点与X4 中点可区别.X1∪X2 中每个点的色集合不含颜色3,

而X3∪X4∪X5∪X6 中每个点的色集合均包含颜色3,故X1∪X2 中点与X3∪X4∪X5∪X6 中点可区

别.X1 中顶点的色集合含1的数目最小值为2n+3(在췍C(x(1)
q )取得),X2 中顶点的色集合含1的数目

最大值为2n(在췍C(x(2)
1 )取得),故X1 中点与X2 中点可区别.即若两个顶点属于不同部,则这两个点

的色集合不同.

3)当p≥7,q≥4时,图G 共有pq个顶点,每个顶点的色集合对应一个((p-1)q+1)-子集.
首先证明图G 不存在使用2种色的点被多重集可区别的一般全染色.用反证法,假设图G 存在使

用2种色的点被多重集可区别的一般全染色,则由引理1可知,2种色的((p-1)q+1)-子集共有

((p-1)q+2)个.若使2种色可染,则需满足((p-1)q+1)-子集数大于顶点数.显然当q≥4时,

(p-1)q+2<pq,矛盾.下面构造使用3种色的点被多重集可区别的一般全染色.
情形①q≡1(mod2).
构造一个pq×pq阶矩阵A(p×q)=(M1,M2),其中

M1=

Iq Rq(1) … … Rq(1)

Rq(1) Iq Rq(1) … Rq(1)
︙ Rq(1) ⋱ Rq(1) Rq(1)
︙ ︙ Rq(1) Iq Rq(1)
︙ ︙ ︙ Rq(1) Iq

︙ ︙ ︙ ︙ Rq(1)
︙ ︙ ︙ Rq(1) Rq(2)
︙ ︙ Rq(1) Rq(2) Rq(2)
︙ Rq(1) Rq(2) … Rq(2)

Rq(1) Rq(2) … … Rq(2)

Uq(1,2) …  …  … Uq(1,2췍 췍췍————————— —————————
)

(p-1)/2

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

个

,

M2=

Rq(1) … … … Rq(1) Uq(1,2)

Rq(1) … … … Rq(2) ︙

Rq(1) … Rq(1) Rq(2) ︙ ︙

Rq(1) Rq(1) Rq(2) ︙ ︙ ︙

Rq(1) Rq(2) ︙ ︙ ︙ Uq(1,2)

Iq Rq(2) ︙ ︙ ︙ Uq(2,3)

Rq(2) Iq Rq(2) ︙ ︙ ︙

Rq(2) Rq(2) Iq Rq(2) Rq(2) Uq(2,3)

Rq(2) … Rq(2) ⋱ Uq(2,3) Rq(3)

Rq(2) … Rq(2) Uq(2,3) Iq Rq(3)

Uq(2,3) … Uq(2,3) Rq(3) Rq(3) I

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

q

.

췍 췍췍—————— ——————  
(p-5)/2个

用Iq 表示q 阶单位阵,为方便,在简易写法中用i/j表示Uq(i,j),i,j∈{1,2,3},用k 表示

Rq(k),k∈{1,2,3},从而矩阵A(p×q)的简易写法为
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A(p×q)=

Iq 1 … 1 1 … 1 1 1/2
1 Iq … 1 1 … 1 2 1/2
︙ ︙ ⋱ ︙ ︙ ⋰ ︙ ︙ ︙

1 1 … Iq 1 … 2 2 1/2
1 1 … 1 Iq … 2 2 2/3
︙ ︙ ⋰ ︙ ︙ ⋱ ︙ ︙ ︙

1 1 … 2 2 … Iq 2/3 3
1 2 … 2 2 … 2/3 Iq 3

1/2 1/2 … 1/2 2/3 … 3 3 I

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

q

.

췍 췍췍———— ————       
(p-1)/2

췍 췍췍——— ———
个 (p-5)/2个

A(p×q)是pq×pq阶方阵,将其分块,使得分块后的每块都是q阶方阵,则分块后的A(p×q)次对角

线上的p 个块从右上角到左下角分别是Uq(1,2),Rq(2),…,Rq(2췍 췍췍———— ————
)

(p-3)/2个

,Iq,Rq(2),…,Rq(2췍 췍췍———— ————
)

(p-3)/2个

,Uq(1,2).

A(p×q)主 对 角 线 的 p 个 块 都 是 Iq,分 块 后 的 第 p 行 (最 后 1 行)的 p 个 块 依 次 是

Uq(1,2),…,Uq(1,2췍 췍췍————— —————
)

(p-1)/2个

,Uq(2,3),…,Uq(2,3췍 췍췍————— —————
)

(p-5)/2个

,Rq(3),Rq(3),Iq.

分块后的A(p×q)次对角线上方的不在主对角线上的块均为Rq(1),分块后位于第(p-1)行、第

(p-2)列相交处的块为Uq(2,3),位于第(p-2)行、第(p-1)列相交处的块为Uq(2,3),分块后

A(p×q)中其他位于次对角线下方,但不在主对角线上,且不在第p 行和第p 列,不是第(p-1)行、

第(p-2)列相交处的块,也不是第(p-2)行、第(p-1)列相交处的块均为Rq(2).例如,A(11×q)为

如下方阵(这里给出简易写法):

A(11×q)=

Iq 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1/2
1 Iq 1 1 1 1 1 1 1 2 1/2
1 1 Iq 1 1 1 1 1 2 2 1/2
1 1 1 Iq 1 1 1 2 2 2 1/2
1 1 1 1 Iq 1 2 2 2 2 1/2
1 1 1 1 1 Iq 2 2 2 2 2/3
1 1 1 1 2 2 Iq 2 2 2 2/3
1 1 1 2 2 2 2 Iq 2 2 2/3
1 1 2 2 2 2 2 2 Iq 2/3 3
1 2 2 2 2 2 2 2 2/3 Iq 3

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 2/3 2/3 2/3 3 3 I
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÷
÷
÷
÷
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q

.

A(p×q)对应K(p×q)的一个一般全染色fp×q.下证该全染色是点可区别的.
注意到当k∈{1,2,…,p},l∈{1,2,…,q}时,A(p×q)的第((k-1)q+l)列除0外的各元素构成

的多重集刚好是顶点x(k)
l 在fp×q下的多重色集合.

(i)同一部中点的色集合各不相同.

当k∈ 1,2,…,p-1{ }2
时,Xk 中各顶点x(k)

1 ,x(k)
2 ,…,x(k)

q 的色集合(随下标的增大)含1的数目减

少,故Xk 中任意两个顶点可区别.当k∈ p+1
2
,p+3
2
,…,{ }p 时,Xk 中各顶点x(k)

1 ,x(k)
2 ,…,x(k)

q 的色

集合(随下标的增大)含2的数目减少,故Xk 中任意两个顶点可区别.
(ii)若两个顶点属于不同部,则这两个点的色集合不同.

X1∪X2∪…∪X(p-1)/2中各顶点的色集合不含3,而X(p+1)/2∪X(p+3)/2∪…∪Xp 中各顶点的色集
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合均含3,故X1∪X2∪…∪X(p-1)/2中各顶点与X(p+1)/2∪X(p+3)/2∪…∪Xp 中各顶点可区别.

对1≤k<l≤p-12
,Xl 中各顶点的色集合含2的数目比Xk 中各顶点的色集合含2的数目多,且

差值至少为q(Xk 与Xl 为相邻递增部时取得),故Xk 中各顶点与Xl 中各顶点可区别.对p+1
2 ≤k<

l≤p-1,Xl 中各顶点的色集合含1的数目比Xk 中各顶点的色集合含1的数目少,且差值至少为q
(Xk 与 Xl 为 相 邻 递 增 部 时 取 得),故 Xk 中 各 顶 点 与 Xl 中 各 顶 点 可 区 别. 当 k∈
p+1
2
,p+3
2
,…,p{ }-1 时,Xk 中各顶点的色集合包含最多2q个3,Xp 中各顶点的色集合包含最少

(2q+1)个3,故 Xk 中的点与Xp 中的点可区别.即若两个顶点属于不同部,则这两个点的色集合

不同.
情形②q≡0(mod2).
构造一个pq×pq阶矩阵A(p×q)=(M3,M4),其中

M3=

Iq Rq(1) … … … Rq(1)

Rq(1) Iq Rq(1) … … Rq(1)

︙ Rq(1) Iq Rq(1) … Rq(1)

︙ ︙ Rq(1) Iq Rq(1) Rq(1)

︙ ︙ ︙ Rq(1) Iq Rq(1)

︙ ︙ ︙ ︙ Rq(1) Iq

︙ ︙ ︙ ︙ Rq(1) Rq(2)

︙ ︙ ︙ Rq(1) Rq(2) Rq(2)

︙ ︙ Rq(1) Rq(2) … Rq(2)

︙ Rq(1) Rq(2) … … Rq(2)

Rq(1) Rq(2) … … … Rq(2)

Uq(1,2) … … … … Uq(1,2

æ

è
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ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
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÷
÷
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÷
÷
÷
÷
÷)

,

췍 췍췍———————————— ———————————— 
p/2个

M4=

Rq(1) … … … Rq(1) Uq(1,2)

Rq(1) … … Rq(1) Rq(2) ︙

Rq(1) … Rq(1) Rq(2) ︙ ︙

Rq(1) Rq(1) Rq(2) ︙ ︙ ︙

Rq(1) Rq(2) ︙ ︙ ︙ ︙

Rq(2) ︙ ︙ ︙ ︙ Uq(1,2)

Iq Rq(2) ︙ ︙ ︙ Uq(2,3)

Rq(2) Iq Rq(2) ︙ ︙ ︙

Rq(2) Rq(2) Iq Rq(2) Rq(2) Uq(2,3)

Rq(2) … Rq(2) Iq Uq(2,3) Rq(3)

Rq(2) … Rq(2) Uq(2,3) Iq Rq(3)

Uq(2,3) … Uq(2,3) Rq(3) Rq(3) I

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
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ø

÷
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÷
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÷
÷
÷

q

.

췍 췍췍—————— ——————  
(p-6)/2个

用Iq 表示q阶单位阵,用i/j表示Uq(i,j),i,j∈{1,2,3},k表示Rq(k),k∈{1,2,3}.矩阵A(p×q)

的简易写法为
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A(p×q)=

Iq 1 1 … 1 1 1 … 1 1 1 1/2
1 Iq 1 … 1 1 1 … 1 1 2 1/2
1 1 Iq … 1 1 1 … 1 2 2 1/2
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙ ︙ ︙ ⋰ ︙ ︙ ︙ ︙

1 1 1 … Iq 1 1 … 2 2 2 1/2
1 1 1 … 1 Iq 2 … 2 2 2 1/2
1 1 1 … 1 2 Iq … 2 2 2 2/3
︙ ︙ ︙ ⋰ ︙ ︙ ︙ ⋱ ︙ ︙ ︙ ︙

1 1 1 … 2 2 2 … Iq 2 2 2/3
1 1 2 … 2 2 2 … 2 Iq 2 3
1 2 2 … 2 2 2 … 2 2/3 Iq 3

1/2 1/2 1/2 … 1/2 1/2 2/3 … 2/3 3 3 I
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è
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q

.

췍 췍췍——————— ———————  
p/2个

췍 췍췍——— ———   
(p-6)/2个

A(p×q)是pq×pq阶方阵,将其分块,使得分块后的每块都是q阶方阵,且分块后的A(p×q)次对角

线上的 p 个块从右上角到左下角分别是Uq(1,2),Rq(2),…,Rq(2췍 췍췍———— ————
)

(p-2)/2个

,Rq(2),…,Rq(2췍 췍췍———— ————
)

(p-2)/2个

,Uq(1,2).

A(p×q)的 主 对 角 线 上 p 个 块 都 是 Iq,分 块 后 第 p 行 (最 后 1 行)的 p 个 块 依 次 是

Uq(1,2),…,Uq(1,2췍 췍췍————— —————
)

p/2个

,Uq(2,3),…,Uq(2,3췍 췍췍————— —————
)

(p-6)/2个

,Rq(3),Rq(3),Iq.分块后的A(p×q)次对角线上方不在主

对角线上的块均为Rq(1),分块后的A(p×q)中位于第(p-1)行、第(p-2)列相交处的块为Uq(2,3),
位于第(p-2)行、第(p-1)列相交处的块为Uq(2,3),分块后A(p×q)中其他位于次对角线下方,但

不在主对角线上,且不在第p 行和第p 列,不是第(p-1)行、第(p-2)列相交处的块,也不是

第(p-2)行、第(p-1)列相交处的块均为Rq(2).例如,A(12×q)即为如下方阵(简易写法):

A(12×q)=

Iq 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1/2
1 Iq 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1/2
1 1 Iq 1 1 1 1 1 1 1 2 1/2
1 1 1 Iq 1 1 1 1 1 2 2 1/2
1 1 1 1 Iq 1 1 1 2 2 2 1/2
1 1 1 1 1 Iq 1 2 2 2 2 1/2
1 1 1 1 1 1 Iq 2 2 2 2 2/3
1 1 1 1 1 2 2 Iq 2 2 2 2/3
1 1 1 1 2 2 2 2 Iq 2 2 2/3
1 1 1 2 2 2 2 2 2 Iq 2/3 3
1 1 2 2 2 2 2 2 2 2/3 Iq 3

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 2/3 2/3 2/3 3 3 I
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÷
÷
÷
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q

.

A(p×q)对应K(p×q)的一个一般全染色fp×q.下证该全染色是点可区别的.
注意到当k∈{1,2,…,p},l∈{1,2,…,q}时,A(p×q)的第((k-1)q+l)列中除0外的各元素构

成的多重集刚好是顶点x(k)
l 在fp×q下的多重色集合.

(i)同一部中点的色集合各不相同.

当k∈ 1,2,…,p{ }2 时,Xk 中各顶点x(k)
1 ,x(k)

2 ,…,x(k)
q 的色集合(随下标的增大)含1的数目减少,

故Xk 中任意两个顶点可区别.当k∈ p+2
2
,p+4
2
,…,{ }p 时,Xk 中各顶点x(k)

1 ,x(k)
2 ,…,x(k)

q 的色集合

(随下标的增大)含2的数目减少,故Xk 中任意两个顶点可区别.
(ii)若两个顶点属于不同部,则这两个点的色集合不同.
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X1∪X2∪…∪Xp/2中各顶点的色集合不含3,而X(p+2)/2∪X(p+4)/2∪…∪Xp 中各顶点的色集合均

含3,故X1∪X2∪…∪Xp/2中各顶点与X(p+2)/2∪X(p+4)/2∪…∪Xp 中各顶点可区别.

当1≤k<l≤p
2

时,Xl 中各顶点的色集合含2的数目比Xk 中各顶点的色集合含2的数目多,且差

值至少为q(Xk 与Xl 为相邻递增部时取得),故Xk 中各顶点与Xl 中各顶点可区别.当p+2
2 ≤k<l≤

p-1时,Xl 中各顶点的色集合含1的数目比Xk 中各顶点的色集合含1的数目少,且差值至少为q
(Xk 与 Xl 为 相 邻 递 增 部 时 取 得),故 Xk 中 各 顶 点 与 Xl 中 各 顶 点 可 区 别. 当 k∈
p+2
2
,p+4
2
,…,p{ }-1 时,Xk 中各顶点的色集合包含最多2q个3,Xk 中各顶点的色集合包含最少

(2q+1)个3,故Xk 中各顶点与Xp 中各顶点可区别.即若两个顶点属于不同部,则这两个点的色集合

不同.
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