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一类树的邻接矩阵的 Moore-Penrose广义逆
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摘要:根据矩阵结构性质,利用分块矩阵技巧给出任意点数、任意长直径的毛毛虫树邻接

矩阵的 Moore-Penrose广义逆的具体形式,为进一步研究毛毛虫树的代数性质提供理论

支撑.
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0 引 言

设图G 是一个无向简单图,其顶点集为V(G)={v1,v2,…,vn},图G 的邻接矩阵A(G)=(aij)n×n,
其中:当顶点vi 与vj 相邻时,aij=1;反之aij=0.对任意的A∈ℝm×n,如果存在X∈ℝn×m,满足

下面4个条件:

AXA=A, XAX=X, (AX)T=AX, (XA)T=XA,
则称X 是A 的 Moore-Penrose广义逆矩阵[1],记为A+.如果矩阵A 可逆,则易得A+=A-1,反之可

使用满秩分解和奇异值分解去求解A+.但事实上,使用上述两种方法得到的广义逆的表示形式可能

非常复杂,图的相关矩阵对研究图的性质至关重要,因此给出图矩阵广义逆的简便计算公式具有重要

意义.



目前,关于图矩阵广义逆的研究受到广泛关注:文献[2-4]给出了距离正则图和完全多部图关联

矩阵的 Moore-Penrose广义逆,并得到了偶数个顶点的轮图的距离矩阵的求逆公式;Hessert等[5-6]

给出了图的无符号Laplace矩阵和边Laplace矩阵的 Moore-Penrose广义逆,并给出了单圈图关联

矩阵的逆.但关于图的邻接矩阵的广义逆的研究结果目前报道较少,本文证明对于一个对称矩阵A,
如果它的某些行(列)相同,则A+的那些行(列)也相同,并进一步利用分块矩阵给出任意点数、任意长

直径毛毛虫树的邻接矩阵的 Moore-Penrose广义逆的具体形式.毛毛虫树在网络重构和基尼指数方面

应用广泛[7-8],矩阵的广义逆在概率统计、数学规划、数值计算以及网络理论等领域有重要应用[9].
因此,给出毛毛虫树邻接矩阵的 Moore-Penrose广义逆结果的具体形式有一定的理论意义.

1 预备知识

引理1[9] 设A∈ℝm×n,且有满秩分解A=FG,其中F∈ℝm×r,G∈ℝr×n,r=r(A)=r(F)=
r(G).则有A+=GT(FTAGT)-1FT.

引理2[1] 设A∈ℝm×n,则有:

1)若A行满秩,则A有右逆,且A-1
R =AT(AAT)-1;

2)若A列满秩,则A有左逆,且A-1
L =(ATA)-1AT.

易证当一个矩阵行(列)满秩时,它的右(左)逆即为它的 Moore-Penrose广义逆.
引理3[10] 设A∈ℝm×n,rank(A)=r,则矩阵A 存在一个满秩分解A=FG,其中F∈ℝm×r,

G∈ℝr×n,矩阵G为对A 进行初等行变换后得到的行最简形矩阵的前r行,令j1,j2,…,jr 表示G 每

一行第一个1所在的列数,矩阵F为A 的第j1,j2,…,jr 个列向量所构成的矩阵.
下面用jk 表示长度为k 的全1列向量,Jm×n表示阶数为m×n的全1矩阵,Ik 表示阶数为k 的

单位矩阵,O表示全零矩阵.

2 主要结果

命题1 设A是实数域上的n 阶对称矩阵,如果矩阵A的某些行(列)完全相同,即ait=ajt=…=
amt,其中i,j,…,m∈{1,2,…,n},t=1,2,…,n,则A+的那些行(列)对应也完全相同.

证明:由引理3知,实数域上的n阶对称矩阵A 存在一个满秩分解A=FG,其中矩阵G为对A 进

行初等行变换后得到的行最简形矩阵的前r行.假设矩阵A的第i行和第j行相等,对任意的1≤k≤n,
由于Aik=Ajk且A=AT,则有Aki=Akj.又因G 为对A 进行初等行变换后得到,故有(GT)ik=(GT)jk.
由引理1知,对任意的1≤t≤n,A+的第i行和第j行元素为

(A+)it=∑
n

k=1

(GT)ik((FTAGT)-1FT)kt=∑
n

k=1

(GT)jk((FTAGT)-1FT)kt=(A+)jt.

于是A的广义逆矩阵A+的第i行和第j行元素对应相等.证毕.

命题2 设A=
O B
BT

æ

è
ç

ö

ø
÷

O
,则矩阵A的 Moore-penrose广义逆矩阵为

A+=
O (BT)+

B+

æ

è
ç

ö

ø
÷

O
=

O C
CT

æ

è
ç

ö

ø
÷

O
, (1)

其中C=(BT)+,CT=B+.
证明:对任意的矩阵B,有(BT)+=(B+)T.其余证明可由 Moore-penrose广义逆的定义直接

验证.
定理1 设G 是一个直径为2k+1的毛毛虫树,主干是一条具有2k个顶点的路,每个顶点悬挂的

叶子数为m1,m2,…,m2k,且有 mi≥1(i=1,2,…,2k),则其邻接矩阵的 Moore-Penrose广义逆为

A+=
O C
CT

æ

è
ç
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ø
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O
,其中CT=

M N
P

æ

è
ç

ö

ø
÷

Q
,M=Ok×k,
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N=

1
m1

jTm1

1
m3

jTm3

⋱
1
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jTm2k-
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ç
ç
ç
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ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

1

, (2)

P=

1
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1
m4
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⋱
1
m2k

jm2
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çç
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ø

÷
÷
÷
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÷
÷
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k

, (3)

Q=

- 1
m2m1

Jm2×m1 - 1
m2m3

Jm2×m3

- 1
m4m3

Jm4×m3 ⋱

⋱ - 1
m2k-2m2k-1

Jm2k-2×m2k-1

- 1
m2km2k-1

Jm2k×m2k-

æ
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ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
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÷
÷
÷
÷
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÷

1

. (4)

  证明:根据二部划分对图G 的顶点进行标号,其邻接矩阵可分块表示为A=
O B
BT

æ

è
ç

ö

ø
÷

O
,其中,

B=
Dk×k Ek×(m2+m4+…+m2k)

F(m1+m3+…+m2k-1)×k O(m1+m3+…+m2k-1)×(m2+m4+…+m2k

æ

è
çç

ö

ø
÷÷
)
, (5)

D=

1 1
1 ⋱
⋱
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è
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ç
ç
ç
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÷
÷
÷
1
1

, E=

jTm2
jTm4

⋱
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è
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ç
ç
ç
ç
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÷
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, F=
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÷
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1

. (6)

  由命题2,矩阵A的 Moore-Penrose广义逆矩阵为式(1),其中CT=B+.由于矩阵B 既不行满秩

也不列满秩,因此令CT=
M N
P

æ

è
ç

ö

ø
÷

Q
,则有

BB+B=
DMD+EPD+DNF+EQF DME+EPE

FMD+
æ

è
ç

ö

ø
÷

FNF FME
=

D Eæ

è
ç

ö

ø
÷

F O
=B,

于是

DMD+EPD+DNF+EQF=D, (7)

DME+EPE=E, (8)

FMD+FNF=F, (9)

FME=O. (10)

  对于式(10),由于矩阵F列满秩有左逆,矩阵E 行满秩有右逆,因此在式(10)两端左乘F-1
L ,右

乘E-1
R ,得M=O.将M=O代入式(9)得FNF=F,对FNF=F两端同时左乘F-1

L 得NF=Ik,由于分

块矩阵N 所对应的某些列在原矩阵A 中完全相同,因此由命题1知,N 中那些列的元素也相同,令

N=

n11jTm1 n12jTm3 … n1kjT
m2k-1

n21jTm1 n22jTm3 … n2kjT
m2k-1

︙ ︙ ⋱ ︙

nk1jTm1 nk2jTm3 … nkkjT
m2k-

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç
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÷
÷
÷
÷
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1

,
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则有

NF=

m1n11 m3n12 … m2k-1n1k
m1n21 m3n22 … m2k-1n2k
︙ ︙ ⋱ ︙

m1nk1 m3nk2 … m2k-1n

æ
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ç
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÷
÷
÷
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1

=Ik,

解得nii= 1
m2i-1

(i=1,2,…,k),nij=0(i≠j),即 N 为式(2).将 M=O 代入式(8)得EPE=E,对

EPE=E两端同时右乘E-1
R 得EP=Ik,同理可得P为式(3).

将M,N,P代入式(7)得EQF=-D,由于分块矩阵Q 所对应的某些行和列在原矩阵A 中完全对

应相同,因此由命题1知Q中那些行和列的元素也对应相同,令

Q=

q11Jm2×m1 q12Jm2×m3
… q1kJm2×m2k-1

q21Jm4×m1 q22Jm4×m3
… q2kJm4×m2k-1

︙ ︙ ⋱ ︙

qk1Jm2k×m1 qk2Jm2k×m3
… qkkJm2k×m2k-

æ

è
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ç
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ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

1

,

则有

EQF=

m2m1q11 m2m3q12 … m2m2k-1q1k
m4m1q21 m4m3q22 … m4m2k-1q2k
︙ ︙ ⋱ ︙

m2km1qk1 m2km3qk2 … m2km2k-1q

æ
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÷
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=
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-
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=-D,

解得qii=- 1
m2im2i-1

(i=1,2,…,k),qi,i+1=- 1
m2im2i+1

(i=1,2,…,k-1),其余均为0,即Q为式(4).

易证CT=B+也同时满足B的 Moore-Penrose广义逆的其他条件.证毕.
当毛毛虫树G 的直径为2k+2时,结合定理1的证明,仅需考虑根据二部划分对G 的顶点进行标

号后邻接矩阵的分块表示.此时,有A=
O B
BT

æ

è
ç

ö

ø
÷

O
,其中,

B=
Dk×(k+1) Ek×(m2+m4+…+m2k)

F(m1+m3+…+m2k+1)×(k+1) O(m1+m3+…+m2k+1)×(m2+m4+…+m2k

æ

è

çç

ö
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÷÷
)
,
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.

  类似地,可以证明:
定理2 设G 是一个直径为2k+2的毛毛虫树,主干是一条具有(2k+1)个顶点的路,每个顶点

悬挂的叶子数为m1,m2,…,m2k+1,且有mi≥1(i=1,2,…,2k+1),则其邻接矩阵的 Moore-Penrose

广义逆为A+=
O C
CT

æ

è
ç

ö

ø
÷

O
,其中,CT=

M N
P
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Q
,M=O(k+1)×k,P如式(3),
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,

267   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第62卷 



Q=

- 1
m2m1

Jm2×m1 - 1
m2m3

Jm2×m3

- 1
m4m3

Jm4×m3 - 1
m4m5

Jm4×m5

⋱   ⋱

- 1
m2km2k-1

Jm2k×m2k-1 - 1
m2km2k+1

Jm2k×m2k+

æ

è
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ç
ç
ç
ç
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ç
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÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
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.

  例1 设图G1 是一个直径为7的毛毛虫树,主干是一条具有6个顶点的路,每个顶点悬挂的叶子

数为2,3,4,4,3,3,如图1所示.

图1 直径为7的毛毛虫树G1

Fig.1 CaterpillartreeG1withdiameterof7

根据二部划分对其顶点标号后,其邻接矩阵可分块表示为A=
O B
BT

æ

è
ç

ö

ø
÷

O
,其中,

B=
D3×3 E3×10
F9×3 O9×

æ
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ç

ö
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÷
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, D=
1 1 0
0 1 1
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ö

ø

÷
÷
÷

0 0 1

, E=
jT3 O O
O jT

4 O
O O jT
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ç

ö

ø

÷
÷
÷

3

, F=
j2 O O
O j4 O
O O j
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÷
÷
÷

3

.

由定理1,其邻接矩阵的 Moore-Penrose广义逆为A+=
O C
CT

æ

è
ç

ö

ø
÷

O
,其中,CT=

M N
P

æ

è
ç
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Q
,M=O3×3,

N=

1
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T
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O 1
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4 O

O O 1
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T
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çç
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÷
÷
÷
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, P=
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O O 1
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, Q=

-16J3×2 -112J3×4 O

O -116J4×4 -112J4×3

O O -19J3×
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÷
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.

  例2 设图G2 是一个直径为8的毛毛虫树,主干是一条具有7个顶点的路,每个顶点悬挂的叶子

数为2,2,3,3,3,4,4,如图2所示.

图2 直径为8的毛毛虫树G2

Fig.2 CaterpillartreeG2withdiameterof8

根据二部划分对其顶点标号后,其邻接矩阵可分块表示为A=
O B
BT
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O
,其中,

B=
D3×4 E3×9
F12×4 O12×
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,  D=
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0 0 1 1

,
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E=
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.

由定理2知,其邻接矩阵的 Moore-Penrose广义逆为A+=
O C
CT
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