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多维非均质不可压缩热传导方程的适定性

王晓杰,辛泽惠,徐夫义
(山东理工大学 数学与统计学院,山东 淄博255049)

摘要:利用调和分析方法和Lagrange方法研究多维非均质不可压缩热传导方程的Cauchy问

题,在临界Besov空间中证明该系统在小初值条件下强解的整体适定性.
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1 引言与主要结果

考虑如下多维非均质不可压缩热传导方程Cauchy问题的适定性:

∂tρ+div(ρu)=0,

∂t(ρu)+div(ρu췍u)-μΔu+∇P=0,

Cv(∂t(ρθ)+div(ρuθ))-div(k∇θ)=2μdu 2,

div(u)=0,
(ρ,u,θ)t=0=(ρ0,u0,θ0

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï ),

(1)

其中:ρ=ρ(t,x),u=u(t,x),θ=θ(t,x)和 P(t,x)分别表示流体的密度、速度、温度和压力,
(ρ0,u0,θ0)为给定的初始条件;系数μ,Cv 和k为给定的正常数,分别表示黏度、定体积比热和热导率.

近年来,关于系统(1)的研究备受关注.若不考虑温度场,则系统(1)可简化为如下多维不可压缩

非均质Navier-Stokes方程:



∂tρ+div(ρu)=0,

∂t(ρu)+div(ρu췍u)-μΔu+∇P=0,

div(u)=0,
(ρ,u)t=0=(ρ0,u0)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(2)

系统(2)具有重要的尺度伸缩(scaling)不变性:对于λ>0,如果(ρ,u)是系统(2)的解,其初值为

(ρ0,u0),则 (ρ(λ2t,λx),λu(λ2t,λx))也是系统(2)的解,其初值为 (ρ0(λx),u0(λx)).
系统(2)适定性的研究是流体动力学方程研究领域的重要问题,目前已取得许多成果.Lions[1]和

Simon[2]分别建立了系统(2)有限能量整体弱解的存在性,但弱解的唯一性或光滑性仍是一个公开问题

(包括在二维情形下);Ladyzhenskaya等[3]证明了系统(2)在具有正初始密度场时强解的适定性,即

证明了大初值条件下其强解的局部存在唯一,并给出了二维情形时大初值条件下其强解的整体存在

性,以及三维情形时小初值条件下其强解的整体适定性;Danchin[4]在平衡态附近小扰动的条件下,
建立了系统(2)在全空间ℝn 中的适定性.Abidi[5]在临界Besov空间中得到了如下结果:假设初值

(ρ0,u0)满足(ρ0-1)∈̇Bn/p
p,1(ℝn),u0∈̇Bn/p-1

p,1 (ℝn),div(u0)=0,若存在一个足够小的正常数c,使得

‖ρ0-1‖Ḃn/p
p,1+‖u0‖Ḃn/p-1

p,1 ≤c,则对任意的p∈[1,2n),存在全局解(ρ,u,∇P),满足

ρ-1∈Cb([0,∞);̇Bn/p
p,1(ℝn)),  u∈Cb([0,∞);̇Bn/p-1

p,1 (ℝn)),

∂tu,∇2u,∇P∈L1(ℝ+;̇Bn/p-1
p,1 (ℝn)).

特别地,当p≤n 时可得解的唯一性;Danchin等[6]利用Lagrange方法和Banach不动点定理,在

p∈[1,2n)条件下证明了系统(2)在临界Besov空间中的适定性,该结果可应用到具有物理意义的混合

流体问题中,且容许密度场有小的跳跃穿过流体的接触面.文献[4,7]给出了在非负初始密度场条件

下(即含有真空情形)系统(2)的适定性结果.
若系统(2)考虑含有温度场的方程,则流体模型会变成结构更复杂的系统(1).当初始密度非负

时,Zhong[8]在初值满足一定小和相容性条件下证明了系统(1)强解的全局适定性;Zhong[9]进一步

改进了文献[8]的结果,并给出了系统(1)强解的大时间行为;在非真空状态下,Zhang等[10]证明了当

初值满足

(u0,θ0)∈W2,2
0 (ℝ3), ρ0 ∈L∞(ℝ3), ρ0 ∈ [α,β]

时系统(1)的局部适定性,其中α,β是正常数.该结果对速度场和温度场的正则指标要求较高.显然,
系统(1)在相应的临界正则性空间中的适定性仍未知.为获得初值所在空间的临界正则指标,本文引

入尺度伸缩分析,即系统(1)具有如下尺度伸缩不变性:若ρ(t,x),u(t,x),θ(t,x)是系统(1)的解,则

对于λ>0,

ρλ=ρ(λ2t,λx), uλ=λu(λ2t,λx), θλ=λ2θ(λ2t,λx)
也是系统(1)的解.在该尺度伸缩不变的空间下,初值u0 和θ0 所对应的空间分别为u0∈̇Bn/p-1

p,1 (ℝn),

θ0∈̇Bn/p-2
p,1 (ℝn).此时,初始密度场所对应的空间为ρ0∈̇Bn/p

p,1.为将所讨论问题的结果应用到具有物理

意义的混合流体问题中,且容许密度场有小的跳跃穿过流体的接触面,本文把初始密度场所在的空间

取为乘子空间ρ0∈M(̇Bn/p-1
p,1 )∩M(̇Bn/p-2

p,1 ),其中引入M(̇Bn/p-2
p,1 )是为处理温度场.

本文主要结果如下.
定理1 设p∈[1,2n),假设初始密度ρ0∈M(̇Bn/p-1

p,1 )∩M(̇Bn/p-2
p,1 ),初始速度u0∈̇Bn/p-1

p,1 (ℝn),
初始温度θ0∈̇Bn/p-2

p,1 (ℝn).如果存在任意小的正常数c(仅依赖n和p),使得

‖ρ0-1‖M(̇Bn/p-1
p,1

)+‖Cvρ0-1‖M(̇Bn/p-2
p,1

)+μ-1‖u0‖Ḃn/p-1
p,1 +k-1‖θ0‖Ḃn/p-2

p,1 ≤c,

则系统(1)在Ep 中存在唯一的整体解(u,∇췍P,θ),其中(u,∇췍P,θ)是(u,∇P,θ)在Lagrange坐标下的

表示形式,函数空间Ep 为

Ep∶={(u,∇췍P,θ):u∈Cb(ℝ+;̇Bn/p-1
p,1 ),θ∈Cb(ℝ+;̇Bn/p-2

p,1 ),

∂tu,∇2u,∇췍P∈L1(ℝ+;̇Bn/p-1
p,1 ),∂tθ,∇2θ∈L1(ℝ+;̇Bn/p-2

p,1 )}. (3)

  注1 与文献[10]相比,本文讨论了一般Lp 框架下临界正则指标意义下解的存在性,且结果包含
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了二维情形.虽然本文将初始密度场所在空间取为乘子空间,但它仍有一定的正则性.
定理2 在定理1的假设条件下,系统(1)有唯一的整体解(ρ,u,∇P,θ),且满足

ρ∈L∞(ℝ+;M(̇Bn/p-1
p,1 )∩M(̇Bn/p-2

p,1 )),  (u,θ,∇P)∈Ep.

2 预备知识

定义1[11] 设S′(ℝn)是ℝn 中的分布函数空间,当1≤p≤∞,s≤n/p时,用Ḃs
p,1(ℝn)表示分布

函数u的空间,使得在S′(ℝn)中,u=∑
j∈ℤ
Δ
·

ju,其中Δ
·

ju=φj*u,且满足

‖u‖Ḃs
p,1∶=∑

j∈ℤ
2js‖Δ

·

ju‖Lp < ∞.

  定义2[6] 设乘子空间M(̇Bs
p,1)是对任意h∈̇Bs

p,1,满足hf∈̇Bs
p,1的所有分布f∈S′的集合,且

满足 ‖f‖M(̇Bs
p,1
)∶= sup

‖h‖̇Bsp,1=1
‖hf‖Ḃs

p,1 < ∞.

引理1[6] 设p∈[1,∞],s∈ℝ,u0∈̇Bs
p,1(ℝn)且f1∈L1(0,T;̇Bs

p,1(ℝn)).令g:[0,T]×ℝn→ℝ,
使得

∇g∈L1(0,T;̇Bs
p,1(ℝn)), ∂tg=divR, R∈L1(0,T;̇Bs

p,1(ℝn)),
并满足ℝn 上的相容性条件g t=0=divu0,则

∂tu-μΔu+∇P=f1,

divu=g,

u t=t0 =u0

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
且存在解(u,∇P),使得

u∈C(0,T;̇Bs
p,1(ℝn)),  ∂tu,∇2u,∇P∈L1(0,T;̇Bs

p,1(ℝn)),
并满足如下估计:

‖u‖L∞(0,T;̇Bs
p,1
(ℝn))+‖∂tu,∇2u,∇P‖L1(0,T;̇Bs

p,1
(ℝn))≤

C(‖f1,μ∇g,R‖L1(0,T;̇Bs
p,1
(ℝn))+‖u0‖Ḃs

p,1
(ℝn)),

其中C是一个不依赖于μ 和T 的常数.
下面给出热方程在Besov空间中标准的先验估计.
引理2[12] 设p∈[1,∞],s∈ℝ,满足-min{n/p,n/p′},-1<s≤n/p-2.令θ0∈̇Bs

p,1(ℝn)且

f2∈L1(0,T;̇Bs
p,1(ℝn)).则对所有的t,系统∂tθ-kΔθ=f2 的解满足

‖θ‖L∞(0,T;̇Bs
p,1
)+‖k∇2θ,∂tθ‖L1(0,T;̇Bs

p,1
)≤C(‖θ0‖Ḃs

p,1 +‖f2‖L∞(0,T;̇Bs
p,1
)).

  引理3[13] 令v≥0且-min{n/p,n/p′}<σ≤n/p-v,则以下估计成立:

‖uv‖Ḃσ
p,1 ≤C‖u‖Ḃn/p-v

p,1 ‖v‖Ḃσ+v
p,1.

  引理4[9] 令p∈[1,∞),若v满足∫
∞

0
‖Dv‖Ḃn/p

p,1dt≤c,则下列不等式成立:

‖In -adj(DX(t))‖Ḃn/p
p,1 ≤C‖Dv‖L1t(̇B

n/p
p,1
), (4)

‖In -A(t)‖Ḃn/p
p,1 ≤C‖Dv‖L1t(̇B

n/p
p,1
), (5)

‖∂t(adj(DX))(t)‖Ḃn/p
p,1 ≤C‖Dv‖Ḃn/p

p,1
, (6)

‖∂t(adj(DX))(t)‖Ḃn/p-1
p,1 ≤C‖Dv‖Ḃn/p-1

P,1
,  p<2n, (7)

‖adj(DX(t))TA(t)-In‖Ḃn/p
p,1 ≤C‖Dv‖L1t(̇B

n/p
p,1
). (8)

  引理5[6] 令v1 和v2 均满足∫
∞

0
‖Dv‖Ḃn/p

p,1dt≤c,设δv=v2-v1,则对所有的p∈[1,∞),均

满足如下不等式:

‖A2-A1‖L∞t (̇Bn/p
p,1
)≤C‖Dδv‖L1t(̇B

n/p
p,1
), (9)

‖adj(DX2)-adj(DX1)‖L∞t (̇Bn/p
p,1
)≤C‖Dδv‖L1t(̇B

n/p
p,1
), (10)

‖∂t(adj(DX2)-adj(DX1))‖L1t(̇B
n/p
p,1
)≤C‖Dδv‖L1t(̇B

n/p
p,1
), (11)
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‖∂t(adj(DX2)-adj(DX1))‖L2t(̇B
n/p-1
p,1

)≤C‖Dδv‖L1t(̇B
n/p-1
p,1

),  p<2n. (12)

3 系统(1)在Lagrange坐标下的形式

由于系统(1)中密度场方程的双曲性质易产生导数损失,因此一般在Euler坐标下很难用Banach
不动点定理获得该系统的适定性.为解决该问题,需消掉密度场方程.为此,本文引入Lagrange
坐标.设系统(1)中速度场u对应的流函数Xu 满足

Xu(t,y)=y+∫
t

0
u(τ,Xu(τ,y))dτ.

利用速度场的不可压条件,由Liouville定理可知 DXu 恒为1.显然,在Lagrange坐标系下,密度与

时间无关.设(ρ,u,∇P,θ)是系统(1)的解,记

ρ(t,y)∶=ρ(t,Xu(t,y)),  췍P(t,y)∶=P(t,Xu(t,y)),

u(t,y)∶=u(t,Xu(t,y)),  θ(t,y)∶=θ(t,Xu(t,y))
为(ρ,u,P,θ)在Lagrange坐标系下的形式,则系统(1)可变为

ρ0ut(t,y)-div(AuAT
u∇yu(t,y))+AT

u∇y
췍P=0,

Cvρ0θt(t,y)-kdiv(AuAT
u∇yθ(t,y))=μ

AT
u∇yu(t,y)+Dyu(t,y)Au

2
2
,

divy(Auu)=0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ,

(13)

这里Au=(DyXu)-1.在Lagrange坐标系下,本文引入如式(3)所示的函数空间,并定义该空间的范数

为

(u,∇췍P,θ)Ep =‖u‖L1(̇Bn/p-1
p,1

)+‖θ‖L1(̇Bn/p-2
p,1

)+‖∂tu,∇2u,∇췍P‖L1(̇Bn/p-1
p,1

)+‖∂tθ,∇2θ‖L1(̇Bn/p-2
p,1

).
为证明系统(13)的可解性,定义如下映射:

Φ:(v,∇췍Q,h)→ (u,∇췍P,θ),
其中(u,∇췍P,θ)满足

∂tu-μΔu+∇췍P=(1-ρ0)∂tv+μdiv((AAT-In)∇v)+(In -AT)∇췍Q,

∂tθ-kΔθ=(1-Cvρ0)∂th+kdiv((AAT-In)∇h)+2μ
AT∇v+DvA

2
2
,

divu=div((In -A)v),

u t=0=u0, θ t=0=θ0

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï ,

(14)

这里A=Av=(DyXv)-1.

4 主要结果的证明

4.1 定理1的证明

对某个正常数R(待定),记췍ER
p 为Ep 中包含(v,∇췍Q,h)且满足 DXv 恒为1,‖(v,∇췍Q,h)‖Ep≤

R 的闭子集.对(v,∇췍Q,h)∈췍ER
p,有

v∈C(ℝ+;̇Bn/p-1
p,1 ),  ∂tv,∇2v∈L1(ℝ+;̇Bn/p-1

p,1 ).
为简便,进一步改写系统(14)为

∂tu-μΔu+∇췍P=f1(v,∇췍Q),

∂tθ-kΔθ=f2(h,v),

divu=g(v),

u t=0=u0, θ t=0=θ0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï ,

其中

f1(v,∇췍Q)=(1-ρ0)∂tv+μdiv((AAT-In)∇v)+(In -AT)∇췍Q,

f2(h,v)=(1-Cvρ0)∂th+kdiv((AAT-In)∇h)+2μ
AT∇v+DvA

2
2
,
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g(v)=div((In -A)v).
因此,当u0∈̇Bn/p-1

p,1 ,θ0∈̇Bn/p-2
p,1 在范数意义下足够小,且初始密度满足

‖1-ρ0‖M(̇Bn/p-1
p,1

)≤c,  ‖1-Cvρ0‖M(̇Bn/p-2
p,1

)≤c (15)
时,若取R 足够小(R 依赖于c),则只需验证映射Φ满足Banach不动点定理的条件即可完成定理1的

证明.显然,对(v,∇췍Q,h)∈췍ER
p,当R 足够小时必有

∫
∞

0
‖Dv‖Ḃn/p

p,1dt≤c. (16)

  1)证明Φ:췍ER
p→췍ER

p.
根据引理1和引理2,可得

‖Φ(v,∇췍Q,h)‖Ep =C(‖u0‖Ḃn/p-1
p,1 +‖θ0‖Ḃn/p-2

p,1 +

‖f1,μ∇g,R‖L1(̇Bn/p-1
p,1

)+‖f2‖L1(̇Bn/p-2
p,1

)). (17)
下面逐项处理式(17)右端.关于f1 和f2 的估计,由乘子空间M(̇Bn/p-1

p,1 )和M(̇Bn/p-2
p,1 )的定义,有

‖(1-ρ0)∂tv‖Ḃn/p-1
p,1 ≤C‖1-ρ0‖M(̇Bn/p-1

p,1
)‖∂tv‖Ḃn/p-1

p,1
, (18)

‖(1-Cvρ0)∂th‖Ḃn/p-2
p,1 ≤C‖1-Cvρ0‖M(̇Bn/p-2

p,1
)‖∂th‖Ḃn/p-2

p,1 . (19)
根据 DX =1和不等式(9),可得

‖div((AAT-In)∇v)‖L1(̇Bn/p-1
p,1

)≤C‖Dv‖L1(̇Bn/p
p,1
)‖Dv‖L1(̇Bn/p

p,1
), (20)

‖div((AAT-In)∇h)‖L1(̇Bn/p-2
p,1

)≤C‖Dv‖L1(̇Bn/p
p,1
)‖Dh‖L1(̇Bn/p-1

p,1
). (21)

根据不等式(5),可得(In-AT)∇췍Q 的估计:

‖(In -AT)∇췍Q‖L1(̇Bn/p-1
p,1

)≤C‖Dv‖L1(̇Bn/p
p,1
)‖D췍Q‖L1(̇Bn/p-1

p,1
). (22)

由A的定义可知

A(t)= In +∫
t

0
Dvd( )τ

-1

=∑
k∈ℕ

(-1)k∫
t

0
Dvd( )τ

k

.

因此可得

‖A‖L∞ (̇Bn/p
p,1
)≤C‖Dv‖L1(̇Bn/p

p,1
)≤c.

  下面对f2 的最后一项进行估计.由不等式(5),(9),可得

AT∇v+DvA
2

2

L1(̇Bn/p-2
p,1

)
≤C‖DvA‖L∞ (̇Bn/p-2

p,1
)‖DvA‖L1(̇Bn/p

p,1
)≤

C‖A‖L∞ (̇Bn/p
p,1
)‖Dv‖L∞ (̇Bn/p-2

p,1
)‖Dv‖L1(̇Bn/p

p,1
)‖A‖L∞ (̇Bn/p

p,1
)≤

C‖Dv‖2L1(̇Bn/p
p,1
)‖v‖L∞ (̇Bn/p-1

p,1
)‖Dv‖L1(̇Bn/p

p,1
). (23)

再对g(v)进行估计.根据g(v)的定义,将其改写为

g(v)=div((In -A)v)=Dv∶(In -A),
由不等式(5)可得

‖g(v)‖L1(̇Bn/p
p,1
)≤C‖Dv‖L1(̇Bn/p

p,1
)‖Dv‖L1(̇Bn/p

p,1
). (24)

最后对R(v)进行估计,对R(v)关于t求导,易知

∂t(g(v))=div((In -A)∂tv)+div(-∂tAv).
定义

R1=(In -A)∂tv,  R2=-∂tAv,
则根据引理3、不等式(4),(6),可得

‖(In -A)∂tv‖L1(̇Bn/p-1
p,1

)≤C‖Dv‖L1(̇Bn/p
p,1
)‖∂tv‖L1(̇Bn/p-1

p,1
), (25)

‖-∂tAv‖L1(̇Bn/p-1
p,1

)≤C‖Dv‖L1(̇Bn/p
p,1
)‖v‖L∞ (̇Bn/p-1

p,1
). (26)

将不等式(18)~(26)代入式(17),对췍ER
p 中的任意(v,∇췍Q,h),有

‖Φ(v,∇췍Q,h)‖췍ER
p ≤C(‖u0‖Ḃn/p-1

p,1 +‖θ0‖Ḃn/p-2
p,1 +

(‖1-ρ0‖M(̇Bn/p-1
p,1

)+‖1-Cvρ0‖M(̇Bn/p-2
p,1

)+‖Dv‖L1(̇Bn/p
p,1
))×
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‖(v,∇췍Q,h)‖췍ER
p
+‖Dv‖2L1(̇Bn/p

p,1
)‖(v,∇췍Q,h)‖

2
췍ER
p
).

因此,对任意的正常数c,如果满足式(16),在췍ER
p 中满足 ‖(v,∇췍Q,h)‖췍ER

p≤R,且初始密度满足

式(15),则有

‖Φ(v,∇췍Q,h)‖췍ER
p ≤C(‖u0‖Ḃn/p-1

p,1 +‖θ0‖Ḃn/p-2
p,1
)+12‖

(v,∇췍Q,h)‖췍ER
p .

取R=c(μ+k),则有Φ(v,∇췍Q,h)∈췍ER
p.从而完成对Φ:췍ER

p→췍ER
p 的证明.

  2)证明Φ是压缩映像.
下面在小初值条件下,证明映射Φ:췍ER

p→췍ER
p 是压缩的.首先,令(uj,∇췍Pj,θj)=Φ(vj,∇췍Qj,hj),

其中j=1,2.记δu=u2-u1,∇δP=∇췍P2-∇췍P1,δθ=θ2-θ1.此外,为简便,记Xi=Xvi
,Ai=Avi=

(DXi)-1,其中i=1,2.因此,可得(δu,∇δP,δθ)满足如下方程:

∂tδu-μΔδu+∇δP=δf=δf1+δf2+δf3+μdiv(δf4)+μdiv(δf5),

∂tδθ-kΔδθ=δm=δm1+δm2+kdiv(δm4)+kdiv(δm5),

div(δu)=δg

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
其中

δf1=(1-ρ0)∂tδu, δf2=(In -AT
2)∇δP, δf3=(A1-A2)T∇췍P1,

δf4=(A2AT
2 -A1AT

1)∇u1,  δf5=(A2AT
2 -In)∇δu,

δm1=(1-Cvρ0)∂tδθ,  δm2=2μ
AT
2∇u2+Du2A2

2
2

- AT
1∇u1+Du1A1

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
,

δm3=(A2AT
2 -A1AT

1)∇θ1,  δm4=(A2AT
2 -In)∇δθ,

δg=div((In -A2)δu+(A1-A2)u1).
易知

∂tδg=div(δR)=div(δR1+δR2+δR3+δR4),
其中

δR1=-∂tA2δu,  δR2=(In -A2)∂tδu,

δR3=∂t(A1-A2)u1,  δR4=(A1-A2)∂tu1.
根据引理1和引理2,可得

‖Φ(δv,∇δQ,δh)‖Ep ≤C(‖δf‖L1(̇Bn/p-1
p,1

)+‖δm‖L1(̇Bn/p-2
p,1

)+

μ‖δg‖L1(̇Bn/p
p,1
)+‖δR‖L1(̇Bn/p-1

p,1
)). (27)

  下面对式(27)右端进行逐项估计.先对δf1 和δm1 进行估计.由乘子空间M(̇Bs
p,1)的定义,可得

‖δf1‖L1(̇Bn/p-1
p,1

)≤C‖1-ρ0‖M(̇Bn/p-1
p,1

)‖∂tδu‖Ḃn/p-1
p,1
, (28)

‖δm1‖L1(̇Bn/p-2
p,1

)≤C‖1-ρ0‖M(̇Bn/p-2
p,1

)‖∂tδθ‖Ḃn/p-2
p,1 . (29)

根据不等式(5)可知

‖δf2‖L1(̇Bn/p-1
p,1

)≤C‖Dv2‖L1(̇Bn/p
p,1
)‖DδP‖L1(̇Bn/p-1

p,1
). (30)

同理,可得δf5 和δm4 的估计.根据 DX =1和不等式(8),可得

‖δf5‖L1(̇Bn/p
p,1
)≤C‖Dv2‖L1(̇Bn/p

p,1
)‖Dδu‖L1(̇Bn/p

p,1
), (31)

‖δm4‖L1(̇Bn/p-1
p,1

)≤C‖Dv2‖L1(̇Bn/p
p,1
)‖Dδθ‖L1(̇Bn/p-1

p,1
). (32)

  下面对δm2 进行估计.由A的定义、不等式(4),(9),(10),可得

‖δm2‖L1(̇Bn/p-2
p,1

)≲ AT
2∇u2+Du2A2+AT

1∇u1+Du1A1
2 L1(̇Bn/p

p,1
)
×

AT
2∇u2+Du2A2-AT

1∇u1-Du1A1
2 L∞ (̇Bn/p-2

p,1
)
≲

Du2A2+Du1A1‖L1(̇Bn/p
p,1
)×‖(AT

2 -AT
1)∇u1+AT

2∇δu+

Du1(A2-A1)+DδuA2‖L∞ (̇Bn/p-2
p,1

)≲
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(‖Du2‖L1(̇Bn/p
p,1
)‖Dv2‖L1(̇Bn/p

p,1
)+‖Du1‖L1(̇Bn/p

p,1
)‖Dv1‖L1(̇Bn/p

p,1
))×

(‖Dδv‖L1(̇Bn/p
p,1
)‖u1‖L∞ (̇Bn/p-1

p,1
)+‖Dv2‖L1(̇Bn/p

p,1
)‖δu‖L∞ (̇Bn/p-1

p,1
)). (33)

根据不等式(9),(10),可得δf4 和δm3 的相关估计如下:

‖δf4‖L1(̇Bn/p
p,1
)≤C‖Dδv‖L1(̇Bn/p

p,1
)‖Du1‖L1(̇Bn/p

p,1
), (34)

‖δm3‖L1(̇Bn/p-1
p,1

)≤C‖Dδv‖L1(̇Bn/p
p,1
)‖Dθ1‖L1(̇Bn/p-1

p,1
). (35)

此外,为获得δg在L1(̇Bn/p
p,1)中的估计,将δg改写为

δg=Dδu∶(In -A2)-Du1∶(A2-A1).
根据不等式(5),可知

‖Dδu∶(In -A2)‖L1(̇Bn/p
p,1
)≤C‖Dv2‖L1(̇Bn/p

p,1
)‖Dδu‖L1(̇Bn/p

p,1
). (36)

由不等式(9),可得

‖Du1∶(A2-A1)‖L1(̇Bn/p
p,1
)≤C‖Du1‖L1(̇Bn/p

p,1
)‖Dδv‖L1(̇Bn/p

p,1
). (37)

  下面对∂tδg 进行估计.根据δg的定义易知

∂tδg=div(δR)=div(δR1+δR2+δR3+δR4). (38)
对式(38)右端进行逐项估计.由不等式(6)可得

‖δR1‖L1(̇Bn/p-1
p,1

)≤C‖Dv2‖L1(̇Bn/p
p,1
)‖δu‖L∞ (̇Bn/p-1

p,1
). (39)

根据不等式(5),有

‖δR2‖L1(̇Bn/p-1
p,1

)≤C‖Dv2‖L1(̇Bn/p
p,1
)‖∂tδu‖L1(̇Bn/p-1

p,1
). (40)

由不等式(12),可得

‖δR3‖L1(̇Bn/p-1
p,1

)≤C‖Dδv‖L1(̇Bn/p
p,1
)‖u1‖L∞ (̇Bn/p-1

p,1
). (41)

根据不等式(9),有

‖δR4‖L1(̇Bn/p-1
p,1

)≤C‖Dδv‖L1(̇Bn/p
p,1
)‖∂tu1‖L1(̇Bn/p-1

p,1
). (42)

将不等式(28)~(37),(39)~(42)代入式(27),可得

‖Φ(δv,∇δQ,δh)‖Ep ≲C(‖1-ρ0‖M(̇Bn/p-1
p,1

)+‖1-Cvρ0‖M(̇Bn/p-2
p,1

)+

‖Dv2‖L1(̇Bn/p
p,1
))×‖(δu,∇δP,δθ)‖Ep +

C(μ+k)-1‖(u1,∇췍P1,θ1)‖Ep‖(δv,∇δQ,δh)‖Ep +

‖Dvi‖L1(̇Bn/p
p,1
)‖Dui‖L1(̇Bn/p

p,1
)‖u1‖L∞ (̇Bn/p-1

p,1
)‖Dδv‖L1(̇Bn/p

p,1
)+

‖Dvi‖2L1(̇Bn/p
p,1
)‖Dui‖L1(̇Bn/p

p,1
)‖δu‖L∞ (̇Bn/p-1

p,1
).

若v1,v2和ρ0 满足式(16),(15),并保证其在范数意义下足够小,则有

‖Φ(δv,∇δQ,δh)‖Ep ≤2CR(μ+k)-1‖(δv,∇δQ,δh)‖Ep.
因此在小初值条件下,当 R 满足4CR≤μ+k,即4Cc≤1(c充分小)时,映射 Φ:췍ER

p→췍ER
p 满足

1
2-Lipschitz

条件.于是完成了系统(13)在췍ER
p 中适定性的证明.

4.2 定理2的证明

考虑在 Euler坐标系下,系统(1)有唯一的整体解.利用定理1可构造系统(13)的整体解

(u,θ,∇췍P),使其满足

ρ0 ∈L∞(M(̇Bn/p-1
p,1 )∩M(̇Bn/p-2

p,1 )),  (u,θ)∈Ep.
记

(ρ,u,θ,P)=(ρ0X-1
u ,u췍X-1

u ,θ췍X-1
u ,췍P췍X-1

u )
是系统(1)的解.由Xu 的定义,可得DXu-In∈̇Bn/p

p,1.因此,映射φ φ췍X±1
u (t)(Lagrange变换或逆

变换)是连续的且是 Ḃs
p,1到自身的[12],其中s∈{n/p,n/p-1,n/p-2},易知ρ∈L∞(M (̇Bn/p-1

p,1 )∩
M(̇Bn/p-2

p,1 )),u∈L∞ (̇Bn/p-1
p,1 ),θ∈L∞ (̇Bn/p-2

p,1 ).此外,根据Lagrange坐标变换的运算法则,有

∇P=(AT
u∇췍P)췍X-1

u , ∇u=(AT
u∇u)췍X-1

u , ∇θ=(AT
u∇θ)췍X-1

u .
  综上,可得(u,θ)∈Ep.为证明唯一性,考虑在Euler坐标系下的两个解(ρ1,u1,θ1)和(ρ2,u2,θ2),
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它们具有相同的初值(ρ0,u0,θ0).从而通过Lagrange坐标变换将系统(1)改写为系统(13),进而得

(ρi,ui,θi)∈L∞(M(̇Bn/p-1
p,1 )∩M(̇Bn/p-2

p,1 ))×Ep,i=1,2.因此,利用定理1即可完成唯一性的证明.
证毕.
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