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抛物方程的Landweber迭代
正则化方法的后验误差估计

申 钰,熊向团
(西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070)

摘要:考 虑 二 维 抛 物 方 程 Cauchy问 题 的 反 问 题,该 问 题 是 严 重 不 适 定 的.首 先,用

Landweber迭代正则化方法得到该问题的一个正则近似解,用Fourier变换求出该问题的精

确解;其次,在后验正则化参数的选取规则下,给出精确解和正则解之间的Hölder型误差估

计,并使用更强的先验条件给出端点x=1处的误差估计;最后,给出数值实例说明该方法的

有效性.结果表明,该方法比已有方法收敛速度更快.
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Abstract:Weconsideredtheinverseproblem ofCauchyproblem oftwodimensionalparabolic
equations,whichwasseriouslyill-posed.Firstly,aregularapproximatesolutionoftheproblemwas
obtainedbyusingLandweberiterativeregularizationmethod,andFouriertransform wasusedto
obtaintheexactsolutionoftheproblem.Secondly,theHöldertypeerrorestimationbetweenthe
exactsolutionandtheregularsolution wasgiven undertheselectionrulesoftheposterior
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0 引 言

假设φ(y,t)∈L2(ℝ×ℝ)为给定函数,且当t<0时,φ(y,t)=0,定义φ(y,t)的范数为



‖φ(y,t)‖=∬ℝ×ℝ
φ(y,t)2dyd( )t

1/2

.

考虑二维抛物型方程的Cauchy问题:

uxx +uyy =ut, x∈ (0,1), (y,t)∈ ℝ×ℝ,

u(0,y,t)=φ(y,t),(y,t)∈ ℝ×ℝ,

ux(0,y,t)=0, (y,t)∈ ℝ×ℝ,
(1)

其中函数u(x,·,·)和φδ(·,·)都属于L2(ℝ×ℝ),精确数据函数φ(·,·)及其噪声数据函数

φδ(·,·)满足:

‖φ-φδ‖ ≤δ, (2)
这里δ>0表示输入数据的噪声水平.记f(y,t)∶=u(1,y,t)且有一个先验界

‖f(·,·)‖ ≤E, (3)
其中E>0是一个常数.需从给定Cauchy数据[u,ux]在x=0处的值反演u(x,·,·)(0≤x≤1).

二维抛物方程Cauchy问题的逆问题,即在二维抛物方程中用x=0处的值去反演x∈(0,1]处的

函数值,应用广泛.在实际应用中,给定源参数在固定位置(x,y)的测量数据的传热过程可用问题(1)
描述,物理学中的许多分支,如流体动力学、等离子体动力学、光学、场论、凝聚态物理等领域也常涉

及这类方程[1].而这类问题是严重不适定问题,其数据的一个小扰动可能在解中引起极大误差,因此

需要一种合适的正则化方法解决此问题.目前,关于抛物方程Cauchy问题正则化的理论研究已有很

多结果.对于一维情形,Knabner等[2]利用Fourier变换对一维方程的精确解给出了最优稳定性估计;
文献[3]用 Meyer小波正则化方法讨论了该问题,并给出了先验的正则化参数选取规则及误差估计;
文献[4]将 Meyer小波正则化方法推广到 N 维情形,并给出了先验的正则化参数选取规则及误差估

计.对于二维情形,文献[5-6]提出了两种正则化策略:基于方程的修正核方法和基于高频分量的截断

方法;文献[7]提出了一种改进的拟边值正则化方法处理不适定问题,通过选择适当的正则化参数和

引入一些技术不等式,得到了近似解与其精确解之间精确的误差估计;文献[8]从不同角度提出了两

种正则化方法,Tikhonov方法和Fourier截断方法,给出并证明了精确解与其正则化近似之间的收敛

估计.Landweber迭 代 正 则 化 方 法 也 可 用 于 分 析 和 解 决 逆 问 题 的 不 适 定 性[9-12].本 文 考 虑 用

Landweber迭代处理二维抛物方程Cauchy问题,给出后验的正则化参数选取规则及误差估计,并通

过使用更强的先验条件得到端点x=1处的误差估计.

1 预备知识及不适定性分析

本文考虑问题(1)的不适定性并求解该问题.对输入数据φ(y,t),定义它的Fourier变换为

φ̂(η,ξ)=
1
2π∬ℝ2

φ(y,t)e-i
(ηy+ξt)dydt, η∈ ℝ, ξ∈ ℝ. (4)

通过对问题(1)的变量y和t进行二维Fourier变换,在频率空间中得到如下二阶常微分方程的Cauchy
问题:

ûxx =(iξ+η2)̂u, x∈ (0,1), η,ξ∈ ℝ,

û(0,η,ξ)=̂φ(η,ξ),η,ξ∈ ℝ,

ûx(0,η,ξ)=0, η,ξ∈ ℝ,
(5)

从而可得问题(5)的解:

û(x,η,ξ)=̂φ(η,ξ)cosh(xθ), (6)
其中θ=θ(η,ξ)是iξ+η2 的主平方根.易证θ的实部和虚部由下式给出:

α=R(θ)= ξ2+η4 +η2
2

,  β=I(θ)=sign(ξ) ξ2+η4 -η2
2

, (7)

且可得 R(θ)≥I(θ)≥0.
由Fourier逆变换,可得问题(5)的精确解:
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u(x,y,t)=12π∬ℝ×ℝ
φ̂(η,ξ)cosh(xθ)ei

(ηy+ξt)dηdξ. (8)

特别地,由式(6)可得

φ̂(η,ξ)=
û(1,η,ξ)
cosh(θ). (9)

  下面假设问题(5)的解满足如下先验界:

‖̂f(η,ξ)‖L2(ℝ)=‖cosh(θ)̂φ(η,ξ)‖ ≤E. (10)

将 1
cosh(xθ)

定义为精确解的核,由于 cosh(xθ)在x>0是无界的,因此数据中的小错误可能会爆炸

并完全破坏解决方案.此外,高频分量中的误差被该因子exp ξ2+η4+η2{ }2
放大,因此,不能用经

典的数值方法计算这个问题.本文采用Landweber迭代正则化方法,即通过修改核降低问题(1)的
难度.

引理1[5] 若α≥β≥0,x≥0,σ=sign(ξ),ξ∈ℝ,则有

cosh(α+iσβ)≥
1-2e-π/2

2 eα, (11)

cosh(α+iσβ)x ≤exα. (12)

2 Landweber迭代正则化方法

问题(5)是不适定的.如果想要恢复其解的稳定性,需要使用正则化方法.本文采用Landweber
迭代正则化方法得到式(5)的正则化解.

根据式(6),可得

1
cosh(xθ)û

(x,η,ξ)=̂φ(η,ξ). (13)

定义算子 K̂:̂u→̂φ,因为是乘法算子,所以式(6)可改写为如下算子方程:

K̂̂u=̂φ, (14)
则有 K̂̂K*= K̂ 2,采用Landweber正则化方法求解 K̂̂u=̂φ的正则化解.将算子方程 K̂̂u(x,η,ξ)=

φ̂(η,ξ)替换为算子方程

û(x,η,ξ)=(I-âK*̂K)̂u(x,η,ξ)+âK*̂φ(η,ξ),
得到迭代格式如下:

û0(x,η,ξ)=0, ̂um(x,η,ξ)=(I-âK*̂K)̂um-1(x,η,ξ)+âK*̂φ(η,ξ),

其中a是松弛因子且满足0<a≤ 1
‖K‖2.

设算子Rm:L2(Ω)→L2(Ω)为

Rm =a∑
m-1

n=0

(I-âK*̂K)n̂K*=1-(1-a K̂ 2)m
K̂

,  m=1,2,…, (15)

则用可测数据φ̂δ(η,ξ)进行Landweber迭代求得解为

ûm,δ(x,η,ξ)=Rm̂φδ(η,ξ)=a∑
m-1

n=0

(I-âK*̂K)n̂K*̂φδ(η,ξ), (16)

从而可得

ûm,δ(x,η,ξ)= 1- 1- a
cosh(xθ)

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

m

cosh(xθ)̂φδ(η,ξ),  0<x≤1. (17)

再利用Fourier逆变换,可得问题(1)的Landweber迭代正则化解为

 um,δ(x,y,t)=12π∬ℝ2
1- 1- a

cosh(xθ)
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

m

cosh(xθ)̂φδ(η,ξ)ei
(ηy+ξt)dydt, 0<x≤1. (18)
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3 后验参数选取下的误差估计

下面将在后验正则化参数的选取规则下,给出问题(1)的误差估计.设τ>1为固定常数,并在

m=m(δ)∈ℕ0 第一次出现时停止算法:
‖K̂̂um,δ(x,η,ξ)-̂φδ(η,ξ)‖ ≤τδ,  0<x≤1, (19)

其中‖̂φδ‖≥τδ.
引理2 令β(m)≤‖K̂̂u(x,η,ξ)-̂φ(η,ξ)‖,则下列结论成立:
1)lim

m→0
β(m)=‖̂φ(η,ξ)‖;

2)lim
m→+∞

β(m)=0;

3)β(m)是一个连续函数;

4)对任意m∈(0,+∞),β(m)是严格单调递减的函数.
证明:由

β(m)=‖K̂̂um,δ(x,η,ξ)-̂φδ(η,ξ)‖= 1- a
cosh(θ)

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

m

φ̂δ(η,ξ) (20)

可知β(m)满足以上4个条件.
引理3 对任意x∈(0,1),正则化参数m 满足:

m≤ 1ax
2

1-2e-π/
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

2x E
(τ-1)

æ

è
ç

ö

ø
÷

δ
2x

. (21)

  证明:根据式(16),有

Rm̂φ(η,ξ)=
1-(1-a K̂ 2)m

K̂ φ̂(η,ξ),

从而有

‖K̂Rm̂φ(η,ξ)-̂φ(η,ξ)‖=‖(1-a K̂ 2)m̂φ(η,ξ)‖, (22)
因为 1-a K̂ 2 <1,所以由式(22)可得‖K̂Rm-1-I‖≤1.根据式(19),可得

‖K̂̂um,δ(x,η,ξ)-̂φδ(η,ξ)‖ ≤τδ≤ ‖K̂̂u(m-1),δ(x,η,ξ)-̂φδ(η,ξ)‖,
则

‖K̂Rm-1̂φ(η,ξ)-̂φ(η,ξ)‖=‖K̂Rm-1̂φ(η,ξ)-K̂Rm-1̂φδ(η,ξ)+K̂Rm-1̂φδ(η,ξ)-

φ̂δ(η,ξ)+̂φδ(η,ξ)-̂φ(η,ξ)‖=
‖K̂Rm-1̂φδ(η,ξ)-̂φδ(η,ξ)+ (̂KRm-1-I)(̂φ(η,ξ)-̂φδ(η,ξ))‖ ≥
‖K̂Rm-1̂φδ(η,ξ)-̂φδ(η,ξ)‖-
‖(̂KRm-1-I)(̂φ(η,ξ)-̂φδ(η,ξ))‖ ≥
τδ-‖K̂Rm-1-I‖δ≥ (τ-1)δ,

因此

‖K̂Rm-1̂φ(η,ξ)-̂φ(η,ξ)‖ ≥ (τ-1)δ. (23)
此外,有

‖K̂Rm-1̂φ(η,ξ)-̂φ(η,ξ)‖=‖(1-a K̂ 2)m-1̂φ(η,ξ)‖=

(1-a K̂ 2)m-1 f̂(η,ξ)
cosh(θ)≤

sup
(η,ξ)∈(ℝ×ℝ)

(1-a/cosh(xθ)2)m-1

cosh(θ) E≤

sup
(η,ξ)∈(ℝ×ℝ)

2
1-2e-π/2

(1-a/e2xα)m-1

eα E =

sup
(η,ξ)∈(ℝ×ℝ)

h(α)E.

  设h(α)= 2
1-2e-π/2

(1-a/e2xα)m-1
eα

,令h′(α3)=0,可得α3=12xln
(2ax(m-1)+a),则
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h(α3)= 2
1-2e-π/2

(2ax(m-1)+a)-1/(2x) 2ax(m-1)
2ax(m-1)+
æ

è
ç

ö

ø
÷

a
m-1

≤

2
1-2e-π/2

(2ax(m-1)+a)-1/(2x)≤ 2
1-2e-π/2

1æ
è
ç

ö

ø
÷

ax
1/(2x)

m-1/(2x),

从而可得

‖K̂Rm-1̂φ(η,ξ)-̂φ(η,ξ)‖ ≤ h(α3)E≤ 2
1-2e-π/2

1æ
è
ç

ö

ø
÷

ax
1/(2x)

m-1/(2x)E. (24)

由式(23),(24)可得

2
1-2e-π/2

1æ
è
ç

ö

ø
÷

ax
1/(2x)

m-1/(2x)E≥ (τ-1)δ,

因此

m≤
2

1-2e-π/
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

2x 1
ax

E
(τ-1)

æ

è
ç

ö

ø
÷

δ
2x

. (25)

  定理1 设u(x,y,t)是问题(1)的精确解,um,δ(x,y,t)是问题(1)带有噪声数据的正则解.若噪声

假设式(2)和先验界式(9)成立,正则化参数由式(21)选择,则对任意的0<x<1,如下误差估计式

成立:

‖um,δ(x,y,t)-u(x,y,t)‖ ≤C3Exδ1-x, (26)

其中C3=
2

1-2e-π/2(τ-1
æ

è
ç

ö

ø
÷
)

x

x-1/2+(2τ2+2)(1-x)/2是一个常数.

证明:由三角不等式和Parseval等式得

‖um,δ(x,y,t)-u(x,y,t)‖=‖̂um,δ(x,η,ξ)-̂u(x,η,ξ)‖ ≤
‖̂um,δ(x,η,ξ)-̂um(x,η,ξ)‖+ ‖̂um(x,η,ξ)-̂u(x,η,ξ)‖.

记I1=‖̂um,δ(x,η,ξ)-̂um(x,η,ξ)‖,I2=‖̂um(x,η,ξ)-̂u(x,η,ξ)‖.
首先估计I1.由式(21)及引理3可知

I1= ‖̂um,δ(x,η,ξ)-̂um(x,η,ξ)‖= 1-(1-a K̂ 2)m
K̂

(̂φδ(η,ξ)-̂φ(η,ξ))≤

1- 1- a
cosh(xθ)

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

m

cosh(xθ)‖̂φδ(η,ξ)-̂φ(η,ξ)‖ ≤

sup
(η,ξ)∈(ℝ×ℝ)

1- 1- a
cosh(xθ)

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

m

cosh(xθ)‖̂φδ(η,ξ)-̂φ(η,ξ)‖ ≤

sup
(η,ξ)∈(ℝ×ℝ)

1- 1- a
cosh(xθ)

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

m

cosh(xθ)δ≤

sup
(η,ξ)∈(ℝ×ℝ)

1- 1- a
cosh(xθ)

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

m

cosh(xθ)δ.

根据Bernoulli不等式可知

1- 1- a
cosh(xθ)

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

m

≤ am
cosh(xθ)2,

则‖̂um,δ(x,η,ξ)-̂um(x,η,ξ)‖≤ amδ,从而可得

‖̂um,δ(x,η,ξ)-̂um(x,η,ξ)‖ ≤
2

1-2e-π/2(τ-1
æ

è
ç

ö

ø
÷
)

x

x-1/2Exδ1-x. (27)

  其次估计I2.根据Hölder不等式可得

‖̂um(x,η,ξ)-̂u(x,η,ξ)‖2=
(1-a K̂ 2)m

K̂ φ̂(η,ξ)
2

=

(1-a K̂ 2)m
K̂

(̂φ(η,ξ))1-x(̂φ(η,ξ))x
2

≤
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(1-a K̂ 2)mcosh(xθ)(̂φ(η,ξ))1-x
f̂(η,ξ)
cosh(θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
x 2

=

∬ℝ×ℝ
(1-a K̂ 2)mcosh(xθ)

coshx(θ)φ̂
(η,ξ)1-

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
2
(̂f(η,ξ))2xdηdξ≤

∬ℝ×ℝ
(1-a K̂ 2)m̂φ(η,ξ)1-( )x 2/(1-x)dηd( )ξ

1-x

∬ℝ×ℝ
(̂f(η,ξ)2x)1

/xdηd( )ξ
x

≤

∬ℝ×ℝ
(1-a K̂ 2)m(̂φ(η,ξ)-̂φδ(η,ξ)+̂φδ(η,ξ))1-( )x 2/(1-x)dηd( )ξ

1-x

‖̂f(η,ξ)‖2x ≤

∬ℝ×ℝ
(1-a K̂ 2)2m/(1-x)(̂φ(η,ξ)-̂φδ(η,ξ)+̂φδ(η,ξ))2dηd( )ξ

1-x

E2x ≤

21-x ‖(1-a K̂ 2)m/(1-x)(̂φ(η,ξ)-̂φδ(η,ξ))‖( 2+
‖(1-a K̂ 2)m/(1-x)̂φδ(η,ξ)‖ )2 1-xE2x ≤
21-x ‖(̂φ(η,ξ)-̂φδ(η,ξ))‖2+‖(1-a K̂ 2)m̂φδ(η,ξ)‖( )2 1-xE2x ≤
21-x(δ2+τ2δ2)1-xE2x ≤ (2+2τ2)1-xδ2(1-x)E2x,

故

‖̂um(x,η,ξ)-̂u(x,η,ξ)‖ ≤ (2+2τ2)(1-x)/2δ1-xEx. (28)
根据式(27),(28)可得

‖um,δ(x,y,t)-u(x,y,t)‖ ≤
2

1-2e-π/2(τ-1
æ

è
ç

ö

ø
÷
)

x

x-1/2+(2+2τ2)(1-x)/
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 δ1-xEx. (29)

  注1 定理1只考虑了区间内的误差估计,而未考虑端点x=1处的误差估计,因此只能说明它是

有界的,不能说明它是收敛的,如果想获得精确解和正则化解在x=1处的误差估计,必须引入更强的

先验假设.为给出x=1处的误差估计,先给出如下先验界:

‖̂f(η,ξ)‖P =‖ePα(η,ξ)̂φ(η,ξ)cosh(xθ)‖ ≤EP, (30)
其中‖̂f(η,ξ)‖P 是P 范数,且P=0是L2 范数.

引理4 假设式(2)和先验条件(9)成立,对P>0先验界(30)成立,则在x=1处的正则化参数m
满足:

m≤ P+1æ

è
ç

ö

ø
÷

a
2

1-2e-π/
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

2/(P+1) EP

(τ-1)
æ

è
ç

ö

ø
÷

δ
2/(P+1)

. (31)

  证明:令 K̂0= 1
cosh(θ)

,R0
m =a∑

m-1

n=0

(I-âK*
0̂K0)n̂K*

0,则

‖̂K0R0m-1̂φ(η,ξ)-̂φ(η,ξ)‖ ≥ ‖̂K0R0m-1̂φ(η,ξ)-̂φ(η,ξ)‖-‖(̂K0R0m-1-I)(̂φ(η,ξ)-̂φδ(η,ξ))‖ ≥
τδ-‖K̂0R0

m-1-I‖δ≥ (τ-1)δ,
从而

‖K̂0R0
m-1̂φ(η,ξ)-̂φ(η,ξ)‖ ≥ (τ-1)δ. (32)

另一方面,有

‖K̂0R0
m-1̂φ(η,ξ)-̂φ(η,ξ)‖= K̂0a∑

m-1

n=0

(I-âK*
0̂K0)n̂K*

0̂φ(η,ξ)-̂φ(η,ξ)=

‖(I-a K̂0
2)m-1̂φ(η,ξ)‖=

(I-a K̂0
2)m-1ePαcosh(θ)̂φ(η,ξ)

e-Pα

cosh(θ)≤

sup
(η,ξ)∈(ℝ×ℝ)

1- a
cosh(θ)

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

m-1 e-Pα

cosh(θ)EP ≤

sup
(η,ξ)∈(ℝ×ℝ)

2
1-2e-π/2

1-a
e2

æ

è
ç

ö

ø
÷

α

m-1

e-(P+1)α EP = sup
(η,ξ)∈(ℝ×ℝ)

l(α)EP,

其中l(α)= 2
1-2e-π/2

1-a
e2

æ

è
ç

ö

ø
÷

α

m-1

e-(P+1)α.令l′(α4)=0,则有α4=12ln
2a(m-1)+a(P+1)

P
æ

è
ç

ö

ø
÷

+1
,
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l(α)≤l(α4)= 2
1-2e-π/2

1- P+1
2(m-1)+P+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
m-1 2a(m-1)+a(P+1)

P+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
-(P+1)/2

≤

2
1-2e-π/2

2a(m-1)+a(P+1)
P+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
-(P+1)/2

≤ 2
1-2e-π/2

2a(m-1)
P+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
-(P+1)/2

≤

2
1-2e-π/2

P+1æ

è
ç

ö

ø
÷

a
2/(P+1)

m-(P+1)/2.

故

‖K̂0R0
m-1̂φ(η,ξ)-̂φ(η,ξ)‖ ≤

2
1-2e-π/2

P+1æ

è
ç

ö

ø
÷

a
2/(P+1)

m-(P+1)/2EP. (33)

由式(32),(33)可得

(τ-1)δ≤ 2
1-2e-π/2

P+1æ

è
ç

ö

ø
÷

a
2/(P+1)

m-(P+1)/2EP, (34)

从而可得

m≤ P+1æ

è
ç

ö

ø
÷

a
2

1-2e-π/
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

2/(P+1) EP

(τ-1)
æ

è
ç

ö

ø
÷

δ
2/(P+1)

.

  定理2 设um,δ(x,y,t)为问题(1)在x=1处的正则化解,若噪声假设(2)和先验条件(30)对

P>0成立,将式(31)的解作为x=1处的正则化参数,则误差估计为

‖um,δ(1,y,t)-u(1,y,t)‖ ≤C4E1/(P+1)
P δP/(P+1), (35)

其中C4=(P+1)1/2
2

1-2e-π/2(τ-1
æ

è
ç

ö

ø
÷
)

1/(P+1)

+(2+2τ2)P/(2(P+1))是正常数.

证明:根据三角不等式和Parseval等式,由引理4可得

‖um,δ(1,y,t)-u(1,y,t)‖= ‖̂um,δ(1,η,ξ)-̂u(1,η,ξ)‖ ≤
‖̂um,δ(1,η,ξ)-̂um(1,η,ξ)‖+ ‖̂um(1,η,ξ)-̂u(1,η,ξ)‖ ≤

amδ+ ‖̂um(1,η,ξ)-̂u(1,η,ξ)‖ ≤

(P+1)1/2
2

1-2e-π/2(τ-1
æ

è
ç

ö

ø
÷
)

1/(P+1)

E1/(P+1)
P δP/(P+1)+

‖̂um(1,η,ξ)-̂u(1,η,ξ)‖,
根据Hölder不等式可得

‖̂um(1,η,ξ)-û(1,η,ξ)‖2=
1-(1-a K̂0

2)m
K̂0

φ̂(η,ξ)-cosh(θ)̂φ(η,ξ)
2

=

(1-a K̂0
2)mcosh(θ)̂φ(η,ξ)2=‖(1-a K̂0

2)m̂f(η,ξ)‖2=
‖(1-a K̂0

2)mP/(P+1) φ̂(η,ξ)P/(P+1)×
(1-a K̂0

2)m/(P+1)coshP(θ)̂f(η,ξ)1/(P+1)‖2 ≤

∬ℝ×ℝ
(1-a K̂ 2)2m φ̂(η,ξ)2dηd( )ξ

P/(P+1)

×

∬ℝ×ℝ
(1-a K̂ 2)2mcosh2P(θ)f̂(η,ξ)2dηd( )ξ

1/(P+1)

≤

∬ℝ×ℝ
(1-a K̂ 2)2m φ̂(η,ξ)2dηd( )ξ

P/(P+1)

∬ℝ×ℝ
e2Pα f̂(η,ξ)2dηd( )ξ

1/(P+1)

≤

∬ℝ×ℝ
(1-a K̂ 2)2m φ̂(η,ξ)2dηd( )ξ

P/(P+1)

E2/(P+1)
P ≤

2P/(P+1)∬ℝ×ℝ
(1-a K̂ 2)2m(̂φ(η,ξ)-̂φδ(η,ξ))2+ φ̂δ(η,ξ)2)dηd( )ξ

P/(P+1)

E2/(P+1)
P =

2P/(P+1)(‖(1-a K̂ 2)m(̂φ(η,ξ)-̂φδ(η,ξ))‖2+
‖(1-a K̂ 2)m̂φδ(η,ξ)‖2)P

/(P+1)E2/(P+1)
P ≤
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2P/(P+1)(δ2+τ2δ2)P/(P+1)E2/(P+1)
P =(2+2τ2)P/(P+1)δ2P/(P+1)E2/(P+1)

P .
因此

‖̂um(1,η,ξ)-̂u(1,η,ξ)‖ ≤ (2+2τ2)P/(2(P+1))δP/(P+1)E1/(P+1)
P , (36)

从而

‖um,δ(1,y,t)-u(1,y,t)‖ ≤C4E1/(P+1)
P δP/(P+1),

其中C4=(P+1)1/2
2

1-2e-π/2(τ-1
æ

è
ç

ö

ø
÷
)

1/(P+1)

+(2+2τ2)P/(2(P+1)).证毕.

注2 对比文献[8]中在端点l处的误差估计结果

‖uδ
Tik(l,·,·)-u(l,·,·)‖ ≤C4lnEæ

è
ç

ö

ø
÷

δ
-p
(1+o(1)),

本文结果为

‖um,δ(1,y,t)-u(1,y,t)‖ ≤C4E1/(P+1)
P δP/(P+1),

显然本文结果的收敛速度比文献[8]更快.

4 数值实验

下面给出具体实例说明本文方法的可行性和有效性.本文方法的数值过程基于离散快速Fourier
变换和逆离散快速Fourier变换计算正则化解,并应用引理3、引理4选择正则化参数.数据函数φδ 不

具有一般性,必须在有限域上采样,假设为[-4,4]×[-4,4],数据函数按101×101点等距采样.随

机噪声加到准确的输入数据φ 上,即随机数φδ=φ+εrand(size(φ)),其中函数rand(·)是由

图1 方程(1)在例1条件下的精确解u(0.5,·,·)

Fig.1 Exactsolutionu(0.5,·,·)ofequations(1)

underconditionsofexample1

图2 方程(1)在例1条件下的非正则化解uδ(0.5,·,·)

Fig.2 Unregularizedsolutionuδ(0.5,·,·)of
equations(1)underconditionsofexample1

图3 方程(1)在例1条件下的正则解um,δ(0.5,·,·)

Fig.3 Regularitysolutionum,δ(0.5,·,·)of
equations(1)underconditionsofexample1

MATLAB在[0,1]上产生的随机数组,将并得到噪

声数据φδ,其中φ和φδ 满足式(2).

例1[8] 令φ(y,t)=π2e-
(y2+t2/4),a=0.1,

ε=0.01,求方程(1)在x=0.5处的解.
根据Fourier变换由式(8)可得当φ(y,t)=

π2e-(y
2+t2/4)时在a=0.1,ε=0.01条件下的二维抛

物方程Cauchy问题(1)的精确解u(0.5,·,·),
结果如图1所示.用噪声数据函数φδ(·,·)且未

使用正则化方法所求的解uδ(0.5,·,·)如图2所

示.为恢复解的稳定性,用Landweber迭代正则化

方法得 到 问 题 (1)在 例 1 条 件 下 的 正 则 化 解

um,δ(0.5,·,·)如图3所示.由图1和图2可见,问题(1)是非常不适定的,小的误差即会引起解的巨

大振荡.由图3可见,问题(1)经过Landweber正则化后得到的正则解与精确解非常接近,说明了该方
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法的有效性.此外,对比文献[8]的实例结果表明,在选取参数一致的情况下本文实验结果优于

文献[8]的结果.
综上所述,本文解决了不适定二维抛物方程Cauchy问题.先通过Fourier变换求出了问题的精确

解,再采用Landweber迭代正则化方法得到正则解,然后在后验正则化参数的选取规则下,得到了

精确解与正则解之间的Hölder型误差估计,并且使用比已有结果更强的先验条件给出了端点x=1处

的误差估计,所得误差估计的收敛速度比已有结果更快.数值实验结果表明了本文方法的有效性.
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