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罗巴李代数同态的形变理论
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摘要:通过构造罗巴李代数同态的上同调复形,讨论罗巴李代数同态的形式形变,并证明当

形变复形的二阶上同调群为0时,罗巴李代数同态是刚性的.
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目前,关于代数形变理论的研究已有很多结果.Gerstenhaber[1]研究了结合代数的上同调理论;

Nijenhuis等[2-3]研究了李代数和分次李代数的上同调理论.近年来,形变理论的研究已发展到带线性

算子的代数结构上.例如:Tang等[4]研究了李代数上的罗巴算子;Das[5]将其发展到结合代数上;

Nijenhuis等[6]考虑了代数同态的形变;Gerstenhaber等[7-8]给出了一个上同调比较定理(CCT),用于

研究结合代数和代数同态的同时形变.关于代数同态形变的研究目前也得到了很多成果.例如:

Frégier[9]提出了李代数同态形变的一个新的上同调理论,讨论了两个李代数的同时形变以及它们之间

的同态;Yau[10]研究了余代数同态的形变理论;Das[11]构造了李代数同态的上同调复形,并研究了李

代数同态的Abel扩张.
罗巴算 子 由 Baxter[12]首 次 提 出;Rota[13-14]将 其 应 用 到 代 数 和 组 合 学 中;Semenov-Tyan-

Shanskii[15]研究表明,二次李代数上的反对称经典Yang-Baxter方程的算子即为李代数上权为0的

罗巴算子;文献[16-17]研究了任意权的罗巴算子(也称为加权罗巴算子);文献[18]研究了李群上权为

1的罗巴算子的上同调理论;Das[19]研究了加权罗巴李代数的上同调和形变理论,并指出当权为0时,
其上同调与文献[20]中引入的上同调一致.

本文考虑罗巴李代数同态的形变,将代数同态的形变理论推广到罗巴李代数同态的情形,构造

控制罗巴李代数同态形变的上同调复形,并用构造出的上同调复形研究其形变问题.除特别说明外,
本文中的线性空间、线性映射、Hom均定义在特征为0的域FF上.



1 罗巴李代数同态的上同调

定义1[21] 设A 是一个李代数.
1)如果线性映射T:A→A 满足

[T(x),T(y)]=T([T(x),y]+[x,T(y)]+λ[x,y]),  x,y∈A, (1)
则称T 是一个权为λ的罗巴算子;

2)称李代数A 和权为λ的罗巴算子T 组成的二元组(A,T)是一个权为λ的罗巴李代数.
定义2[19] 设(A,TA),(B,TB)是权为λ的罗巴李代数.如果线性映射ϕ:A→B 是李代数同态,

并满足ϕ췍TA =TB췍ϕ,则称ϕ是从(A,TA)到(B,TB)的罗巴李代数同态.
记RBλ 是权为λ的罗巴李代数的范畴,定义2中的映射即为该范畴中的态射.
定义3[19] 设(A,T)是一个权为λ的罗巴李代数.若M 是李代数A 上的模,且TM:M→M 满足

T(x)·TM(m)=TM(T(x)·m+x·TM(m)+λx·m), x∈A, m∈M, (2)
则(M,TM)称为(A,T)上的罗巴李模.

显然,(A,T)是其自身上的李模.
定义4 设(M,TM)和(N,TN)是罗巴李代数(A,T)上的罗巴李模.如果线性映射f:M→N 是

李模同态,并满足TN췍f=f췍TM,则称f是一个(A,T)-模同态.
命题1[19] 设(A,T)是一个权为λ的罗巴李代数,则有以下结论:

1)[A,[-,-]☆A
]是一个李代数,其中

[x,y]☆A =[T(x),y]+[x,T(y)]+λ[x,y],  x,y∈A, (3)
记该李代数为A☆.
2)(A☆,T)是权为λ的罗巴李代数,且映射T:A☆→A 是从(A☆,T)到(A,T)的罗巴李代数同态.
命题2[19] 设(A,T)是权为λ的罗巴李代数,且(M,TM)是(A,T)上的罗巴李模.定义左作用▷

如下:对任意的x∈A,m∈M,有

x▷m∶=T(x)·m-TM(x·m), (4)
则该作用使M 成为A☆上的李模,记为▷M.

文献[11]考虑了李代数同态:设<A,B,ϕ>为李代数同态,若 M 是A 上的模,N 是B 上的模,

ψ:M→N是线性映射并满足ψ(x·m)=ϕ(x)·ψ(m),x∈A,m∈M,则<M,N,ψ>称为李ϕ-模.定义

一个新作用·*:A×N→N,(x,n) x·*n=ϕ(x)·n,则N 为李代数A 上的模,记为Nϕ.
类似地,设ϕ:(A,TA)→(B,TB)是权为λ的罗巴李代数同态,若(M,TM)是(A,TA)上的李模,

(N,TN)是(B,TB)上的李模,且ψ:(M,TM)→(N,TN)为一个(A,TA)-模同态,则<M,N,ψ>称为一个

罗巴李ϕ-模,(N,TN)即可视为罗巴李代数(A,TA)上的李模.
定理1 设ϕ:(A,TA)→(B,TB)是一个权为λ的罗巴李代数同态,则ϕ:(A☆,TA)→(B☆,TB)为

罗巴李代数同态.
证明:只需证ϕ保持乘法运算.事实上,设x1,x2∈A,则

ϕ([x1,x2]☆A
)=ϕ([TA(x1),x2]+[x1,TA(x2)]+λ[x1,x2])=
[ϕ췍TA(x1),ϕ(x2)]+[ϕ(x1),ϕ췍TA(x2)]+λ[ϕ(x1),ϕ(x2)]=
[TB췍ϕ(x1),ϕ(x2)]+[ϕ(x1),TB췍ϕ(x2)]+λ[ϕ(x1),ϕ(x2)]=[ϕ(x1),ϕ(x2)]☆B .

因此,ϕ:(A☆,TA)→(B☆,TB)是罗巴李代数同态.证毕.
为区分ϕ:(A,TA)→(B,TB),本文将ϕ:(A☆,TA)→(B☆,TB)记为ϕ☆.
定理2 设ψ:(M,TM)→(N,TN)是(A,TA)-模 同 态,则ψ:(▷ M,TM)→(▷ N,TN)是

(A☆,TA)-模同态.
证明:由命题2知,▷M,▷N 为(A☆,TA)-模,只需证ψ:(▷M,TM)→(▷N,TN)为(A☆,TA)-模同

态.因为TN췍ψ=ψ췍TM,从而对x∈A,m∈M,有

ψ(x▷m)=ψ(TA(x)·m-TM(x·m))=ψ(TA(x)·m)-ψ췍TM(x·m)=
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TA(x)·ψ(m)-TN췍ψ(x·m)=TA(x)·ψ(m)-TN(x·ψ(m))=x▷ψ(m).
因此,ψ是(A☆,TA)-模同态.证毕.

设ϕ:(A,TA)→(B,TB)为 罗 巴 李 代 数 同 态,且<M,N,ψ>为 罗 巴 李 ϕ-模.由 定 理2知,

ψ:(▷M,TM)→(▷N,TN)是一个(A☆,TA)-模同态,即<▷M,▷N,ψ>为罗巴李ϕ☆-模.为与<M,N,ψ>
区分,本文将其记为<▷M,▷N,ψ☆>.

设A 是一个李代数,M 是A 上的李模.A 的系数在 M 上的Chevalley-Eilenberg上链复形为

{C·
CE(A,M),δ·

CE1
},其中Cn

CE(A,M)=Hom(∧nA,M),n≥0.微分映射δn
CE1
:Cn

CE(A,M)→Cn+1
CE (A,M)

定义为

(δn
CE1f)(x1,…,xn+1)=∑

n+1

i=1

(-1)i+nxi·f(x1,…,̂xi,…,xn+1)+

∑
1≤i<j≤n+1

(-1)i+j+n+1f([xi,xj],x1,…,̂xi,…,̂xj,…,xn+1).

对f∈Cn
CE(A,M),x1,…,xn+1∈A.

复形{C·
CE(A,M),δ·

CE1
}的上同调称为 A 的系数在 M 上的 Chevalley-Eilenberg上同调,记为

H·(A,M).
定义5[19] 设(A,T)是一个权为λ的罗巴李代数,(M,TM)是(A,T)上的模.对任意的n≥0,

定义

Cn
CE(A☆,▷M)=Hom(∧nA,M),∂n

CE:Cn
CE(A☆,▷M)→Cn+1

CE (A☆,▷M),
则上链复形{C·

CE(A☆,▷M),∂·CE}称为罗巴算子T 的系数在(M,TM)上的上链复形.
设<A,B,ϕ>为一个李代数同态,且<M,N,ψ>是<A,B,ϕ>上的模,则存在如下3个上链复形.
1){C·

CE(A,M),δ·
CE1
}:A 的系数在M 上的Chevalley-Eilenberg复形;

2){C·
CE(B,N),δ·

CE2
}:B 的系数在N 上的Chevalley-Eilenberg复形;

3){C·
CE(A,Nϕ),δ

·
CE3
}:A 的系数在Nϕ 上的Chevalley-Eilenberg复形.

命题3[19] 设(A,T)是一个权为λ的罗巴李代数,且(M,TM)是(A,T)上的罗巴李模.映射

Φ·:C·
CE(A,M)→C·

CE(A☆,▷M)定义如下:

1)Φ0=IdM;

2)当n≥1且f∈Cn
CE(A,M)时,Φn(f)∈Cn

CE(A☆,▷M)为

Φn(f)(x1,…,xn)=f(T(x1),…,T(xn))-∑
n-1

k=0
λn-k-1 ∑

i1<…<ik

TM췍f(x1,…,T(xi1
),…,T(xik

),…,xn).

则Φn 为一个链映射,即∂n
CE췍Φn =Φn+1췍δn

CE1
,n≥0.

定义6[19] 罗巴李代数系数在其模上的上链复形{C·
RBλ
(A,M),δ·

RB}定义为

Cn
RBλ
(A,M)=

C0CE(A,M), n=0,

Cn
CE(A,M)췍Cn-1

CE (A*,▷M),n≥1{ .
映射δn

RB:Cn
RBλ
(A,M)→Cn+1

RBλ
(A,M)定义为

δ0RB(f)=(δ0CE(f),-f),  f∈C0RBλ(A,M);

δn
RB(f,g)=(δn

CE1
(f),∂n-1

CE (g)-Φn(f)), f∈Cn
CE(A,M), g∈Cn-1

CE (A☆,▷M).
记{C·

RBλ
(A,M),δ·

RB}的上同调群为 H·
RBλ
(A,M).

文献[11]研究了李代数同态的上同调理论:设ϕ:A→B 是一个李代数同态,且<M,N,ψ>是一个

ϕ-模,ϕ的系数在<M,N,ψ>中的上链复形为C·
MLA(ϕ,ψ),其中

Cn
MLA(ϕ,ψ)=

0, n<0,

C0CE(A,M)췍C0CE(B,N), n=0,

Cn
CE(A,M)췍Cn

CE(B,N)췍Cn-1
CE (A,Nϕ),n≥1

ì

î

í

ï
ï

ïï .
映射δn

MLA:Cn
MLA(ϕ,ψ)→Cn+1

MLA(ϕ,ψ)定义为

δn
MLA(f,g,h)=(δn

CE1
(f),δn

CE2
(g),ψ췍f-g췍∧nϕ-δn-1

CE3
(h)).
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  设ϕ:(A,TA)→(B,TB)是权为λ 的罗巴李代数同态,且<M,N,ψ>为一个罗巴李ϕ-模,则

<▷M,▷N,ψ☆>是罗巴李ϕ☆-模.因此,可构造如下的链映射.
命题4 设C·

MLA(ϕ,ψ)是ϕ的系数在ψ 上的Chevalley-Eilenberg上链复形,C·
MLA(ϕ☆,ψ☆)是ϕ☆的

系数在ψ☆ 上的 Chevalley-Eilenberg上链复形.定义映射π·:C·
MLA(ϕ,ψ)→C·

MLA(ϕ☆,ψ☆)如下:

1)π0:C0MLA(ϕ,ψ)→C0MLA(ϕ☆,ψ☆)为恒等映射;2)当n≥1时,πn:Cn
MLA(ϕ,ψ)→Cn

MLA(ϕ☆,ψ☆)定义为

πn(f,g,h)=(Φn(f),Φn(g),Φn-1(h)).这里,f∈Cn
CE(A,M),g∈Cn

CE(B,N),h∈Cn-1
CE (A,Nϕ).则

π·是一个链映射.
证明:只需证对任意的(f,g,h)∈Cn

MLA(ϕ,ψ),有

πn+1δn
MLA(f,g,h)=δn

MLAπn(f,g,h).
事实上,由于Φ·是一个链映射,故有

πn+1δn
MLA(f,g,h)=(Φn+1(δn

CE1
(f)),Φn+1(δn

CE2
(g)),Φn(ψ췍f-g췍∧nϕ-δn-1

CE3
(h)))=

(∂n
CE(Φn(f)),∂n

CE(Φn(g)),Φn(ψ췍f)-Φn(g췍∧nϕ)-∂n-1
CE (Φn-1(h))).

因此只需证Φn(ψ췍f)=ψ췍(Φn(f)),Φn(g췍∧nϕ)=(Φn(g))췍∧nϕ.由假设可得

Φn(ψ췍f)(x1,…,xn)=(ψ췍f)(T(x1),…,T(xn))-

∑
n-1

k=0
λn-k-1 ∑

i1<…<ik

TN췍ψ췍f(x1,…,T(xi1
),…,T(xik

),…,xn)=

(ψ췍f)(T(x1),…,T(xn))-

∑
n-1

k=0
λn-k-1 ∑

i1<…<ik
ψ췍TM췍f(x1,…,T(xi1

),…,T(xik
),…,xn)=

ψ췍Φn(f)(x1,…,xn).
同理可得Φn(g췍∧nϕ)=(Φn(g))췍∧nϕ.证毕.

下面定义罗巴李代数同态系数在其模上的上链复形.
定义7 设π·:C·

MLA(ϕ,ψ)→C
·
MLA(ϕ☆,ψ☆)是命题4中的链映射,将映射锥cone(π·)定义为罗巴

李代数同态ϕ的系数在ψ 上的上链复形C·
morλ
(ϕ,ψ),即:

1)C0morλ(ϕ,ψ)=C
0
MLA(ϕ,ψ);

2)当n≥1时,Cn
morλ
(ϕ,ψ)=Cn

MLA(ϕ,ψ)췍Cn-1
MLA(ϕ☆,ψ☆),微分映射ρn:Cn

morλ
(ϕ,ψ)→Cn+1

morλ
(ϕ,ψ)

定义为

ρn((f1,g1,h1),(f2,g2,h2))=(δn
MLA(f1,g1,h1),-δn-1

MLA(f2,g2,h2)-πn(f1,g1,h1))=
((δn

CE1
(f1),δn

CE2
(g1),ψ췍f1-g1췍∧nϕ-δn-1

CE3
(h1)),

(-δn-1
CE1
(f2)-Φn(f1),-δn-1

CE2
(g2)-Φn(g1),

-ψ췍f2+g2췍∧n-1ϕ+δn-2
CE3
(h2)-Φn-1(h1))), (5)

其中(f1,g1,h1)∈Cn
MLA(ϕ,ψ),(f2,g2,h2)∈Cn-1

MLA(ϕ☆,ψ☆).
记{C·

morλ
(ϕ,ψ),ρ

·}的上同调群为 H·
morλ
(ϕ,ψ).

2 罗巴李代数同态的形变

下面讨论罗巴李代数同态的形式形变,并用复形的二阶上同调刻画罗巴李代数同态形变的刚性

问题.
设(A,μA,TA)和(B,μB,TB)是权为λ的罗巴李代数,且ϕ:(A,TA)→(B,TB)是罗巴李代数同态.

记X={A,B},定义:μX,t=∑
∞

i=0
μX,iti,μX,0=μX;TX,t=∑

∞

i=0
TX,iti,TX,0=TX;ϕt=∑

∞

i=0
ϕiti,ϕ0=ϕ.若

(A[[t]],μA,t,TA,t)和(B[[t]],μB,t,TB,t)是权为λ的FF[[t]]-罗巴李代数,且ϕt:(A[[t]],μA,t,TA,t)→
(B[[t]],μB,t,TB,t)是罗巴李代数同态,则(μA,t,TA,t,μB,t,TB,t,ϕt)称为罗巴李代数同态ϕ:(A,TA)→
(B,TB)的单参数形式形变.
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幂级数(μA,t,TA,t,μB,t,TB,t,ϕt)是ϕ:(A,TA)→(B,TB)的单参数形式形变当且仅当对任意的

a1,b1,c1∈A,a2,b2,c2∈B,下列等式成立:

μA,t(a1,μA,t(b1,c1))=-μA,t(b1,μA,t(c1,a1))-μA,t(c1,μA,t(a1,b1)),

μA,t(TA,t(a1),TA,t(b1))=TA,t(μA,t(TA,t(a1),b1)+μA,t(a1,TA,t(b1))+λμA,t(a1,b1)),

μB,t(a2,μB,t(b2,c2))=-μB,t(b2,μB,t(c2,a2))-μB,t(c2,μB,t(a2,b2)),

μB,t(TB,t(a2),TB,t(b2))=TB,t(μB,t(TB,t(a2),b2)+μB,t(a2,TB,t(b2))+λμB,t(a2,b2)),

ϕt(μA,t(a1,b1))=μB,t(ϕt(a1),ϕt(b1)),

TB,t췍ϕt(a1)=ϕt췍TA,t(a1).
展开上述等式,并比较tn 的系数,可得

∑
i+j=n

μX,i(ax,μX,i(bx,cx))=-∑
i+j=n

μX,i(bx,μX,j(cx,ax))-∑
i+j=n

μX,i(cx,μX,j(ax,bx)), (6)

∑
i+j+k=n

μX,i(TX,j,TX,k)= ∑
i+j+k=n

TX,i췍μX,j췍(TX,k,Id)+

∑
i+j+k=n

TX,i췍μX,j췍(Id,TX,k)+λ∑
i+j=n

TX,i췍μX,j, (7)

∑
i+j=n

ϕi췍μA,j= ∑
i+j+k=n

μB,j췍(ϕj,ϕk), (8)

∑
i+j=n

ϕi췍TA,j=∑
i+j=n

TB,i췍ϕj. (9)

  命题5 设(μA,t,TA,t,μB,t,TB,t,ϕt)是罗巴李代数同态ϕ:(A,TA)→(B,TB)的单参数形式形变,
则((μA,1,μB,1,ϕ1),(TA,1,TB,1,0))是上链复形C·

morλ
(ϕ,ϕ)中的一个2-上闭链.

证明:只需证ρ2((μA,1,μB,1,ϕ1),(TA,1,TB,1,0))=0.由定义7得

ρ2((μA,1,μB,1,ϕ1),(TA,1,TB,1,0))=((δ2CE1(μA,1),δ2CE2(μB,1),ϕ췍μA,1-μB,1췍∧2ϕ-δ1CE3(ϕ1)),

(-δ1CE1(TA,1)-Φ2(μA,1),-δ1CE1(TB,1)-Φ2(μB,1),

-ϕ췍TA,1+TB,1췍ϕ-Φ1(ϕ1))).
由文献[11]中关于李代数同态的形变和文献[19]中关于罗巴李代数形变的结论可知,只需证

-ϕ췍TA,1+TB,1췍ϕ-Φ1(ϕ1)=0.
当n=1时,式(9)等同于

ϕ췍TA,1+ϕ1췍TA =TB췍ϕ1+TB,1췍ϕ,
即

-ϕ췍TA,1+TB,1췍ϕ-Φ1(ϕ1)=0.
故((μA,1,μB,1,ϕ1),(TA,1,TB,1,0))是上链复形C·

morλ
(ϕ,ϕ)中的一个2-上闭链.证毕.

定义8 设(μA,t,TA,t,μB,t,TB,t,ϕt)为罗巴李代数同态ϕ:(A,TA)→(B,TB)的单参数形式形变,
则2-上闭链((μA,1,μB,1,ϕ1),(TA,1,TB,1,0))称为一个无穷小形变.

设ϕ:(A,TA)→(B,TB)是一个罗巴李代数同态,(μA,t,TA,t,μB,t,TB,t,ϕt)和(μ′A,t,T′A,t,μ′B,t,T′B,t,ϕ′t)
是两个单参数形式形变,则(μ′A,t,T′A,t,μ′B,t,T′B,t,ϕ′t)到(μA,t,TA,t,μB,t,TB,t,ϕt)的一个形式同构是两个

幂级数(FA,t,FB,t):

FA,t=∑
∞

i=0
FA,iti:A[[t]]→A[[t]], FA,i∈Hom(A,A), FA,0=IdA,

FB,t=∑
∞

i=0
FB,iti:B[[t]]→B[[t]], FB,i∈Hom(B,B), FB,0=IdB,

使得下列等式成立:

FX,t췍μ′X,t=μX,t췍(FX,t,FX,t), (10)

FX,t췍T′X,t=TX,t췍FX,t, (11)

ϕt췍FA,t=FB,t췍ϕ′t. (12)
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  若存在形式同构 FX,t:X[[t]]→X[[t]],则称单参数形式形变(μA,t,TA,t,μB,t,TB,t,ϕt)和
(μ′A,t,T′A,t,μ′B,t,T′B,t,ϕ′t)是等价的.

命题6 罗巴李代数同态ϕ:(A,TA)→(B,TB)的两个等价单参数形式形变的无穷小形变属于同

一个上同调类.
证明:设(FA,t,FB,t)是 从(μ′A,t,T′A,t,μ′B,t,T′B,t,ϕ′t)到(μA,t,TA,t,μB,t,TB,t,ϕt)的 形 式 同 构,

X={A,B},则有

μ′X,1=μX,1+μX췍(FX,1,Id)+μX췍(Id,FX,1)-FX,1췍μ′X,
T′X,1=TX,1+TX췍FX,1-FX,1췍T′X,  ϕ′1=ϕ1+ϕ췍FA,1-FB,1췍ϕ′,

即

((μ′A,1,μ′B,1,ϕ′1),(T′A,1,T′B,1,0))-((μA,1,μB,1,ϕ1),(TA,1,TB,1,0))=ρ1(FA,1,FB,1).
证毕.

定义9 设ϕ:(A,TA)→(B,TB)是一个罗巴李代数同态,若ϕ 的任意单参数形式形变等价于

(μA,TA,μB,TB,ϕ),则称ϕ是刚性的.
定理3 设ϕ:(A,TA)→(B,TB)是罗巴李代数同态.若 H2

morλ
(ϕ,ϕ)=0,则ϕ是刚性的.

证明:设(μA,t,TA,t,μB,t,TB,t,ϕt)是罗巴李代数同态ϕ:(A,TA)→(B,TB)的一个单参数形式形变,
则((μA,1,μB,1,ϕ1),(TA,1,TB,1,0))是 2-上 闭 链.由 题 意 可 知 H2

morλ
(ϕ,ϕ)=0,从 而 存 在

((F′1,G′1,b),(a1,b1))∈C1morλ(ϕ,ϕ),使得

ρ1((F′1,G′1,b),(a1,b1))=((μA,1,μB,1,ϕ1),(TA,1,TB,1,0)),
即

μA,1(x,y)=[x,F′1(y)]-[y,F′1(x)]-F′1([x,y]), x,y∈A,

μB,1(x,y)=[x,G′1(y)]-[y,G′1(x)]-G′1([x,y]), x,y∈B,

ϕ1(x)=ϕ췍F′1(x)-G′1췍ϕ(x)-[b,ϕ(x)]+[ϕ(x),b], x∈A,

TA,1(x)=-Φ1(F′1+δ0CE1(a1)), x∈A,

TB,1(x)=-Φ1(G′1+δ0CE2(b1)), x∈B,

b=b1-ϕ(a1).
  定义F1=F′1+δ0CE1(a1),G1=G′1+δ0CE2(b1),Ft=IdA+F1t,Gt=IdB+G1t.单参数形式形变

(μ′A,t,T′A,t,μ′B,t,T′B,t,ϕ′t)满足

μ′A,t=F-1
t 췍μA,t췍(Ft,Ft),  T′A,t=F-1

t 췍TA,t췍Ft,

μ′B,t=G-1
t 췍μB,t췍(Gt,Gt), T′B,t=G-1

t 췍TB,t췍Gt,  ϕ′t =G-1
t 췍ϕt췍Ft.

因此有

μ′X,t=μX +μ′X,2t2+…,  T′X,t=TX +T′X,2t2+…,

ϕ′t =ϕ+(G1췍ϕ+ϕ1-ϕ췍F1)t+ϕ′2t2+….
对a∈A,有

(G1췍ϕ+ϕ1-ϕ췍F1)(a)=G1췍ϕ(a)+ϕ1(a)-ϕ췍F1(a)=
G′1췍ϕ(a)+δ0CE2(b1)췍ϕ(a)+ϕ췍F′1(a)-G′1췍ϕ(a)-[b,ϕ(a)]+
[ϕ(a),b]-ϕ췍F′1(a)-ϕ췍δ0CE1(a1)(a)=
[b1,ϕ(a)]-[ϕ(a),b1]-[b,ϕ(a)]+[ϕ(a),b]-ϕ(a1·a-a·a1)=
[b1,ϕ(a)]-[ϕ(a),b1]-[b,ϕ(a)]+[ϕ(a),b]-[ϕ(a1),ϕ(a)]+[ϕ(a),ϕ(a1)]=
[b1-b-ϕ(a1),ϕ(a)]-[ϕ(a),b1-b-ϕ(a1)]=0,

从而ϕ′t=ϕ+ϕ′2t2+….进一步,可以验证((μ′A,2,μ′B,2ϕ′2),(T′A,2,T′B,2,0))也是2-上闭链.最后,使用

归纳法可知其等价于一个平凡形变.因此,ϕ:(A,TA)→(B,TB)是刚性的.证毕.
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