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极大算子及其交换子在齐次树上的加权估计

姜智聪,叶晓峰,熊守龙
(华东交通大学 理学院,南昌330013)

摘要:在齐次树中考虑一类测度,它到原点的距离是指数递减的.给出齐次树中关于这类测

度的Lebesgue空间、BMO(boundedmeanoscillation)空间、极大算子及其交换子的定义,并

利用齐次树的分解理论,证明极大算子及其交换子在Lebesgue空间的有界性及一些等价

性质.
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0 引 言

Coifman等[1]提出了交换子理论,证明了当1<p<∞时,交换子[b,T]是Lp(ℝn)有界的当且仅

当b∈BMO(ℝn),其中BMO(boundedmeanoscillation)表示有界平均振动函数空间;Milman等[2]建

立了BMO函数和极大函数生成的交换子[b,M]在经典Lebesgue空间中的有界性,Bastero等[3]给出

了[b,M]在Lp(ℝn)中有界的等价刻画;文献[4-6]将极大算子的交换子理论推广到了 Morrey空间、
变指标Lebesgue空间和变指标 Morrey空间.
Levi等[7]定义了一类测度,这类测度是满足指数增长的非双倍测度,基于这类非双倍测度,引入

了Hardy空间和BMO空间,推广了可积函数的Calderón-Zygmund分解理论,并证明了在这两类空

间中的插值结果.在此基础上,Monti[8]定义了一类指数递减的测度,这类测度是满足双倍条件的,并

定义了这类测度的Lebesgue空间、BMO空间、极大算子和积分算子,得到了极大算子在Lebesgue空



间、积分算子在Hardy空间和BMO空间的有界性结果.文献[9-12]给出了齐次树中算子理论的相关

结果.
在上述工作的启发下,本文在齐次树中定义关于指数递减测度类的极大算子及其交换子、

Lebesgue空间和BMO空间,证明极大算子及其交换子在这类Lebesgue空间的有界性,并给出其有

界性的等价刻画.

1 预备知识

设X 是一个q(q>1)次齐次树,则它是一个连通的无环图,同时每个顶点都与(q+1)个顶点连接,
由于齐次树本身携带了离散距离,该距离是由两个点所确定的唯一有限路径的边数所定义,因此本文

在齐次树中固定一个原点o∈X,对X 中的每个顶点x,定义 x =d(o,x).齐次树中以x(x∈X)为中

心、半径为n的球面和球分别定义为

S(x,n)={y∈X:d(x,y)=n},  B(x,n)={y∈X:d(x,y)≤n}.
当 p(x)= x -1,x∈X\{o}且p(x)与x相邻时,p(x)称为x点的唯一前置点.由于齐次树离散

的构造结构,前置函数p:X\{o}→X 是满射而非内射的,同时前置函数的指数形式可定义为

pl:X\B(o,l-1)→X,
其中需满足

p(x)l = x -l.
把所有与x相邻却不是前置点的那些点定义为x 的后置点,并将x∈X 的扇区定义为

Tx∶={y∈X:x=pl(y),l∈ ℕ}⊆X.
因此对任意的x∈X,p y (y)=o,并且To=X.

本文的目的是考虑齐次树上极大算子及其交换子关于某类测度的有界性,因此定义指数递减的径

向测度族:对任意的x∈X,μα(x)∶=q-a x ,其中a>1.在此基础上,给出齐次树中极大算子、BMO
函数及其交换子和关于测度族μα 的Lp 空间的定义.

引理1[13] 对任意的m∈ℕ,存在Im∈ℕ,使得对任意的n∈δm∶={0,1,2,…,Im},有Dm,n⊆X,
并且把集族ℚ定义为

ℚ∶={Dm,n ⊆X,m∈ ℕ,n∈δm},
满足:

1)对任意的m∈ℕ,集族 ℚm∶={Dm,n:n∈δm}是X 的某一部分;

2)以m>0的分割ℚm 是对分割ℚm-1的加细,即对任意的n′∈δm-1,存在δm,n′⊆δm,使得

Dm-1,n′ = ∪
k∈δm,n′

Dm,n;

  3)对任意的n∈δm,n′∈δm-1,当Dm,n⊆Dm-1,n′时,下式成立:

μα(Dm,n)≤μα(Dm-1,n′)≤Caμα(Dm,n).
  注1 这里的分割类似于经典调和分析中的空间分解,是一种齐次树X 中的二进制分解,当m 越

大时,分割Dm,n越细,同时引理1中3)也表明这种分割出的Dm,n满足双倍条件.
例如,对分割Dm,n可进行如下构造:对任意的m∈ℕ,令

Im∶=#B(o,m)=
0, m=0,

qm+1+qm -q-1
q-1

,m>0{ ,

其中#B(o,m)表示B(o,m)的点数.设v0=o,S(o,1)={v1,v2…,vq+1},因为δ0={0},因此令

D0,0=X,对任意的m∈ℕ\{0},令

Dm,n∶={vn},n∈δm-1,

Dm,n∶=Tvn
, n∈δm\δm-1{ ,

则此时构造的分割Dm,n满足引理1中的条件.
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定义1 设1<p≤∞,X 上关于测度μα 的Lebesgue空间Lp(μα)定义为

Lp(μα)= f:‖f‖Lp(μα)= ∑
x∈X

f(x)pμα(x( ))
1/p
<{ }∞ ,

其中f:X→R.
定义2 设1≤r<∞,b(x):X→R,BMOr,μα

空间定义为

BMOr,μα = b:‖b‖BMOr,μα
=sup

Dm,n

1
μα(Dm,n)∑x∈Dm,n

b(x)-bDm,n
r·μα(xæ

è
ç

ö

ø
÷)
1/r

<{ }∞ ,

其中

bDm,n = 1
μα(Dm,n)∑x∈Dm,n

b(x)·μα(x).

  当 r =1 时, 记 BMOr,μα = BMOμα
, 当 b ∈ BMOμα

时, 存 在 常 数 C >0, 使 得

b(x)-bDm,n ≤C·‖b‖BMOμα
成立.

定义3 设b∈BMOμα
,f:X→R,齐次树X 上的极大算子、极大交换子、极大算子与BMO函数

生成的交换子分别定义为

Mf(x)=sup
x∈Dm,n

1
μα(Dm,n)∑y∈Dm,n

f(y)·μα(y),

Mbf(x)=sup
x∈Dm,n

1
μα(Dm,n)∑y∈Dm,n

b(x)-b(y)· f(y)·μα(y),

[b,M]f(x)=b(x)·Mf(x)-M(bf)(x).
  定义4 给定齐次树上的一个分割D,与D 相关的极大局部算子定义为

MDf(x)= sup
x∈Dm,n⊂D

1
μα(Dm,n)∑y∈Dm,n

f(y)·μα(y).

  定义5 设0<B≤1,r≥1,分数次极大算子MB,r,μα
定义为

MB,r,μα =sup
x∈Dm,n

1
μα(Dm,n)B ∑y∈Dm,n

f(y)r·μα(yæ

è
ç

ö

ø
÷)
1/r

.

  当B=1,r=1时,分数次极大算子MB,r,μα
即为极大算子M.

引理2 设b∈BMOμα
,则存在常数C>0,使得对任意的Dm,n⊆X,x∈Dm,n,有下式成立:

1
μα(Dm,n)∑y∈Dm,n

f(y)·μα(y)≤μα(Dm,n)B-1·MB,1,μαf(x), (1)

1
μα(Dm,n)∑y∈Dm,n

b(y)-bDm,n
· f(y)·μα(y)≤C·‖b‖BMOμα

·μα(Dm,n)B-1·MB,1,μαf(x).(2)

  证明:因为

1
μα(Dm,n)∑y∈Dm,n

f(y)·μα(y)=μα(Dm,n)B-1· 1
μα(Dm,n)B ∑y∈Dm,n

f(y)·μα(y)≤

μα(Dm,n)B-1·MB,1,μαf(x),
所以式(1)成立.又因为

1
μα(Dm,n)∑y∈Dm,n

b(y)-bDm,n
· f(y)·μα(y)≤C·‖b‖BMOμα

· 1
μα(Dm,n)∑y∈Dm,n

f(y)·μα(y)≤

C·‖b‖BMOμα
·μα(Dm,n)B-1·MB,1,μαf(x),

所以式(2)成立.
引理3 设b∈BMOμα

,则存在常数C>0,使得对任意的Dm,n⊆X,x∈Dm,n,有下式成立:

Mbf(x)≤C·‖b‖BMOμα
·μα(Dm,n)B-1·MB,1,μαf(x). (3)

  证明:由引理2知,

1
μα(Dm,n)∑y∈Dm,n

b(x)-b(y)· f(y)·μα(y)≤ b(x)-bDm,n
· 1
μα(Dm,n)∑y∈Dm,n

f(y)·μα(y)+
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    1
μα(Dm,n)∑y∈Dm,n

b(y)-bDm,n
· f(y)·μα(y)≤

    C·‖b‖BMOμα
·μα(Dm,n)B-1·MB,1,μαf(x).

  引理4 设0<B≤1,对任意的1<p< 1
1-B

,令1
q=

1
p-

(1-B),则 MB,1,μα
是Lp(μα)→Lq(μα)

有界的.
证明:固定任意的分割Dm,n⊆X,由Hölder不等式有

1
μα(Dm,n)B ∑x∈Dm,n

f(x)·μα(x)= 1
μα(Dm,n)B ∑x∈Dm,n

f(x)·μα(x)1-B·μα(x)B ≤

1
μα(Dm,n)B ∑x∈Dm,n

f(x)1/(1-B)·μα(x( ))
1-B· ∑

x∈Dm,n

μα(x)B·1/( )B B
≤C·‖f‖L1/(1-B)(μα).

令{x:MB,1,μαf(x)>λ}=∪jDj,Dj⊆X 且Dj∩Di=Ø,并当i≠j时,满足

1
μα(Dj)B∑x∈Dj

f(x)·μα(x)>λ.

因此

μα({x:MB,1,μαf(x)>λ})=∑
j
μα(Dj)≤∑

j

1
λ
·∑

x∈Dj

f(x)·μα(xæ

è
ç

ö

ø
÷)
1/B

≤

∑
j

1
λ
·∑

x∈Dj

f(x)·μα(xæ

è
ç

ö

ø
÷)
1/B

≤ 1
λ
·‖f‖L1(μα

æ

è
ç

ö

ø
÷)

1/B

.

故MB,1,μα
是弱 1,1æ

è
ç

ö

ø
÷

B
型,由插值定理可知:存在常数C>0,使得

‖MB,1,μα‖Lq(μα)≤C·‖f‖Lp(μα).
  引理5 设b∈BMOμα

,对任意的分割Dm,n⊆X,x∈Dm,n,有下式成立:

M(χDm,n
)(x)=χDm,n

(x),  M(bχDm,n
)(x)=MDm,n

(b)(x).

  证明:固定Dm,n⊆X,x∈Dm,n,由齐次树的离散结构可知

M(χDm,n
)(x)=sup

x∈D′

1
μα(D′)∑y∈D′

χDm,n
(y)·μα(y)=

sup
x∈D′

1
μα(D′)∑y∈D′

χDm,n
(y)·μα(y), D′⊆Dm,n,

sup
x∈D′

1
μα(D′)∑y∈Dm,n

χDm,n
(y)·μα(y),Dm,n ⊆D′

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

.

当D′⊆Dm,n时,有

M(χDm,n
)(x)= 1

μα(D′)
·μα(D′)=1=χDm,n

(x);

当Dm,n⊆D′时,有

M(χDm,n
)(x)=μα(Dm,n)

μα(D′)<
1.

综上有

M(χDm,n
)(x)=χDm,n

(x),

M(bχDm,n
)(x)=sup

x∈D′

1
μα(D′)∑y∈D′

bχD′(y)·μα(y)=

sup
x∈D′

1
μα(D′)∑y∈D′

b(y)·μα(y), D′⊆Dm,n,

sup
x∈D′

1
μα(D′)∑y∈Dm,n

b(y)·μα(y),Dm,n ⊆D′

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

.
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当D′⊆Dm,n时,有

M(bχDm,n
)(x)≥ 1

μα(Dm,n)∑y∈Dm,n

b(y)·μα(y)≥sup
x∈D′

1
μα(D′)∑y∈D

b(y)·μα(y),

其中D⊆D′.综上有

M(bχDm,n
)(x)=MDm,n

(b)(x).

  引理6 设b(x)是任意的实函数,对任意的分割 Dm,n,令 E={x∈Dm,n,b(x)≤bDm,n
},

F={x∈Dm,n,b(x)>bDm,n
},则有下式成立:

∑
x∈E

b(x)-bDm,n
·μα(x)=∑

x∈F
b(x)-bDm,n

·μα(x).

  证明:因为

1
μα(Dm,n)∑x∈Dm,n

b(x)·μα(y)=bDm,n
,

所以

1
μα(Dm,n)∑x∈Dm,n

(b(x)-bDm,n
)·μα(x)=0,

即

∑
x∈Dm,n

(b(x)-bDm,n
)·μα(x)=∑

x∈E

(b(x)-bDm,n
)·μα(x)+∑

x∈F

(b(x)-bDm,n
)·μα(x)=0,

于是

∑
x∈E

b(x)-bDm,n
·μα(x)=∑

x∈F
b(x)-bDm,n

·μα(x).

2 主要结果

定理1 设0<B≤1,b(x)是任意的实函数,对任意的1<p< 1
1-B

,令1
q=

1
p-

(1-B),

k=q(1-B)+1,则下列断言等价:

1)b∈BMOμα
;

2)Mb 是Lp(μα)→L
q
k(μα)有界的.

证明:1)⇒2).由引理3、引理4和Hölder不等式可知

‖Mbf(x)‖Lq/k(μα)= ∑
x∈X

Mbf(x)q/k·μα(x( ))
k/q
≤

C·‖b‖BMOμα
·μα(Dm,n)B-1· ∑

x∈X
MB,1,μαf(x)

q/k·μα(x( ))
k/q
≤

C·‖b‖BMOμα
·μα(X)B-1· ∑

x∈X
MB,1,μαf(x)

q/k·μα(x)1/k·μα(x)1-1/( )k k/q
≤

C·‖b‖BMOμα
·μα(X)B-1· ∑

x∈X
MB,1,μαf(x)

q·μα(x( ))
1/q·

∑
x∈X

μα(x)(1-1/k)·( )k′ k/(qk′)
≤

C·‖b‖BMOμα
·‖f‖Lp(μα)

·μα(X)B-1·μα(X)(k-1)/q ≤

C·‖b‖BMOμα
·‖f‖Lp(μα)

,

其中1
k+

1
k′=1.

2)⇒1).对任意的分割Dm,n,有

1
μα(Dm,n)∑x∈Dm,n

b(x)-bDm,n
·μα(x)= 1

μα(Dm,n)∑x∈Dm,n

b(x)- 1
μα(Dm,n)∑y∈Dm,n

b(y)·μα(y)·μα(x)≤
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    1
μα(Dm,n)∑x∈Dm,n

1
μα(Dm,n)∑y∈Dm,n

b(x)-b(y)·μα(yæ

è
ç

ö

ø
÷)·μα(x)=

    1
μα(Dm,n)∑x∈Dm,n

1
μα(Dm,n)∑y∈Dm,n

b(x)-b(y)·χDm,n
(y)·μα(yæ

è
ç

ö

ø
÷)·μα(x)≤

    1
μα(Dm,n)∑x∈Dm,n

Mb(χDm,n
)(x)·μα(x). (4)

由于1
q=

1
p-

(1-B),k=q(1-B)+1,Mb 是Lp(μα)→Lq/k(μα)有界的,因此由Hölder不等式可知

∑
x∈Dm,n

Mb(χDm,n
)(x)·μα(x)=∑

x∈Dm,n

Mb(χDm,n
)(x)·μα(x)k/q·μα(x)1-k/q ≤

∑
x∈Dm,n

Mb(χDm,n
)(x)q/k·μα(x( ))

k/q· ∑
x∈Dm,n

μα(x( ))
(q-k)/q

≤

C·‖Mb(χDm,n
)‖Lq/k(μα)

·μα(Dm,n)(q-k)/q ≤

C·‖χDm,n
‖Lp(μα)

·μα(Dm,n)(q-k)/q ≤

C·μα(Dm,n)1/p+1-k/q ≤C·μα(Dm,n). (5)
由式(4),(5)可知

1
μα(Dm,n)∑x∈Dm,n

b(x)-bDm,n
·μα(x)≤C.

从而存在常数C>0与分割Dm,n无关,使得b∈BMOμα.证毕.

定理2 设0<B≤1,b(x)是任意的实函数,对任意的1<p< 1
1-B

,令1
q=

1
p-

(1-B),

k=q(1-B)+1,则下列断言等价:

1)b∈BMOμα
;

2)[b,M]是Lp(μα)→Lq/k(μα)有界的;

3)对任意的分割Dm,n,存在常数C>0,使得下式成立:

1
μα(Dm,n)1/p ∑x∈Dm,n

b(x)-MDm,n
(b)(x)q/k·μα(x( ))

k/q
≤C.

  证明:1)⇒2).因为

[b,M]f(x)=b(x)Mf(x)-M(bf)(x)≤Mbf(x),
又由定理1可知,Mb 是Lp(μα)→Lq/k(μα)有界的,所以[b,M]是Lp(μα)→Lq/k(μα)有界的.
2)⇒3).由引理5及[b,M]是Lp(μα)→Lq/k(μα)有界可得

1
μα(Dm,n)1/p ∑x∈Dm,n

b(x)-MDm,n
(b)(x)q/k·μα(x( ))

k/q
=

1
μα(Dm,n)1/p ∑x∈Dm,n

b(x)·M(χDm,n
)(x)-M(bχDm,n

)(x)q/k·μα(x( ))
k/q

=

1
μα(Dm,n)1/p ∑x∈Dm,n

[b,M](χDm,n
)q/k·μα(x( ))

k/q
≤

1
μα(Dm,n)1/p

·‖[b,M](χDm,n
)‖Lq/k(μα)≤C·μα(Dm,n)-1/p·‖χDm,n

‖Lp(μα)≤C.

  3)⇒1).对任意的分割Dm,n,设E={x∈Dm,n,b(x)≤bDm,n
},F={x∈Dm,n,b(x)>bDm,n

},对任

意的x∈E,有b(x)≤bDm,n≤MDm,n
(b)(x),故

b(x)-bDm,n ≤ b(x)-MDm,n
(b)(x),  x∈E.

由引理6可知,

1
μα(Dm,n)∑x∈Dm,n

b(x)-bDm,n
·μα(x)= 1

μα(Dm,n)∑x∈E∪F
b(x)-bDm,n

·μα(x)=
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μα(Dm,n)∑x∈E

b(x)-bDm,n
·μα(x)≤ 2

μα(Dm,n)∑x∈E
b(x)-MDm,n

(b)(x)·μα(x).(6)

由Hölder不等式和断言(3)可知,

1
μα(Dm,n)∑x∈E

b(x)-MDm,n
(b)(x)·μα(x)≤ 1

μα(Dm,n)
·μα(Dm,n)-1/p·

∑
x∈E

b(x)-MDm,n
(b)(x)q/k·μα(x( ))

k/q·μα(Dm,n)(q-k)/q·μα(Dm,n)1/p ≤

C·μα(Dm,n)-k/q+1/p =C. (7)
由式(6),(7)可知,存在与分割Dm,n无关的常数C>0,使得

1
μα(Dm,n)∑x∈Dm,n

b(x)-bDm,n
·μα(x)≤C.

因此b∈BMOμα.证毕.
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