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圈长为偶的单圈图(加权)Mostar指标的下界

甄倩倩,刘蒙蒙
(兰州交通大学 数理学院,兰州730070)

摘要:通过图变换,给出当单圈图的圈长为偶数时其 Mostar指标和加权 Mostar指标的

下界,并刻画达到下界的极值图.
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图的拓扑指标常用于描述有机化合物的药理特征、物理特征和化学特征,研究最广泛的拓扑指标

是 Wiener指标[1].此后,Gutman[2]在 Wiener指标的基础上进行推广,得到了Szeged指标;Ilic'等[3]

提出了加权Szeged指标;Došlic'等[4]引入了 Mostar指标,它量化了特定边及整个图周边性的程度.
目前,对 Mostar指标的研究,特别是关于一些简单连通图界值问题的研究已得到很多结果[4-11].
例如:文献[4]给出了单圈图 Mostar指标的上界和下界;文献[5]计算了固定直径时单圈图 Mostar指

标的上界;文献[12]提出了边Mostar指标;文献[13]定义了加权Mostar指标,并计算了石墨烯、α型

石墨炔和石墨炔的加权 Mostar指标;文献[14]计算了单圈图加权 Mostar指标的上界和下界;Kandan
等[15]计算了锥齿轮图和广义齿轮图的加权 Mostar指标;Imran等[16]研究了酞菁、三嗪和纳米分子图

的加权 Mostar指标.此外,文献[17]总结了 Mostar指标近年的研究成果.本文在单圈图的圈长为偶

数时,讨论其 Mostar指标和加权 Mostar指标的下界.

1 预备知识

本文所有图均为无向有限的简单连通图.给定一个图G,用V(G)表示其顶点集,E(G)表示其

边集,令n= V(G)是图G 的顶点数,又称阶数.Tn 和Pn 分别指阶数为n 的树和路[18].
设e=uv是G 中的一条边,定义集合:



Nu(e)={x∈V(G):d(x,u)<d(x,v)},

Nv(e)={x∈V(G):d(x,u)>d(x,v)}.
令nu= Nu(e),nv= Nv(e).Mostar指标定义为

M(G)= ∑
e=uv∈E(G)

nu -nv .

加权 Mostar指标定义为

w+M(G)= ∑
e=uv∈E(G)

(du +dv)nu -nv .

  令Cn(T1,T2,…,Tk)是含有圈Ck=v1v2…vkv1 的单圈图,其中T1,T2,…,Tk 是悬挂在圈Ck 各顶

点上的树,树Ti(i=1,2,…,k)称为圈Ck 上的悬挂分支.给定正整数a和b,P(s,m,a,b)是指在单圈

图的顶点vs 和vm 处悬挂路Pa 和路Pb,其中a和b均为路长.
引理1[4] 设Tn 是一个n 阶树,则M(Pn)≤M(Tn),等号成立当且仅当Pn≅Tn.
引理2[14] 设Tn 是一个n 阶树,则w+M(Pn)≤w+M(Tn),等号成立当且仅当Pn≅Tn.

2 偶长单圈图 Mostar指标的下界

设G 是n 个顶点的单圈图,k为单圈图的圈长,当n=k时,M(G)=0;当n=k+1时,M(G)=
2k-1.下面考虑当n≥k+2时单圈图 Mostar指标的下界,从n的奇偶性两种情形讨论.

引理3 设G=Cn(P1,P2,…,Pk),则圈Ck 上的悬挂路分支越少,∪
k

i=1
Pi 上的边对 Mostar指标的

贡献越小.
证明:设 Pm 和Pl 是圈Ck 上任意两点v 和v′上 的 两 条 悬 挂 路 分 支,设 Pm =u1u2…um,

Pl=v1v2…vl,其中1≤m≤l.令G′=G-um-1um+vlum,如图1所示,当m=1时,um-1=v.

图1 移边变换

Fig.1 Edgeshifttransformation

下证G 中悬挂路分支Pm 和Pl 上的边对 Mostar指标的贡献和大于G′中悬挂路分支Pm-1和Pl+1

上的边对 Mostar指标的贡献和.G 中悬挂路分支Pm 和Pl 上的边对 Mostar指标的贡献为

n-2 + n-4 +…+ n-2(m-1)+ n-2m + n-2 + n-4 +…+ n-2l ;

G′中悬挂路分支Pm-1和Pl+1上的边对 Mostar指标的贡献为

n-2 + n-4 +…+ n-2(m-1)+ n-2 + n-4 +…+ n-2l + n-2(l+1).
二者做差得 n-2m - n-2(l+1).因为n≥l+m+k≥l+m+4,所以n>2m,n>l+m+2,从而

当n≥2l+2 时, n-2m - n-2(l+1) =2l-2m+2>0;当 n<2l+2 时, n-2m -

n-2(l+1)=2n-2m-2l-2>0.
显然,除悬挂路分支Pm 和Pl,其余悬挂路上的边对 Mostar指标的贡献不变,根据上述变换的结

果知,悬挂路分支越少,∪
k

i=1
Pi 上的边对 Mostar指标的贡献越小.

引理4 设G0≅Pi,i+k
2
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M(G0)=

n2-k2-2n+2k
2

, n为偶数,

n2-k2-2n+4k-1
2

,n为奇数

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(1)

  证明:当n为偶数时,有

M(G0)=2×(n-2+n-4+…+k)=2×n-2+k
2 ×n-k

2 =n2-k2-2n+2k
2 .

当n为奇数时,有

M(G0)=1×k+n-2+n-4+…+k-1+n-2+…+k+1=

k+ n-2+k-1
2 ×n-k+1æ

è
ç

ö

ø
÷

2 + n-2+k+1
2 ×n-k-1æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =

n2-k2-2n+4k-1
2 .

  定理1 设G≅Cn(T1,T2,…,Tk),G0≅Pi,i+k
2
,n-k
2

,n-k
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,则

M(G)≥M(G0), (2)
等号成立当且仅当G≅G0,如图2所示.

图2 极值图

Fig.2 Extremalgraph

证明:根据引理1知,M(Cn(T1,T2,…,Tk))≥M(Cn(P1,P2,…,Pk)).下面分析悬挂路分支的

条数.
当悬挂路分支不少于3条时,根据引理4的证明知,图G0 圈上的边对 Mostar指标的贡献为0

(n为偶数)或1(n为奇数),而图Cn(P1,P2,…,Pk)圈上的边对 Mostar指标的贡献不可能比0(n为偶

数)或1(n为奇数)更小.再根据引理3知,悬挂路分支减少,其上的边对 Mostar指标的贡献和减小,
则图G0 的 Mostar指标小.

当悬挂路分支为2条时,若2条路不在圈Ck 的2个对称点分布,则圈上至少存在一条边e=vivj,
使得边e对 Mostar指标的贡献 nvi-nvj ≥n-k≥2.下面考虑悬挂路分布在圈Ck 的2个对称点上的

情形.

设图G′≅Pi,i+k
2
,n-k
2 -x,n-k

2 +æ

è
ç

ö

ø
÷x ,其中0<x≤ n-k

2 .当x= n-k
2

时,圈Ck

上悬挂一条路.下面证明M(G0)<M(G′).
当n为偶数时,考虑下列两种情形.
情形1)n≤2k.计算可得

M(G′)=2xk+n-2+n-4+…+k-2x+n-2+n-4+…+k+2x=

2xk+n-2+k-2x
2 ×n-k+2x

2 +n-2+k+2x
2 ×n-k-2x

2 =

n2-2n-k2+2k-4x2+4xk
2 .

因为x≤n-k2
,n≤2k,所以x≤k

2
,从而
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M(G′)-M(G0)=n2-2n-k2+2k-4x2+4xk
2 - n2-k2-2n+2kæ

è
ç

ö

ø
÷

2 =2x(k-x)>0.

  情形2)n>2k.

① 当0<x≤k
2

时,计算和情形1)同理.

② 当k
2<x≤

n-k
2

时,有

M(G′)=2kx+2+4+…+n-2+2+4+…+2x-k+n-2+n-4+…+k+2x=
n2-2n+4x

2 .

因此

M(G′)-M(G0)=4x+k2-2k
2 >0.

  当n为奇数时,分如下两种情形讨论.
情形1)n<2k.计算可得

M(G′)=(2x+1)k+n-2+n-4+…+k-1-2x+n-2+n-4+…+k+1+2x=

2kx+k+n-2+k-1-2x
2 ×n-k+1+2x

2 +n-2+k+1+2x
2 ×n-k-1-2x

2 =

n2-2n-k2+4k-4x2+4kx-4x-1
2 .

因为x≤n-k-12
,n≤2k-1,所以x≤k-22

,从而

M(G′)-M(G0)=n2-2n-k2+4k-4x2+4kx-4x-1
2 - n2-k2-2n+4k-1æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =

2kx-2x-2x2=2x(k-x-1)>0.
  情形2)n>2k.

① 当0<x<k
2

时,计算和情形1)同理.

② 当k
2≤x≤

n-k-1
2

时,有

M(G′)=(2x+1)k+n-2+n-4+…+1+1+3+…+1+2x-k+

n-2+n-4+…+k+1+2x=n2+4x-2n+3
2 .

因此

M(G′)-M(G0)=4x-4k+k2+4
2 >0.

3 偶长单圈图加权 Mostar指标的下界

设G 是n 个顶点的单圈图,k 为单圈图的圈长,当n=k 时,w+M(G)=0;当n=k+1时,

w+M(G)=8k-2.下面考虑当n≥k+2时单圈图加权 Mostar指标的下界,从n的奇偶性两种情形

讨论.

引理5 设G=Cn(P1,P2,…,Pk),则圈Ck 上的悬挂路分支越少,∪
k

i=1
Pi 上的边对加权 Mostar指

标的贡献越小.
证明:设 Pm 和Pl 是圈Ck 上任意两点v 和v′上 的2条 悬 挂 路 分 支,设 Pm =u1u2…um,

Pl=v1v2…vl,其中1≤m≤l.令G′=G-um-1um+vlum,当m=1时,um-1=v.
下证G 中悬挂路Pm 和Pl 上的边对加权 Mostar指标的贡献和大于G′中悬挂路Pm-1和Pl+1上的

边对加权 Mostar指标的贡献和.
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情形1)m=1,l=1.此时,G 中Pm 和Pl 上的边对加权 Mostar指标的贡献和为4n-2 +
4n-2 =8n-16;G′中Pm-1和Pl+1上的边对加权 Mostar指标的贡献和为3n-2 +5n-4 =
8n-26.

情形2)m=1,l>1.此时,G 中Pm 和Pl 上的边对加权 Mostar指标的贡献和为

4n-2 +3n-2 +4n-4 +…+4n-2(l-1)+5n-2l ;

G′中Pm-1和Pl+1上的边对加权 Mostar指标的贡献和为

3n-2 +4n-4 +…+4n-2l +5n-2(l+1).
二者做差得4n-2 + n-2l -5n-2l-2 .

当n≥2l+2时,4n-2 + n-2l -5n-2l-2 =8l+2>0;当n≤2l时,因为n≥l+m+k≥
l+5,所以4 n-2 + n-2l -5 n-2l-2 =8n-8l-18>0;当n=2l+1时,4 n-2 +
n-2l -5n-2l-2 =8l-8>0.

情形3)m≥2.此时,G 中Pm 和Pl 上的边对加权 Mostar指标的贡献和为

3n-2 +4n-4 +…+4n-2(m-1)+5n-2m +3n-2 +
4n-4 +…+4n-2(l-1)+5n-2l ;

G′中Pm-1和Pl+1上的边对加权 Mostar指标的贡献和为

3n-2 +4n-4 +…+4n-2(m-2)+5n-2(m-1)+3n-2 +
4n-4 +…+4n-2l +5n-2(l+1).

二者做差得- n-2m+2 +5n-2m + n-2l -5n-2l-2 .
当n≥2l+2时,- n-2m+2 +5n-2m + n-2l -5n-2l-2 =8l-8m+8>0;当n≤2l

时,因为n≥l+m+k≥l+m+4,所以n-l-m≥4,从而

- n-2m+2 +5n-2m + n-2l -5n-2l-2 =8n-8m-8l-12>0;
当n=2l+1时,因为n≥l+m+k≥l+m+4,所以l>m+3,从而

- n-2m+2 +5n-2m + n-2l -5n-2l-2 =8l-8m-2>0.
  显然,除悬挂路分支Pm 和Pl,其余悬挂路上的边对加权 Mostar指标的贡献不变,根据上述变换

的结果可知,悬挂路分支越少,∪
k

i=1
Pi 上的边对加权 Mostar指标的贡献越小.

引理6 设G0≅Pi,i+k
2
,n-k
2

,n-k
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,则

w+M(G0)=
2n2-2k2-6n+6k+4, n为偶数,

2n2-2k2-6n+10k+6,n为奇数{ .
(3)

  证明:1)n是偶数.
① 当n=k+2时,w+M(G0)=4×(k+2-2)×2=8k.
② 当n>k+2时,有

w+M(G0)=2×[3(n-2)+4(n-4)+…+4(k-2)+5k]=

2× 4×n-2+k
2 ×n-k

2 -(n-2)+é

ë
êê

ù

û
úúk =

2n2-2k2-6n+6k+4. (4)
将n=k+2代入式(4)可得w+M(G0)=8k.
2)n是奇数.
① 当n=k+3时,有

w+M(G0)=4(k-4)+20+7(k+3-2)+5(k+3-4)=16k+6.
  ② 当n>k+3时,有

w+M(G0)=20+4×(k-4)+3(n-2)+4(n-4)+…+4(k-3)+5(k-1)+
[3(n-2)+4(n-4)+…+4(k-1)+5(k+1)]=
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4k+4+4× n+k-3
2 ×n-k+1æ

è
ç

ö

ø
÷

2 -(n-2)+k-1+

4× n+k-1
2 ×n-k-1æ

è
ç

ö

ø
÷

2 -(n-2)+k+1=

2n2-2k2-6n+10k+6. (5)
将n=k+3代入式(5)可得w+M(G0)=16k+6.

定理2 设G=Cn(T1,T2,…,Tk),G0≅Pi,i+k
2
,n-k
2

,n-k
2

æ

è
ç

ö

ø
÷,则

w+M(G)≥w+M(G0), (6)
等号成立当且仅当G≅G0.

证明:根据引理2知,w+M(Cn(T1,T2,…,Tk))≥w+M(Cn(P1,P2,…,Pk)),下面分析悬挂路

分支的条数.
当悬挂路分支不少于3条时,根据引理6的证明知,n为偶数时,图G0 圈上的边对加权 Mostar

指标的贡献为0,而图Cn(P1,P2,…,Pk)圈上的边对加权 Mostar指标的贡献不可能小于0.同理,当

n为奇数时,图G0 圈上不与路相关联的边对加权 Mostar指标的贡献为4,与路关联的边对加权

Mostar指标的贡献为5,而图Cn(P1,P2,…,Pk)圈上不与路相关联的边对加权 Mostar指标的贡献不

可能小于4,与路关联的边对加权 Mostar指标的贡献不可能小于5.再根据引理5知,悬挂路分支减

少,其上的边对加权 Mostar指标的贡献和减小,则图G0 的加权 Mostar指标小.
当悬挂路分支为2条时,若2条路不在圈Ck 的2个对称点分布,则圈上至少存在一条边e=vivj,

使得边e对加权 Mostar指标的贡献 nvi-nvj ≥4(n-k)≥8.下面考虑悬挂路分布在圈Ck 的2个

对称点上的情况.

设图G′≅Pi,i+k
2
,n-k
2 -x,n-k

2 +æ

è
ç

ö

ø
÷x ,其中0<x≤ n-k

2 .当x= n-k
2

时,圈Ck

上悬挂1条路.下面证明w+M(G0)<w+M(G′).
当n是偶数时,分3种情形讨论.
情形1)k+2≤n≤2k.

① 当0<x≤n-k-42
时,有

w+M(G′)=40x+8x(k-4)+3(n-2)+4(n-4)+…+5(k-2x)+
3(n-2)+4(n-4)+…+5(k+2x)=

8kx+8x+4×n-2+k-2x
2 ×n-k+2x

2 +

4×n-2+k+2x
2 ×n-k-2x

2 -2n+2k+4=

2n2-6n-2k2+6k+4-8x2+8kx+8x.

因为x≤n-k-42
,n≤2k,所以x≤k-42

,从而

w+M(G′)-w+M(G0)=2n2-6n-2k2+6k+4-8x2+8kx+8x-
(2n2-2k2-6n+6k+4)=8x(k+1-x)>0.

  ② 当x=n-k-22
时,有

w+M(G′)=(n-k-2)(4k+4)+4(n-2)+3(n-2)+4(n-4)+…+5(2k+2-n)=
8nk-8k2+6n-14k-12,

从而

w+M(G′)-w+M(G0)=8nk-6k2+12n-20k-2n2-16=
(3k-n)(2n-2k-4)+8n-8k-16>0.
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  ③ 当x=n-k2
时,有

w+M(G′)=2×5×(n-k)+(k-2)×4×(n-k)+3(n-2)+4(n-4)+…+5(2k-n)=
8nk-8k2-4n+4k+2,

从而

w+M(G′)-w+M(G0)=8nk-6k2+2n-2k-2-2n2=(3k-n)(2n-2k)+2n-2k-2>0.
  情形2)n≥2k+4.

① 当0<x≤k
2

时,计算和情形1)中①同理.

② 当k
2<x≤

n-k-4
2

时,有

w+M(G′)=8kx+8x+3(n-2)+4(n-4)+…+4×2+0+4×2+4×4+…+
5(2x-k)+3(n-2)+4(n-4)+…+5(k+2x)=
2n2-6n+20x+4,

从而

w+M(G′)-w+M(G0)=20x+2k2-6k>0.

  ③ 当x=n-k-22
时,有

w+M(G′)=(n-k-2)(4k+4)+4(n-2)+3(n-2)+4(n-4)+…+2×4+0+
2×4+4×4+…+5(n-2k-2)=2n2+4n-10k-16,

从而

w+M(G′)-w+M(G0)=2k2+10n-16k-20>0.

  ④ 当x=n-k2
时,有

w+M(G′)=10(n-k)+4(n-k)(k-2)+3(n-2)+4(n-4)+…+4×2+0+
4×2+4×4+…+5(n-2k)=2n2-8k+2n+2,

从而

w+M(G′)-w+M(G0)=2k2-14k+8n-2>0.
  情形3)n=2k+2.

① 当0<x≤n-k-42
时,计算和情形1)中①同理.

② 当x=n-k-22 =k
2

时,计算和情形1)中②同理.

③ 当x=k+22
时,计算和情形2)中④同理.

当n是奇数时,考虑如下情形.
情形1)k+3≤n<2k.

① 当0<x≤n-k-52
时,有

w+M(G′)=(4k+4)(2x+1)+3(n-2)+4(n-4)+…+5(k-1-2x)+
3(n-2)+4(n-4)+…+5(k+1+2x)=
(4k+4)(2x+1)+(n-2x+k-3)(n+2x-k+1)+k-1-2x-(n-2)+
(n+2x+k-1)(n-2x-k-1)-(n-2)+k+1+2x=
2n2-2k2-6n+10k+8kx-8x2+6.

因为x≤n-k-52
,n≤2k-1,所以x≤k-62

,从而
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w+M(G′)-w+M(G0)=8x(k-x)>0.

  ② 当x=n-k-32
时,有

w+M(G′)=(4k+4)(n-k-2)+4(n-2)+3(n-2)+4(n-4)+…+5(2k-n+2)=
8nk+6n-8k2-14k-12,

从而

w+M(G′)-w+M(G0)=8nk+12n-6k2-2n2-24k-18=
(3k-n)(2n-2k-6)+6(n-k-3)>0.

  ③ 当x=n-k-12
时,有

w+M(G′)=10(n-k)+4×(n-k)(k-2)+3(n-2)+4(n-4)+…+5(2k-n)=
8nk-8k2-4n+4k+2,

从而

w+M(G′)-w+M(G0)=8nk-6k2-2n2+2n-6k-4=
(2k-n)(2n-2k)+(2k+2)(n-k-2)>0.

  情形2)n≥2k+3.

① 当0<x≤k-22
时,计算和情形1)中①同理.

② 当k-2
2 <x≤n-k-52

时,有

w+M(G′)=(4k+4)(2x+1)+3(n-2)+4(n-4)+…+4×1+4×1+4×3+…+
5(1+2x-k)+3(n-2)+4(n-4)+…+5(k+1+2x)=
2n2-6n+20x+16,

从而

w+M(G′)-w+M(G0)=2k2-10k+20x+10>0.

  ③ 当x=n-k-32
时,有

w+M(G′)=(4k+4)(n-k-2)+3(n-2)+4(n-4)+…+4×1+
4×1+…+5(n-2k-2)+4(n-2)=2n2+4n-10k-14,

从而

w+M(G′)-w+M(G0)=2k2-20k+10n-20>0.

  ④ 当x=n-k-12
时,有

w+M(G′)=2×5×(n-k)+4×(n-k)×(k-2)+4×1+4×3+…+
3×(n-2)+4×1+4×3+…+5×(n-2k)=
2n2-8k+2n+4,

从而

w+M(G′)-w+M(G0)=2k2+8n-18k-2>0.
  情形3)n=2k+1.

① 当0<x≤n-k-52
时,计算和情形1)中①同理.

② 当x=n-k-32 =k-22
时,计算和情形1)中②同理.

③ 当x=n-k-12
时,计算和情形2)中④同理.

综上,本文得到了当单圈图的圈长为偶数时,其 Mostar指标和加权 Mostar指标的下界,并给出
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了相应的极值图.
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