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一类PDGF诱导的肿瘤模型的动力学性质分析

鄂玺琪,魏 新,赵建涛
(黑龙江大学 数学科学学院,哈尔滨150080)

摘要:考虑一个以血小板源性生长因子(PDGF)驱动的反应扩散神经胶质瘤数学模型.首先,
对常微分系统给出其平衡点的稳定性分析,以趋化剂产生的速率m 作为分支参数给出正平衡

点附近Hopf分支的存在性,并通过规范型理论和中心流形定理给出判断由 Hopf分支产生

的周期解稳定性公式;其次,对反应扩散系统,得到当扩散介入后平衡点不会发生Turing不

稳定性;最后,通过数值模拟验证理论分析结果.结果表明,趋化剂产生的速率m 可区分神

经胶质瘤的类型.
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Abstract:Weconsideredaplateletderivedgrowthfactor(PDGF)drivenreaction-diffusionglioma
mathematicalmodel.Firstly,wegavethestabilityanalysisoftheequilibriumpointfortheordinary
differentialsystem.Wetooktheratemgeneratedbychemoattractantasthebifurcationparameter,

gavetheexistenceoftheHopfbifurcationnearthepositiveequilibriumpoint,andthengaveaformula
tojudgethestabilityoftheperiodicsolutionproducedbytheHopfbifurcationthroughthegaugetype
theoryandthecentralmanifoldtheorem.Secondly,forreaction-diffusionsystems,weobtainedthat
theequilibriumpointdidnotoccurTuringinstabilitywhendiffusionwasinvolved.Finally,the
theoreticalanalysisresultswereverifiedthroughnumericalsimulation.Theresultsshowthattherate
mgeneratedbychemoattractantcanbeusedtodistinguishthetypesofglioma.
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0 引 言

恶性肿瘤会对人类造成很大危害,是一类致死率较高的疾病[1].通过建立肿瘤数学模型可以更好

地理解肿瘤增长规律,并为肿瘤研究和临床治疗提供科学依据.目前,关于肿瘤数学模型的研究已有



很多结果.例如,文献[2]利用稳定性和分支理论分析了相应肿瘤模型的动力学行为.神经胶质瘤细胞

是一种恶性肿瘤细胞,研究表明,神经胶质瘤的增殖和侵袭与一些细胞生长因子的异常表达有关,
其中血小板源性生长因子(plateletderivedgrowthfactor,PDGF)是神经胶质瘤中最常见的驱动因子

之一,它可以促进神经胶质瘤细胞的增殖和浸润.
近年来,关于PDGF驱动的神经胶质瘤的数学模型研究得到广泛关注.例如:文献[3]建立了一个

肿瘤细胞和免疫细胞相互作用的模型,模拟了免疫细胞在不同浓度趋化剂下对肿瘤细胞的杀伤效果;
文献[4]建立了一个考虑PDGF浓度和细胞自身运动的模型,模拟了PDGF对神经胶质瘤细胞增殖和

浸润的影响;文献[5]考虑一个径向对称的肿瘤,建立了由PDGF驱动的三维胶质瘤的数学模型,并通

过数值模拟发现了趋化剂产生率和趋化系数这两个参数的重要作用;文献[6]研究了一个关于PDGF
驱动的神经胶质瘤的随机数学模型,可根据趋化剂产生率和趋化系数的参数范围区分两种胶质瘤,且

当噪声强度比趋化系数大时,只会有一种胶质瘤,最后通过数值模拟进行了验证,并给出了相应的医

学解释.
本文在文献[5-6]的基础上,考虑如下一类由PDGF诱导的反应扩散肿瘤模型:
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其中:Ω⊂ℝN 且具有光滑边界∂Ω;Δ为Laplace算子;G=G(x,t)表示t时刻x 位置神经胶质瘤细胞

的密度;A=A(x,t)表示t时刻x 位置趋化剂的浓度;N=N(x,t)表示t时刻x 位置浸润免疫细胞的

密度;dG>0,dA>0和dN>0分别表示胶质瘤细胞、趋化剂浓度和浸润免疫细胞的扩散率;λ表示神

经胶质瘤细胞的自然增长率;k为最大环境容纳量;m 和α 分别表示神经胶质瘤细胞产生趋化剂的速

率和趋化系数;β表示的 Michaelis常数;γ表示趋化剂的降解速率;ρ是浸润免疫细胞的清除率.假设

神经胶质瘤细胞的增殖遵循Logistic增长模式,趋化剂是由神经胶质瘤细胞产生的,用 Michaelis-

Menten形式 mG
β+G

模拟趋化剂的产生速率.模型中参数均为正数.

目前,Hopf分支是生物模型研究中的一个热点问题[7-9].本文以趋化剂产生的速率m 作为唯一的

分支参数讨论常微分系统中正平衡解的稳定性和 Hopf分支,并给出其周期解的稳定性及分支方向的

判别式,该方法不同于文献[5-6]以趋化剂产生率和趋化系数两个参数研究神经胶质瘤模型的动力学

行为.本文的主要理论结果如下.首先,对任意正常数m,平衡解E0 总是不稳定的.其次,当m<m0

时,平衡解E1 是局部渐近稳定的;当m≥m0 时,E1 是不稳定的.此外,当m>m0 时,系统会存在一

个唯一的正平衡点E*,当m∈(m0,m1)时,E*是局部渐近稳定的;当m∈(m1,+∞)时,E*是不稳定

的;当m=m1 时,在E*处会发生Hopf分支,并通过规范型理论和中心流形定理给出判断由Hopf分

支产生的周期解稳定性和分支方向的判别公式.最后,证明反应扩散系统(1)的平衡解不会发生

Turing不稳定性.一般地,神经胶质瘤的类型可分为wtIDH1型和muIDH1型,其中wtIDH1型神经

胶质瘤会有较多的免疫细胞浸润[5].本文研究的理论结果和数值模拟在医学上可解释为:当其他参数

值确定时,可通过趋化剂产生的速率m 区分两种神经胶质瘤的类型.即当m 小于临界值m0 时,浸润

免疫细胞密度最后会消失为零,从而可判断神经胶质瘤的类型为 muIDH1型;当m 大于临界值m0

时,浸润免疫细胞会一直存在,此时神经胶质瘤的类型为wtIDH1型.特别地,当m 非常大时,神经

胶质瘤中会存在更多的浸润免疫细胞.因此,本文的研究结果可在医学上为区分神经胶质瘤的类型提

供理论依据.
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1 常微分系统的动力学行为

考虑系统(1)对应的常微分系统:

dG
dt=λG 1-G+Næ

è
ç

ö

ø
÷

k
,

dA
dt= mG

β+G-γA,

dN
dt=αAN -ρN

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï .

(2)

通过选择趋化剂产生的速率m 作为系统(2)的主要分支参数,讨论系统(2)平衡解的稳定性和 Hopf分

支,以及由Hopf分支产生的周期解的稳定性.
1.1 平衡解分析

显然,E0∶=(0,0,0)和E1∶= k, mk
γ(β+k)

,æ

è
ç

ö

ø
÷0 分别为系统(2)的平凡解和半平凡解,且二者总

存在.记

m0=ργ(β+k)
kα .

直接计算可知,当0<m≤m0 时,系统(2)无正平衡解;当m>m0 时,系统(2)存在唯一的正平衡解

E*∶=(G*,A*,N*),其中

G*∶= γρβ
αm-γρ

, A*∶=ρ
α
, N*∶=k- γρβ

αm-γρ
.

1.2 平衡解E0 和E1 的稳定性分析

定理1 对于系统(2)的平衡解E0 和E1 有如下结论:

1)系统(2)的平凡解E0 是不稳定的;

2)当m<m0 时,系统(2)的平衡解E1 是局部渐近稳定的;当m≥m0 时,系统(2)的平衡解E1 是

不稳定的.
证明:1)系统(2)在E0 处的Jacobi矩阵为

J(E0)∶=

λ 0 0
m
β

-γ 0

0 k -
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,

其特征值为λ>0,-γ<0,-ρ<0.因此平凡解E0 是不稳定的.
2)系统(2)在E1 处的Jacobi矩阵为

J(E1)∶=

-λ 0 -λ
mβ

(β+k)2 -γ 0

0 0 mαk
γ(β+k)-

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
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÷
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,

其特征值为-λ(<0),-γ(<0), mαk
γ(β+k)

-ρ.显然,当m<m0 时, mαk
γ(β+k)

-ρ<0,系统(2)的平衡解

E1 是局部渐近稳定的;当m>m0 时, mαk
γ(β+k)

-ρ>0,系统(2)的平衡解E1 是不稳定的.当m=m0

时,有一特征值为0,此时不能通过特征值直接判断该平衡解的稳定性.下证当m=m0 时,系统(2)的
平衡解E1 是不稳定的.令

췍G=G-k, 췍A=A- mαk
γ(β+k)

, 췍N=N,

则系统(2)转化为
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系统(2)的平衡解E1 对应系统(3)的平衡解췍E1∶=(0,0,0).当m=m0 时,系统(3)在췍E1 处的Jacobi
矩阵为

J(췍E1)=

-λ 0 -λ
m0β
(β+k)2 -γ 0
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其特征 值 为 -λ,-γ,0.考 虑 λ≠γ,通 过 计 算 可 得:特 征 值 -λ 对 应 的 特 征 向 量 为 V1=
(β+k)2(γ-λ)

m0β
,1,æ

è
ç

ö

ø
÷0
T
,特征值-γ对应的特征向量为V2=(0,1,0)T,特征值0对应的的特征向量为

V3= 1,
m0β

γ(β+k)2)
,æ

è
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T

.

令T=(V1,V2,V3),X=(췍G,췍A,췍N)T,则系统(3)可改写为

dX
dt=J(췍E1)X+F,

其中

F= -λ
k
췍G2-λ

k
췍G췍N,- mk

β+k+m(췍G+k)
β+k+췍G- mβ췍G

(β+k)2
,α췍A췍æ
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÷N
T

.

令X=TY,Y=(y1,y2,y3)T,则有

dY
dt=T-1J(췍E1)TY+T-1F,

其中T-1J(췍E1)T=diag(-λ,-γ,0).又由X=TY,Y=(y1,y2,y3)T,可得

췍G=
(β+k)2(γ-λ)

mβ
y1+y3, 췍A=y1+y2+ mβ

γ(β+k)2y3
, 췍N=-y3.

  下面计算T-1F.直接计算可得

T =-
(β+k)2(γ-λ)

mβ
,

T* =

-1 0 -1

1 -
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γ
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从而可得

T-1F=

mβ
(β+k)2(γ-λ) 0 mβ

(β+k)2(γ-λ)
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(β+k)2(γ-λ) 1 - λmβ
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记T-1F=(f1,f2,f3)T,则有

dZ
dt=BZ+

f1
f
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

,

dy3
dt =0y3+f3

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ,

(4)

其中B=diag(-λ,-γ),Z=(y1,y2)T.显然fi∈C2,fi(0,0,0)=0,Dfi(0,0,0)=0,i=1,2,3.由中

心流形定理可知,存在一个中心流形Z=h(y3)=(h1(y3),h2(y3))T,满足

Bh(y3)+
f1(h(y3),y3)

f2(h(y3),y3
æ

è
ç

ö

ø
÷)=Dh(y3)f3(h(y3),y3).

假设

y1=h1(y3)=e2y23+e3y33+o(y33), y2=h2(y3)=r2y23+r3y33+o(y33),
则有f3(h(y3),y3)=C33y23+o(y23),其中C33=αmβ/(γ(β+k)2)>0.系统(4)零解的动力学行为可由

f3(h(y3),y3)决定.由于C33>0,所以y3=0是不稳定的.因此,当m=m0 时,系统(2)的平衡解E1

是不稳定的.证毕.
1.3 正平衡点的稳定性及Hopf分支分析

系统(2)在E*=(G*,A*,N*)处的Jacobi矩阵为

J(m)∶=

-λG*

k 0 -λG*

k
mβ

(G*+β)2
-γ 0

0 αN*

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
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0

, (5)

J(m)的特征方程为

x3+a2(m)x2+a1(m)x+a0(m)=0, (6)
其中

a2(m)∶=λG*

k +γ= λγρβ
k(αm-γρ)

+γ,

a1(m)∶=λγG*

k = λγ2ρβ
k(αm-γρ)

,

a0(m)∶=αβmλG*N*

k(β+G*)2 =λγρ[k(αm-γρ)-βγρ]
kαm .

当m>m0 时,E*是系统(2)的唯一正平衡解.定义

Γ1={m:a1(m)a2(m)-a0(m)>0},

Γ2={m:a1(m)a2(m)-a0(m)<0},

Γ3={m:a1(m)a2(m)-a0(m)=0,a′1(m)a2(m)+a1(m)a′2(m)-a′0(m)≠0}.

(7)

  引理1 假设m>m0,则有下列结论:

1)如果m∈Γ1,则E*是局部渐近稳定的;

2)如果m∈Γ2,则E*是不稳定的;

3)如果m∈Γ3,则系统(2)在E*处产生Hopf分支.
证明:1)根据Routh-Hurwitz准则知,E*是局部渐近稳定的当且仅当

a0(m)>0, a2(m)>0, a1(m)a2(m)-a0(m)>0.
由m>m0,有a0(m)>0和a2(m)>0,因此如果m∈Γ1,则E*是局部渐近稳定的.
2)如果m∈Γ2,则特征方程(6)会存在具有正实部的根,因此E*在Γ2 中是不稳定的.
3)假设存在m*∈Γ3,则有a1(m*)a2(m*)-a0(m*)=0,特征方程(6)可化为

(x2(m*)+a1(m*))(x(m*)+a2(m*))=0,

它有3个根:x1=i a1(m*),x2=-i a1(m*),x3=-a2(m*)<0.因此特征方程(6)有一对纯虚根
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和一个负根.对任意的m(m>m0),假设特征方程(6)的根为

x1(m)=α(m)+iβ(m), x2(m)=α(m)-iβ(m), x3(m)=-a2(m),

则显然有α(m*)=0和β(m*)= a1(m*).
下面证明横截条件α′(m*)≠0成立.对特征方程(6)关于m 求导,并分离实部和虚部,可得

A1(m)α′(m)-A2(m)β′(m)+A3(m)=0,
A2(m)α′(m)+A1(m)β′(m)+A4(m)=0,

其中

A1(m)=3α2(m)+2a2(m)α(m)+a1(m)-3β2(m),

A2(m)=6α(m)β(m)+2a2(m)β(m),

A3(m)=α2(m)a′2(m)+a′1(m)α(m)+a′0(m)-a′2(m)β2(m),

A4(m)=2α(m)β(m)a′2(m)+a′1(m)β(m).

注意到α(m*)=0和β(m*)= a1(m*),有

A1(m*)=-2a1(m*),  A2(m*)=2a2(m*) a1(m*),

A3(m*)=a′0(m*)-a′2(m)a1(m*),  A4(m*)=a′1(m) a1(m*).
经计算可得

α′(m*)=-a′1(m*)a2(m*)+a1(m*)a′2(m*)-a′0(m*)
2(a22(m*)+a1(m*)) .

由于a1(m)>0,a2(m)>0,因此α′(m*)≠0等价于

a′1(m*)a2(m*)+a1(m*)a′2(m*)-a′0(m*)≠0.
从而根据Hopf分支理论[10]可知,当m=m*∈Γ3 时,系统(2)在E*处产生Hopf分支.证毕.

根据引理1,可得如下关于E*的稳定性和Hopf分支的定理.
定理2 假设m>m0 成立,则:

1)当m∈(m0,m1)时,系统(2)的平衡解E*是局部渐近稳定的;

2)当m∈(m1,+∞)时,系统(2)的平衡解E*是不稳定的;

3)当m=m1 时,系统(2)在平衡解E*处经历Hopf分支.

其中定义m1∶=x1+γρ
α >m0.

证明:经计算可得

a1(m)a2(m)-a0(m)= λγp
k2mα(αm-γp)2

F(m),

其中

F(m)=αmρβ2γ2λ+kαmβγ2(αm-γρ)-k(αm-γρ)2[(αm-γρ)-γβρ].

因为m>m0,所以有 λγρ
k2mα(αm-γρ)2

>0.因此当m∈(m0,+∞)时,a1(m)a2(m)-a0(m)的符号与

F(m)的符号相同.令x=αm-γρ,则有

F(m)∶=T(x)=-k2x3+kβγ(γ+ρ)x2+(kβγ3ρ+β2γ2λρ)x+β2γ3λρ2.

由于m>m0 等价于x>γρβk
,因此下面讨论当x∈ γρβ

k
,æ

è
ç

ö

ø
÷+∞ 时T(x)根的情况.

显然,lim
x→+∞

T(x)=-∞.另一方面,有

Tγρβæ

è
ç

ö

ø
÷

k =-γ3ρ3β3
k +γ3ρ3β3+γ4ρ2β3

k +kγ4ρ2β2+λγ3ρ2β3
k +λγ3ρ2β2=

γ3β2ρ2(γ+λ)β
k +æ

è
ç

ö

ø
÷1 >0.

由T(x)在 γρβ
k
,æ

è
ç

ö

ø
÷+∞ 中的连续性知,T(x)在 γρβ

k
,æ

è
ç

ö

ø
÷+∞ 中至少存在一个根,记为x1.此外,对于多
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项式函数T(x),易见x3 的系数为负,而x2,x和x0 的系数均为正.相邻的非零系数符号的变化次数

为1次,由笛卡尔符号法则可知,T(x)最多有一个正根.根据上述分析可知,T(x)在 γρβ
k
,æ

è
ç

ö

ø
÷+∞ 中存

在唯一的正根.此外,根据三次函数图像的性质,有

T(x)
>0,x∈ γρβ

k
,xæ

è
ç

ö

ø
÷1 ,

<0,x∈ (x1,+∞

ì

î

í
ïï

ïï ),
  T′(x1)<0.

  根据m1 的定义,有

a1(m1)a2(m1)-a0(m1)=0,

a1(m)a2(m)-a0(m)
>0,m∈ (m0,m1),

<0,m∈ (m1,+∞){ .
因为F′(m1)=αT′(x1)<0,从而有

a′1(m1)a2(m1)+a1(m1)a′2(m1)-a′0(m1)= λγp
k2m1α(αm1-γp)2

F′(m1)<0.

由式(7)定义可知,Γ1=(m0,m1),Γ2=(m1,+∞),Γ3={m1}.由引理1可得结论.证毕.
1.4 Hopf分支周期解的稳定性分析

下面讨论系统(2)由 Hopf分支产生的周期解(Gp(t),Ap(t),Np(t))的稳定性.令y1=G-G*,

y2=A-A*,y3=N-N*,则系统(2)可改写为

dy1
dt =λ(y1+G*)1-y1+y3+G* +N*æ

è
ç

ö

ø
÷

k
,

dy2
dt =m(y1+G*)

β+y1+G*
-γ(y2+A*),

dy3
dt =α(y2+A*)(y3+N*)-ρ(y3+N*)

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï .

(8)

系统(8)可记为如下形式:
dY
dt=J(m)Y+F(Y), (9)

这里J(m)由式(5)定义,Y=(y1,y2,y3)T,F(Y)=(F1(Y),F2(Y),F3(Y))T,其中

F1(Y)∶=-λ
ky1(y1+y3),

F2(Y)∶= m
β+y1+G*

y1- mβ
(β+G*)2y1+

mG*

β+y1+G*
-γA*,

F3(Y)∶=αy2y3.

(10)

  如果m=m1,则J(m)的特征值为

x1(m1)=iω0, x2(m1)=-iω0, x3(m1)=-a2(m1)<0.
令ξ1 和ξ2 分别为J(m1)的特征值iω0 和-a2(m1)对应的特征向量.经计算可得

ξ1∶=

1
γ-ω0i
αN*

-1-kω0i
λG

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

*

,  ξ2∶=

λG*

kγ

-a2(m1)
αN*

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

1

.

定义

P∶=(Re(ξ1),-Im(ξ1),ξ2)=

1 0 λG*

kγ
γ

αN*

ω0
αN*

-a2(m1)
αN*

-1 kω0

λG*

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷1

,
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则

P-1= 1
detP

p11 p12 p13
p21 p22 p23
p31 p32 p

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

33

,

其中

p11= ω0
αN*

+kω0a2(m1)
λαN*G*

, p12=ω0
γ
, p13=-λω0G*

kγαN*
,

p21=a2(m1)-γ
αN*

, p22=1+λG*

kγ
, p23=a2(m1)

αN*
+ λG*

kαN*
,

p31= kγω0

λαN*G*
+ ω0
αN*

, p32=-kω0

λG*
, p33= ω0

αN*
,

detP = ω0
αN*

3+ kγ
λG*

+λG*

k
æ

è
ç

ö

ø
÷

γ .

  令Y=PZ,其中Z∶=(z1,z2,z3)T,则系统(9)可写为

dZ
dt=P-1J(m1)PZ+G(Z),

其中

P-1J(m1)P=
0 -ω0 0
ω0 0 0
0 0 -a2(m1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷)
,

G(Z)∶=(G1(Z),G2(Z),G3(Z))T=P-1F(PZ).
记F(PZ)=(f1(Z),f2(Z),f3(Z))T,则由式(10),可得

f1(Z)=-λ
k z1+λG*

kγzæ

è
ç

ö

ø
÷3

kω0

λG*
z2+ 1+λG*

k
æ

è
ç

ö

ø
÷

γ zæ

è
ç

ö

ø
÷3 ,

f2(Z)=
m1 G* +z1+λG*

kγzæ

è
ç

ö

ø
÷3

β+G* +z1+λG*

kγz3
-γA* - m1β

(β+G*)2
z1+λG*

kγzæ

è
ç

ö

ø
÷3 ,

f3(Z)= 1
N*
(γz1+ω0z2-a2(m1)z3)-z1+kω0

λG*
z2+zæ

è
ç

ö

ø
÷3 .

进一步计算可得

G1(Z)=p11f1(Z)+p12f2(Z)+p13f3(Z)
detP

,

G2(Z)=p21f1(Z)+p22f2(Z)+p23f3(Z)
detP

,

G3(Z)=p31f1(Z)+p32f2(Z)+p33f3(Z)
detP .

  为研究Hopf分支周期解的稳定性,需要在m=m1 和(z1,z2,z3)=(0,0,0)时计算以下变量[10-11]:

g11=14
[(G1)z1z1 +(G1)z2z2 +i((G2)z1z1 +(G2)z2z2)],

g02=14
[(G1)z1z1 -(G1)z2z2 -2(G2)z1z2 +i((G2)z1z1 -(G2)z2z2 +2(G1)z1z2)],

g20=14
[(G1)z1z1 -(G1)z2z2 +2(G2)z1z2 +i((G2)z1z1 -(G2)z2z2 -2(G1)z1z2)],

τ11= 1
4a2(m1)

((G3)z1z1 +(G3)z2z2),

τ20=14
(a2(m1)+2iω0)-1((G3)z1z1 -(G3)z2z2 -2i(G3)z1z2),
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G110=12
[(G1)z1z3 +(G2)z2z3 +i((G2)z1z3 -(G1)z2z3)],

G101=12
[(G1)z1z3 -(G2)z2z3 +i((G2)z1z3 +(G1)z2z3)],

G21=18
[(G1)z1z1z1 +(G1)z1z2z2 +(G2)z1z1z2 +(G2)z2z2z2 +

i((G2)z1z1z1 +(G2)z1z2z2 -(G1)z1z1z2 -(G1)z2z2z2)],

g21=G21+2G110τ11+G101τ20.
由文献[10],定义第一Lyapunov系数c1(m1)为

c1(m1)= i
2ω0 g11g20-2g11 2- g02 2

æ

è
ç

ö

ø
÷

3 +g21
2.

因此

Re(c1(m1))=12Re
(g21)- 1

2ω0
(Re(g11)Im(g20)+Im(g11)Re(g20)). (11)

由定理2的证明,可知

a1(m1)a′2(m1)+a′1(m1)a2(m1)-a′0(m1)<0,
故α′(m1)>0.综上可得如下定理.

定理3 对于系统(2)的Hopf分支周期解,有如下结论:

1)如果Re(c1(m1))<0,则Hopf分支周期解是轨道渐近稳定的,且分支方向是向前的;

2)如果Re(c1(m1))>0,则Hopf分支周期解是不稳定的,且分支方向是向后的.

2 反应扩散系统的动力学行为

文献[12]研究表明,扩散能使一个系统的稳态解失去稳定性,这种不稳定性即为由扩散引起的不

稳定性或Turing不稳定性.下面讨论在常微分系统(2)中稳定的常数平衡解,当扩散介入后其稳定性

是否发生变化,即研究系统(1)常数稳态解是否会发生Turing不稳定性.
定理4 对于系统(1),有如下结论:

1)如果m∈(0,m0),则系统(1)的平衡解E1 是局部渐近稳定的;

2)如果m∈(m0,m1),则系统(1)的平衡解E*是局部渐近稳定的.
证明:系统(1)在E1 处线性化系统系数矩阵为

췍J(E1)∶=

-λ+dGΔ 0 -λ
mβ

(β+k)2 -γ+dAΔ 0

0 0 mαk
γ(β+k)-ρ+dN

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷Δ

,

根据文献[13-14]可知,췍J(E1)的特征值可由췍Jn 确定:

췍Jn∶=

-λ-dGμn 0 -λ
mβ

(β+k)2 -γ-dAμn 0

0 0 mαk
γ(β+k)-ρ-dNμ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷n

,

其中0=μ0<μ1<…μn<…为-Δ在区域Ω 上满足齐次Neumann边界条件的特征值.当m∈(0,m0)
时,对任意n∈ℕ,췍Jn 的特征值为

-λ-dGμn <0, -γ-dAμn <0, mαk-kγα-βγρ
γ(β+k) -dNμn <0.

所以系统(1)的平衡解E1 是局部渐近稳定的.
系统(1)在E*处线性化系统系数矩阵为
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췍J*∶=
a11(m)+dGΔ 0 a13(m)

a21(m) a22(m)+dAΔ 0
0 a32(m) dN

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

Δ
.

同理,췍J(E*)的特征值可由췍J*
n 确定:

췍J*
n ∶=

a11(m)-dGμn 0 a13(m)

a21(m) a22(m)-dAμn 0
0 a32(m) -dNμ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

n

,

췍J*
n 的特征方程为

x3+a2,n(m)x2+a1,n(m)x+a0,n(m)=0,
其中

a2,n(m)∶=(dG +dA +dN)μn +a2(m),

a1,n(m)∶=(dGdA +dGdN +dAdN)μ2n -
[a22(m)dG +a11(m)dA +(a11(m)+a22(m))dN]μn +a1(m),

a0,n(m)∶=dGdAdNu3
n -(dGdNa22(m)+dAdNa11(m))μ2n +(a11(m)a22(m)dN)μn +a0(m),

这里a2(m),a1(m)和a0(m)与式(6)相同.当m∈(m0,m1)时,

a0(m)>0, a1(m)>0, a2(m)>0, a1(m)a2(m)-a0(m)>0.
注意到dG>0,dA>0,dN>0,a11(m)<0,a22(m)<0,可得

a2,n(m)>0, a1,n(m)>0, a0,n(m)>0.
直接计算可得

a2,n(m)a1,n(m)-a0,n(m)∶=h1μ3n +h2μ2n +h3μn +h4,
其中

h1=(dG +dA)(dG +dN)(dA +dN),

h2=-(dA +dN)(2dG +dA +dN)a11(m)-a22(m)(dG +dN)(dG +2dA +dN),

h3=[2a11(m)a22(m)+a222(m)]dG +[2a11(m)a22(m)+a211(m)]dA +[(a11(m)+a22(m))2]dN,

h4=a2(m)a1(m)-a0(m).
当m∈(m0,m1)时,易得hi>0(i=1,2,3,4),从而a2,n(m)a1,n(m)-a0,n(m)>0.所以当m∈(m0,m1)
时,系统(1)的平衡解E*是局部渐近稳定的.证毕.

3 数值模拟

下面通过数值模拟验证上述理论分析结果.选取如下参数值:

λ=0.48, β=0.1, γ=2.185, α=0.6, k=1, ρ=0.9.
经计算得m0=3.6025,m1=5.5891.

对于常微分系统(2),根据定理1和定理2知,若m∈(0,3.6025),则系统(2)的平衡解E1 是局

部渐近稳定的;若m∈(3.6025,5.5891),则系统(2)的平衡解E*是局部渐近稳定的;若m>5.5891,
则系统(2)的平衡解E*是不稳定的.当m=5.5891时,系统(2)会产生Hopf分支,在E*附近分支出

一族周期解,此时E*=(0.1418,1.5,0.8582).利用1.4节中给出的计算公式,计算可得:

g11=-0.1020+0.0365i,  g02=0.2116-0.3325i,

g20=-0.0410+0.1411i,  g21=-0.0425-0.0074i,

τ11=0.1610,  τ20=-0.1508+0.0500i,

G21=-0.0529+0.0913i,  G110=-0.3312+0.0954i,

G101=-0.2336+0.000036i.
从而Re(c1(m1))=-0.0416<0.由定理3知,分支周期解是轨道渐近稳定的,且分支方向是向前的.
取m=5.6,可观察到系统(2)存在周期解,如图1所示.选取dG=10,dA=1,dN=20.当m=2∈
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(0,m0)时,根据定理4,系统(1)的平衡解E1=(1,0.8321,0)是局部渐近稳定的,如图2所示.如果

选取m=4∈(m0,m1),根据定理4知,系统(1)的平衡解E*=(0.4536,1.5,0.5464)是局部渐近稳定

的,如图3所示.

图1 当m=5.6时系统(2)产生的稳定周期解

Fig.1 Stableperiodicsolutionsgeneratedbysystem(2)whenm=5.6

图2 当m=2时系统(1)的平衡解E1=(1,0.8321,0)的局部渐近稳定性

Fig.2 LocalasymptoticstabilityofequilibriumsolutionE1=(1,0.8321,0)ofsystem(1)whenm=2

图3 当m=4时系统(1)平衡解E*=(0.4536,1.5,0.5464)的局部渐近稳定性

Fig.3 LocalasymptoticstabilityofequilibriumsolutionE*=(0.4536,1.5,0.5464)ofsystem(1)whenm=4

综上,本文在齐次Neumann边界条件下研究了一类PDGF诱导的肿瘤反应扩散模型.首先,通过

以趋化剂产生的速率m 为分支参数,给出了该模型在正平衡点附近 Hopf分支的存在性,并通过规范

型理论和中心流形定理给出了判断由Hopf分支产生的周期解稳定性的公式.其次,对反应扩散系统

的研究表明,当扩散介入后稳态解不会产生Turing不稳定性.因此经典的自扩散不能导致Turing斑

图的出现,数值模拟也证实了该结论.

参 考 文 献

[1] 吴菲,林国桢,张晋昕.我国恶性肿瘤发病现状及趋势 [J].中国肿瘤,2012,21(2):81-85.(WUF,LINGZ,

ZHANGJX.AnOverviewofCancerIncidenceandTrendinChina[J].ChinaCancer,2012,21(2):81-85.)

918 第4期       鄂玺琪,等:一类PDGF诱导的肿瘤模型的动力学性质分析    



[2] 杨艳红,伏 升 茂.一 类 带 时 滞 的 肿 瘤 免 疫 模 型 的 Hopf分 支 [J].数 学 进 展,2021,50(3):383-398.
(YANGYH,FU S M.HopfBifurcationofaTumorImmune ModelwithTimeDelay [J].Advancesin

Mathematics,2021,50(3):383-398.)

[3] EFTIMIER,BRAMSONJL,EARNDJD.InteractionsbetweentheImmuneSystemandCancer:ABrief

ReviewofNon-spatialMathematicalModels[J].BulletinofMathematicalBiology,2011,73:2-32.
[4] LEDERK,PITTERK,LAPLANT Q,etal.MathematicalModelingofPDGF-DrivenGlioblastomaReveals

OptimizedRadiationDosingSchedules[J].Cell,2014,156(3):603-616.
[5] NIUB,ZENGXY,PHANTA,etal.MathematicalModelingofPDGF-DrivenGliomaRevealstheDynamicsof

ImmuneCellsInfiltratingintoTumors[J].Neoplasia,2020,22(9):323-332.
[6] PHANT A,NGUYEN H D,TIANJP.DeterministicandStochasticModelingforPDGF-DrivenGliomas

RevealsaClassificationofGliomas[J].JournalofMathematicalBiology,2021,83(2):22-1-22-51.
[7] 刘琪,常笑源.带有Allee效应的扩散时滞单种群模型的分支分析 [J].东北师大学报(自然科学版),2023,

55(2):11-15.(LIUQ,CHANGXY.BifurcationAnalysisofaDiffusiveSinglePopulationModelwithAllee

EffectandTimeDelay[J].JournalofNortheastNormalUniversity(NaturalScienceEdition),2023,55(2):

11-15.)

[8] 高鹤,李秀玲.二维具时滞捕食-食饵共生模型的 Hopf分支 [J].东北师大学报(自然科学版),2024,56(1):

23-28.(GAO H,LIXL.HopfBifurcationofaTwo-DimensionalPredator-PreySymbioticModelwithTime

Delay[J].JournalofNortheastNormalUniversity(NaturalScienceEdition),2024,56(1):23-28.)

[9] 赵浛弛,李杰梅.一类肿瘤-免疫模型的稳定性与 Hopf分支分析 [J].吉林大学学报(理学版),2024,62(2):

189-196.(ZHAOHC,LIJM.StabilityandHopfBifurcationAnalysisofaClassofTumor-ImmuneModels
[J].JournalofJilinUniversity(ScienceEdition),2024,62(2):189-196.)

[10] HASSARDD D,KAZARINOFF N D,WAN Y H.Theoryand ApplicationsofHopfBifurcation [M].

Cambridge:CambridgeUniversityPress,1981:86-91.
[11] WANGM,YIF.OntheDynamicsoftheDiffusiveField-NoyesModelfortheBelousov-ZhabotinskiiReaction

[J].JournalofDifferentialEquations,2022,318(13):443-479.
[12] TURINGAM.TheChemicalBasisofMorphogenesis[J].PhilosophicalTransactionsoftheRoyalSocietyof

London,SeriesB:BiologicalSciences,1952,237:37-72.
[13] JANGJ,NIW M,TANG M.GlobalBifurcationandStructureofTuringPatternsinthe1-DLengyel-Epstein

Model[J].JournalofDynamicsandDifferentialEquations,2004,16(2):297-320.
[14] YIF,WEIJ,SHIJ.BifurcationandSpatiotemporalPatternsinaHomogenousDiffusivePredator-PreySystem

[J].JournalofDifferentialEquations,2009,246(5):1944-1977.

(责任编辑:李 琦)

028   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第62卷 




