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二阶非线性抛物方程的B样条有限元法
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摘要:首先,用二次B样条有限元法求解Fisher-Kolmogorov(FK)方程,证明半离散格式与

全离散格式解的稳定性与收敛性;其次,用Crank-Nicolson方法离散时间变量,得到近似解

的收敛阶为O((Δt)2+h3);最后,用数值算例验证了理论分析结果及B样条有限元法的

有效性.
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B样条是具有紧支集的分段多项式函数,由于其只有一种类型的基函数,因此有限元刚度矩阵对

称稀疏且规模小于Lagrange和Hermite型有限元,从而节省存储空间,提高计算速度.此外,B样条

的光滑性优于Lagrange和Hermite型函数.基于上述因素,B样条常被选为有限元基函数[1-4].
本文讨论Fisher-Kolmogorov(FK)方程[5-6]的二次B样条有限元法,FK方程研究了生物种群扩散

与适应间的相互关系,形如:

ut-Δu+u3-u=0,  (x,t)∈Ω×(0,T].
文献[7]和文献[8]将四阶导数项加入FK方程得到了扩展的Fisher-Kolmogorov(EFK)方程.

1 半离散格式

考虑FK方程的初边值问题:



ut-uxx +u3-u=0,(x,t)∈ (0,1)×(0,T),

u(0,t)=u(1,t)=0, t∈ (0,T),

u(x,0)=u0(x), x∈ (0,1)

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(1)

记I=[0,1],Du=∂u∂x
,则问题(1)的变分形式是:求u=u(·,t)∈H1

0(I)(0≤t≤T),满足

(ut,v)+(Du,Dv)+(u3-u,v)=0,∀v∈H1
0(I),

u(x,0)=u0(x), x∈I{ .
(2)

整数节点的二次B 样条函数表达式为

B2(x)=

1
2x

2, x∈ [0,1],

-x2+3x-32
,x∈ [1,2],

1
2
(x-3)2, x∈ [2,3],

0, 其他

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï .

  取均匀剖分0=x0<x1<…<xL=1,在左右端点外分别引入虚拟节点x-2,x-1和xL+1,xL+2.令

φi(x)=B2
x-xiæ

è
ç

ö

ø
÷

h
,得到以{xi}为节点的B样条.为处理零边值条件,用线性变换修正基函数得到

{2φ-2(x),φ-1(x)-φ-2(x),φ0(x),…,φL-3(x),φL-2(x)-φL-1(x),2φL-1(x)},修正后的函数为有限

元空间Uh 的基函数,仍记为{φi(x)}.问题(1)的近似解uh(x,t)∈Uh 表示为

uh(x,t)=∑
L-2

i=-1
μi(t)φi(x),

其中μi(t)是时间变量的函数.uh∈C(1)且uh(0,t)=uh(1,t)=0,所以Uh⊂H1
0(I).

问题(2)的B样条有限元半离散格式是:求uh=uh(·,t)∈Uh(0<t≤T),满足

(uh,t,vh)+(Duh,Dvh)+(u3h -uh,vh)=0,∀vh ∈Uh,
(uh(x,0),vh)=(u0h(x),vh), ∀vh ∈Uh

{ .
(3)

引入双线性投影算子Rh:H1
0→Uh,满足

a(u-Rhu,vh)=(D(u-Rhu),Dvh)=0,  ∀vh ∈Uh, (4)
则式(4)的解Rhu 唯一确定.假设弱形式(2)的解u∈H3(I),则有如下估计[9]:

‖u-Rhu‖+h‖u-Rhu‖1 ≤Ch3‖u‖3. (5)
本文分别用‖·‖,‖·‖1,‖·‖3,‖·‖L4表示L2,H1,H3,L4 范数.

定理1 对于u0h∈H1
0(I)∩L4(I),半离散问题(3)存在唯一解uh∈Uh,满足

‖uh‖1 ≤C‖u0h‖1,  0≤t≤T, (6)
其中正常数C与T 有关,与空间步长h无关.

证明:在半离散问题(3)中,取vh=uh 得

1
2
d
dt‖uh‖2+‖Duh‖2+‖uh‖4L4 ≤ ‖uh‖2. (7)

显然,d
dt‖uh‖2≤2‖uh‖2,求解后有d

dt
(e-2t‖uh‖2)≤0,说明e-2t‖uh‖2 单调递减,因此有

‖uh‖2≤e2t‖u0h‖2≤e2T‖u0h‖2(0≤t≤T),即在L2 模下半离散问题的解有界:

‖uh‖2 ≤C‖u0h‖2,  0≤t≤T. (8)
对式(7)关于时间变量t积分得

‖uh‖2-‖u0h‖2+2∫
t

0
‖Duh‖2dt≤2∫

t

0
‖uh‖2dt.

又由式(8)知
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∫
t

0
‖Duh‖2dt≤C‖u0h‖2. (9)

  在式(3)中,令vh=uh,t,则

‖uh,t‖2+12
d
dt‖Duh‖2+(u3h -uh,uh,t)=0. (10)

定义能量函数

Eh(t)=12‖Duh‖2+14
((1- uh

2)2,1). (11)

对Eh(t)关于时间变量t求导,得

d
dtEh(t)=(Duh,Duh,t)+(u3h -uh,uh,t).

由式(10)可推出d
dtEh(t)=-‖uh,t‖2.可见,Eh(t)单调递减,即Eh(t)≤Eh(0).由定义式(11)知

1
2‖Duh‖2+14‖uh‖4L4 -12‖uh‖2 ≤ 12‖Du0h‖2+14‖u0h‖

4
L4 -12‖u0h‖

2.

再由式(8)可得

1
2‖Duh‖2+14‖uh‖4L4 +12‖u0h‖

2 ≤ 12‖Du0h‖2+14‖u0h‖
4
L4 +C

2‖u0h‖
2,

整理后得

‖Duh‖2 ≤ ‖Du0h‖2+12‖u0h‖
4
L4 +C‖u0h‖2.

从而得到了近似解的 H1 半模有界性:

‖Duh‖2 ≤C‖Du0h‖2,  0≤t≤T, (12)
这里正常数C与空间步长无关.由式(8)和式(12)知式(6)成立.证毕.

定理2 设u 和uh 分别是弱形式(2)和半离散问题(3)的解,并且有u0∈H3(I),u,ut∈
L2(0,T;H3(I)),则当0≤t≤T 时,数值解的L2 模有如下误差估计:

‖u-uh‖ ≤ ‖u0-u0h‖+Ch3 ‖u0‖23+∫
t

0
(‖u‖23+‖ut‖23)d( )τ

1/2
, (13)

其中正常数C与步长h 无关.
证明:记θ(t)=Rhu-uh,ρ(t)=u-Rhu,则u-uh=θ(t)+ρ(t),只估计‖θ(t)‖.由式(2)~(4)

得

(θt,vh)+(Dθ,Dvh)=-(u3-u3h,vh)+(u-uh,vh)-(ρt,vh). (14)
在式(14)中,取vh=θ,则

1
2
d
dt‖θ‖

2+‖Dθ‖2 ≤ -(u3-u3h,θ)+ (θ+ρ,θ)+ (ρt,θ).

由Sobolev空间嵌入定理知,H1(I) L∞(I),则 u ∞≤C‖u‖1,uh ∞≤C‖uh‖1.由ε-不等式知

-(u3-u3h,θ)= -((u 2+uuh + uh
2)θ,θ+ρ)≤

u 2+uuh + uh
2

∞·‖θ‖·‖θ+ρ‖ ≤
C‖θ‖(‖θ+ρ‖)≤C(‖θ‖2+‖ρ‖2). (15)

此外,易得

(θ+ρ,θ)≤C(‖θ‖2+‖ρ‖2),  (ρt,θ)≤C(‖ρt‖2+‖θ‖2). (16)
由式(15),(16)可知

1
2
d
dt‖θ‖

2+‖Dθ‖2 ≤C(‖θ‖2+‖ρ‖2+‖ρt‖2).

根据连续的Gronwall定理知

‖θ‖2 ≤C ‖θ(0)‖2+∫
t

0
(‖ρ‖2+‖ρt‖2)d( )τ . (17)
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由三角不等式得

‖θ(0)‖=‖u0-u0h +Rhu0-u0‖ ≤ ‖u0-u0h‖+‖ρ(0)‖, (18)
所以当0≤t≤T 时,联立式(5),(17),(18)知式(13)成立.证毕.

定理3 设 u 是 变 分 形 式 (2)的 解,uh 是 半 离 散 问 题 (3)的 解,u0∈H3(I),u,ut∈
L2(0,T;H3(I)),则近似解的误差估计如下:

u-uh 1 ≤ u0-u0h 1+Ch2 ‖u0‖23+h2∫
t

0
(‖u‖23+‖ut‖23)d( )τ

1/2
, (19)

这里正常数C与步长h 无关.
证明:在式(14)中,选取vh=θt,则

‖θt‖2+(Dθ,Dθt)=-(u3-u3h,θt)+(u-uh,θt)-(ρt,θt).
结合导数运算性质和Cauchy不等式,可得

‖θt‖2+12
d
dt‖Dθ‖2 ≤2‖u3-u3h‖2+2‖u-uh‖2+2‖ρt‖2+38‖θt‖2.

由Sobolev空间嵌入定理知

‖u3-u3h‖=‖(u2+uuh +u2h)(u-uh)‖ ≤
(u 2

∞ + u ∞ uh ∞ + uh
2
∞)‖u-uh‖ ≤C(‖θ‖+‖ρ‖),

进而得

‖θt‖2+12
d
dt‖Dθ‖2 ≤C(‖θ‖2+‖ρ‖2+‖ρt‖2)+38‖θt‖2. (20)

对式(20)积分后有

‖Dθ‖2 ≤ ‖Dθ(0)‖2+C∫
t

0
(‖θ‖2+‖ρ‖2+‖ρt‖2)dτ. (21)

再由三角不等式可得

‖Dθ(0)‖ ≤ ‖Du0-Du0h‖+‖DRhu0-Du0‖. (22)
联立式(21)和式(22),得到近似解的误差估计式(19).证毕.

2 全离散格式

问题(2)的Crank-Nicolson全离散格式为:求un
h=uh(x,tn)∈Uh(n=1,2,…,N),满足

(∂tun
h,vh)+ Dun

h +Dun-1
h

2
,Dvæ

è
ç

ö

ø
÷h + H(un

h)-H(un-1
h )

un
h -un-1

h
,væ

è
ç

ö

ø
÷h =0, (23)

其中N 为时间剖分数,Δt=T/N,tn=nΔt,∂tun
h=(un

h-un-1
h )/Δt,

H(un
h)=14

(1- un
h
2)2. (24)

  定理4 设u0h∈H1
0(I)∩L4(I),则全离散问题(23)存在唯一解un

h,且满足

‖un
h‖1 ≤C‖u0h‖1,  0≤t≤T, (25)

其中C是依赖于T 的正常数.
证明:由式(24)可得非线性项的等价变形

H(un
h)-H(un-1

h )
un

h -un-1
h

=14
(un

h +un-1
h )(un

h
2+ un-1

h
2)-12

(un
h +un-1

h )=

1
4
((un

h)3+ un
h
2un-1

h +un
h un-1

h
2+(un-1

h )3)-12
(un

h +un-1
h ). (26)

先在式(23)中,取vh=un
h+un-1

h ,有

1
Δt
(‖un

h‖2-‖un-1
h ‖2)+12‖Dun

h +Dun-1
h ‖2+14

((un
h +un-1

h )2,un
h
2+ un-1

h
2)=

1
2‖u

n
h +un-1

h ‖2,
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进一步有

1
Δt
(‖un

h‖2-‖un-1
h ‖2)≤ 12‖u

n
h +un-1

h ‖2 ≤ ‖un
h‖2+‖un-1

h ‖2.

整理后得递推关系式:

‖un
h‖2 ≤1+Δt

1-Δt‖u
n-1
h ‖2 ≤ … ≤ 1+Δt

1-Δ
æ

è
ç

ö

ø
÷

t
n

‖u0h‖2.

如果Δt足够小且nΔt≤T,则全离散问题的解在L2 模下有界:

‖un
h‖2 ≤exp 2T

1-Δ{ }t ‖u0h‖2 ≤C‖u0h‖2. (27)

  在式(23)中,令vh=∂tun
h,可得

‖∂tun
h‖2+ 1

2Δt
((Dun

h
2- Dun-1

h
2),1)+1Δt

(H(un
h)-H(un-1

h ),1)=0.

易见

1
2 Dun

h
2+H(un

h),æ

è
ç

ö

ø
÷1 ≤ 1

2 Dun-1
h

2+H(un-1
h ),æ

è
ç

ö

ø
÷1 . (28)

联合式(24),(27),(28)知
‖Dun

h‖ ≤C‖Du0
h‖. (29)

从而由式(27)和式(29)可得全离散问题解的稳定性式(25).证毕.
定理5 设un 是问题(2)的解,un

h 是全离散问题(23)的解,u(0)∈H3(I),ut∈L2(0,T;L4(I))∩
L2(0,T;H3(I)),uttt∈L2(0,T;L2(I)),则全离散问题解的误差估计如下:

‖un -un
h‖ ≤C(‖u0-u0h‖+h3‖u0‖3+((Δt)2+h3)×

∫
tn

0
(‖ut‖4+‖ut‖23+‖uttt‖2)1/2dt), (30)

其中C与时间步长Δt和空间步长h 无关.
证明:在问题(2)中,分别取t=tn-1和t=tn 可得

un
t +un-1

t

2
,væ

è
ç

ö

ø
÷h + Dun +Dun-1

2
,Dvæ

è
ç

ö

ø
÷h +

(un)3+(un-1)3-un -un-1

2
,væ

è
ç

ö

ø
÷h =0. (31)

为方便,引入记号

F(un,un-1,un
h,un-1

h )=
(un)3+(un-1)3-un -un-1

2 -H(un
h)-H(un-1

h )
un

h -un-1
h

. (32)

联立式(31),(32),(23)得
un

t +un-1
t

2 -∂tun
h,væ

è
ç

ö

ø
÷h + Dun +Dun-1-Dun

h -Dun-1
h

2
,Dvæ

è
ç

ö

ø
÷h +(F(un,un-1,un

h,un-1
h ),vh)=0.

记ρn=un-Rhun,θn=Rhun-un
h,则‖un-un

h‖≤‖ρn‖+‖θn‖.利用式(4)可得

(∂tθn,vh)+12
(Dθn +Dθn-1,Dvh)=(rn,vh)-(F(un,un-1,un

h,un-1
h ),vh), (33)

其中rn=∂tRhu(tn)-∂tun+∂tun-u
n
t+un-1

t

2 .在式(33)中取vh=θn+θn-1,由ε-不等式可知

1
Δt
(‖θn‖2-‖θn-1‖2)+12‖Dθn +Dθn-1‖2 ≤ 12‖θ

n +θn-1‖2+‖rn‖2+

‖F(un,un-1,un
h,un-1

h )‖2. (34)

  首先,估计‖F(un,un-1,un
h,un-1

h )‖2.直接计算得

‖F(un,un-1,un
h,un-1

h )‖= 1
2
((un)3+(un-1)3)-14

(un +un-1)(un 2+ un-1 2)+

1
4
(un +un-1)(un 2+ un-1 2)-14

(un
h +un-1

h )(un
h
2+ un-1

h
2)-

1
2
(un +un-1)+12

(un
h +un-1

h ).
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利用微积分基本公式和Hölder不等式可知

‖un -un-1‖2=∫
tn

tn-1
ut(t)dt

2

≤Δt∫
tn

tn-1
‖ut(t)‖2dt. (35)

由Sobolev空间嵌入定理和式(35)得

1
2
((un)3+(un-1)3)-14

(un +un-1)(un 2+ un-1 2)=

     1
4‖

(un)3- un 2un-1-un un-1 2+(un-1)3‖=14‖
(un +un-1)(un -un-1)2‖ ≤

     1
4
(un

∞ + un-1
∞)‖(un -un-1)2‖ ≤CΔt∫

tn

tn-1
‖ut(t)‖2dt. (36)

此外,还可得

‖(un +un-1)(un 2+ un-1 2)-(un
h +un-1

h )(un
h
2+ un-1

h
2)‖=

‖(un +un-1)(un 2+ un-1 2)-(un
h +un-1

h )(un 2+ un-1 2)+
(un

h +un-1
h )(un 2+ un-1 2)-(un

h +un-1
h )(un

h
2+ un-1

h
2)‖ ≤

(un 2
∞ + un-1 2

∞)‖(un +un-1)-(un
h +un-1

h )‖+
(un

h ∞ + un-1
h ∞)‖(un +un

h)(un -un
h)+(un-1+un-1

h )(un-1-un-1
h )‖ ≤

(un 2
∞ + un-1 2

∞)(‖θn +θn-1‖+‖ρn +ρn-1‖)+
(un

h ∞ + un-1
h ∞)(un

∞ + un
h ∞ + un-1

∞ + un-1
h ∞)×

(‖θn +θn-1‖+‖ρn +ρn-1‖)≤C(‖θn +θn-1‖+‖ρn +ρn-1‖). (37)
根据三角不等式又有

‖(un +un-1)-(un
h +un-1

h )‖=‖θn +ρn +θn-1+ρn-1‖ ≤ ‖θn +θn-1‖+‖ρn +ρn-1‖.(38)
结合式(36)~(38)以及三角不等式可得

‖F(un,un-1,un
h,un-1

h )‖2 ≤C ‖θn +θn-1‖2+‖ρn +ρn-1‖2+ Δt∫
tn

tn-1
‖ut(t)‖2d( )t( )

2

≤

C ‖θn‖2+‖θn-1‖2+h6+(Δt)3∫
tn

tn-1
‖ut(t)‖4d( )t . (39)

  其次,估计‖rn‖2.记rn=rn
1+rn

2,其中

rj
1=∂tRhuj-∂tuj=1Δt∫

tj

tj-1

(Rh -I)utdt,  rj
2=∂tuj-uj

t+uj-1
t

2 .

由投影算子Rh 的性质知

‖rj
1‖ ≤ 1ΔtCh

3∫
tj

tj-1
‖ut‖3dt≤C(Δt)-1/2h3∫

tj

tj-1
‖ut‖23d( )t

1/2

.

利用Taylor定理可推出

‖rj
2‖ ≤CΔt∫

tj

tj-1
‖uttt‖dt≤C(Δt)3/2∫

tj

tj-1
‖uttt‖2d( )t

1/2

.

进而

∑
n

j=1
‖rj‖2 ≤C(Δt)-1((Δt)4+h6)∫

tn

0
(‖ut‖23+‖uttt‖2)dt. (40)

  结合式(34),(39),(40),可得

(‖θn‖2-‖θn-1‖2)+Δt2‖Dθn +Dθn-1‖2 ≤C(Δt(‖θn‖+‖θn-1‖2+h6)+((Δt)4+h6)×

∫
tn

tn-1

(‖ut‖4+‖ut‖23+‖uttt‖2)dt). (41)

当nΔt=tn≤T 时,关于正整数n求和得

‖θn‖2-‖θ0‖2+Δt2∑
n

i=1
‖Dθi+Dθi-1‖2 ≤
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    C Δt∑
n

i=1

(‖θi‖2+‖θi-1‖2)+Th6+((Δt)4+h6)∫
tn

0
(‖ut‖4+‖ut‖23+‖uttt‖2)d( )t .

当Δt足够小,且CΔt<1-δ0(0<δ0<1)时,有

‖θn‖2 ≤1+CΔt
1-CΔt‖θ

0‖2+ C
1-CΔt×

Δt∑
n-1

i=1
‖θi‖2+((Δt)4+h6)∫

tn

0
(‖ut‖4+‖ut‖23+‖uttt‖2)d( )t .

利用离散的Gronwall定理可知

‖θn‖ ≤C ‖θ0‖+((Δt)2+h3)∫
tn

0
(‖ut‖4+‖ut‖23+‖uttt‖2)1/2d( )t .

又由式(5)得到式(30).证毕.
定理6 设un 是问题(2)的解,un

h 是全离散问题(23)的解,u0∈H3(I),ut∈L2(0,T;L4(I))∩
L2(0,T;H3(I)),uttt∈L2(0,T;L2(I)),则全离散问题的解有如下误差估计:

un -un
h 1 ≤C(u0-u0h 1+h2‖u0‖3+((Δt)2+h3)×

∫
tn

0
(‖ut‖4+‖ut‖23+‖uttt‖2)1/2dt), (42)

其中C与时间步长Δt和空间步长h 无关.
证明:在式(34)中取vh=∂tθn,由ε-不等式可知

‖∂tθn‖2+ 1
2Δt
(‖Dθn‖2-‖Dθn-1‖2)≤

‖rn‖2+‖F(Dun,Dun-1,Dun
h,Dun-1

h )‖2+12‖∂tθ
n‖2,

整理得

‖Dθn‖2-‖Dθn-1‖2 ≤2Δt(‖rn‖2+‖F(Dun,Dun-1,Dun
h,Dun-1

h )‖2).
当nΔt=tn≤T 时,关于正整数n求和得

‖Dθn‖2-‖Dθ0‖2 ≤2Δt∑
n

i=1

(‖rn‖2+‖F(Dun,Dun-1,Dun
h,Dun-1

h )‖2). (43)

由式(39)知

∑
n

i=1
‖F(un,un-1,un

h,un-1
h )‖2 ≤C ∑

n

i=0
‖θi‖2+nh6+(Δt)3∫

tn

t0
‖ut(t)‖4d( )t . (44)

结合式(40),(43),(44),可得

‖Dθn‖2-‖Dθ0‖2 ≤C Δt∑
n

i=0
‖θi‖2+Th6+((Δt)4+h6)∫

tn

0
(‖ut‖4+‖ut‖23+‖uttt‖2)d( )t .

再利用离散的Gronwall定理得

‖Dθn‖ ≤C ‖Dθ0‖+((Δt)2+h3)∫
tn

0
(‖ut‖4+‖ut‖23+‖uttt‖2)1/2d( )t .

又由式(5)得到式(42).证毕.

3 数值算例

为方便分析误差与收敛阶,考虑如下非齐次微分方程的初边值问题:

ut-uxx +u3-u=g(x,t),(x,t)∈ [0,1]×(0,1),

u(0,t)=u(1,t)=0, t∈ (0,1),

u(x,0)=u0(x), x∈ [0,1]

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(45)

取u(x,t)=t2[1-cos(2πx)]为解析解.表1列出了t=1时不同空间步长h对应的误差和收敛阶.由

表1可见,当时间步长固定时,近似解的L2 模和 H1 模收敛精度分别是三阶和二阶.表2列出了t=1
时不同时间步长Δt对应的误差和收敛阶.由表2可见,空间步长取定时,近似解在L2 和 H1 模下达
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到二阶收敛.
表1 t=1时不同空间步长h对应的误差和收敛阶

Table1 Errorandconvergenceordercorrespondingtodifferentspatialstepsizeshwhent=1

(Δt,h) ‖u-uh‖ 收敛阶 ‖u-uh‖1 收敛阶

(1/100000,1/8) 3.2492×10-3 1.5333×10-1

(1/100000,1/16) 3.6317×10-4 3.1614 3.6721×10-2 2.0620
(1/100000,1/32) 4.4003×10-5 3.0449 9.0674×10-3 2.0178
(1/100000,1/64) 5.4562×10-6 3.0116 2.2594×10-3 2.0047

表2 t=1时不同时间步长Δt对应的误差和收敛阶

Table2 ErrorandconvergenceordercorrespondingtodifferenttimestepsizesΔtwhent=1

(Δt,h) ‖u-uh‖ 收敛阶 ‖u-uh‖1 收敛阶

(1/20,1/1000) 1.1968×10-3 3.8448×10-3

(1/40,1/1000) 2.9958×10-4 1.9982 9.6238×10-4 1.9982
(1/80,1/1000) 7.4918×10-5 1.9996 2.4083×10-4 1.9986
(1/160,1/1000) 1.8731×10-5 1.9999 6.0875×10-5 1.9841

  综上所述,B样条有限元法是求解FK方程的有效方法,二次B样条Crank-Nicolson全离散格式

达到最优阶收敛精度O((Δt)2+h3).应用 MATLAB编程计算数值算例,采用Picard迭代处理非线性

项,数值实验结果表明,Picard迭代次数为6~10次可以保证格式的收敛精度,极大提高了计算效率.
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