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分数阶Boussinesq-Coriolis方程在变指数
Fourier-Besov空间中解的整体适定性和正则性
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(西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070)

摘要:基于变指数Fourier-Besov函数空间理论,利用Littlewood-Paley分解工具、Fourier局

部化方法和 Banach压缩映射原理,通过建立线性项与非线性项的 估 计,证 明 分 数 阶

Boussinesq-Coriolis方程在临界变指数空间 ḞB4-2α-3/p(·)
p(·),q (ℝ3)中解的整体适定性和Gevrey

类正则性.
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0 引 言

考虑三维分数阶不可压缩Boussinesq-Coriolis方程解的初值问题:

∂tu+ν(-Δ)αu+Ωe3×u+(u·∇)u+∇p=gθe3,在ℝ3×(0,∞)内,

∂tθ+μ(-Δ)αθ+(u·∇)θ=0, 在ℝ3×(0,∞)内,

divu=0, 在ℝ3×(0,∞)内,

u(x,0)=u0, θ(x,0)=θ0, 在ℝ3 内

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ,

(1)

其中:u=(u1(x,t),u2(x,t),u3(x,t)),p=p(x,t),θ=θ(x,t)分别为流体在点(x,t)∈ℝ3×(0,∞)的



未知速度、未知压力和温度;正常数ν,μ和g 分别为黏度系数、热扩散系数和重力加速度;Ωe3×u为

Coriolis力,Ω∈ℝ为流体绕垂直单位矢量e3=(0,0,1)的旋转速度;gθe3 表示浮力;Δ=∑
3

j=1

∂2
∂x2

j
表示

Laplace算子.文献[1-3]给出了问题(1)的物理意义.Wang[4]证明了三维分数阶磁流体方程在临界变

指数Fourier-Besov空间中解的整体适定性和解析性;Abidin等[5]证明了当初值u0 属于变指数

Fourier-Besov-Morrey空间 ḞN4-2α-3/p(·)
p(·),h(·),q 时,分数阶Navier-Stokes方程解的整体适定性;Abidin等[6]

证明了Prandtl常数为1时三维地球物理原始方程在变指数Fourier-Besov空间中小初值意义下解的整

体适定性和解析性;当方程(1)中α=1时,Sun等[7]证明了当旋转速度 Ω 充分大时,方程(1)在

Besov空间中整体温和解的存在唯一性;Sun等[8]证明了当初值(u0,θ0)属于变指数Fourier-Besov空

间ḞB2-3/p(·)p(·),q 时,方程(1)解的整体适定性.文献[9-16]给出了不可压缩Navier-Stokes方程、微极流体

方程、磁流体方程、多孔介质方程和地球物理原始方程在变指数函数空间中解的适定性结果.本文

主要研究ν=μ=1的情形.

二阶椭圆微分算子的原型是Laplace算子Δn=∑
n

j=1

∂2
∂x2

j
,其Fourier变换的象征为- ξ 2.Laplace

算子与Brown运动中的 Markov运动有关,即一个给定的微分算子构造一个 Markov过程.例如与Lp

次 Markov半群相关的Hunt过程就是利用微分算子构造的.Demuth和vanCasteren发展的随机谱分

析理论用一般对称的Feller过程代替了Laplace运动或Brown运动[17].分数阶Laplace算子(-Δ)α 是

椭圆微分算子的推广,其象征为 ξ 2α.Riesz在处理分数阶Laplace算子(-Δ)α 时首先注意到了该

算子的非局部特征,该特征不仅与物理学中的扩散过程、材料学中的热传导等问题密不可分,而且在

图像处理、信号处理和金融学等领域应用广泛[17].
与Fourier-Besov空间相比,一般的变指数Fourier-Besov空间中不再具有平移不变性质,从而使

一些经典理论如Young不等式和乘积定理均不再成立.因此,在变指数函数空间中研究方程的适定性

有一定困难.本文研究分数阶Boussinesq-Coriolis方程在变指数Fourier-Besov空间中解的整体适定性

和Gevrey类正则性,所得结果推广了文献[8]的相应结果.

1 预备知识

设S(ℝ3)是ℝ3 上的光滑速降函数空间,S′(ℝ3)表示S(ℝ3)的拓扑对偶空间,也称为缓增分布

空间.设非负光滑函数χ,φ∈S(ℝ3)满足

suppχ⊂ ξ∈ ℝ3:ξ ≤{ }43 ,  suppφ⊂ ξ∈ ℝ3:43 ≤ ξ ≤{ }83 ,

χ(ξ)+∑
j≥0

φ(2-jξ)=1, ξ∈ ℝ3,  ∑
j∈ℤ

φ(2-jξ)=1, ∀ξ∈ ℝ3\{0},

其中φj(ξ)=φ(2-jξ).定义局部化算子

Δjf=F-1φjFf=∫ℝ3
fj(y)f(x-y)dy,  ∀j∈ ℤ,

Sjf=∑
i≤j-1
Δif,

其中fj=F-1φj.由上述定义可知,当 j-i ≥2时,ΔjΔi 恒为0;当 j-i ≥5时,Δj(Δi-1-Δi)恒为0.
对可测函数p(·),记

P0(ℝ3)∶={p(·):ℝ3 → (0,∞]0<p-=essinf
x∈ℝ3

p(x),p+=esssup
x∈ℝ3

p(x)< ∞}.

变指数Lebesgue函数空间定义为Lp(·)={f:ℝ3→ℝ,‖f‖Lp(·)<∞},f的Lp(·)范数定义为

‖f‖Lp(·)∶=infλ>0:∫ℝ3
f(x)æ

è
ç

ö

ø
÷

λ
p(x)

dx≤{ }1 .

由于Lp(·)中不具有平移不变性,为保证 Hardy-Littlewood极大算子在Lp(·)(ℝ3)上有界,因此假设

p(·)满足log-Hölder连续条件.
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若存在正常数Clog(p),使得对任意的x,y∈ℝ3 且x≠y,p(·)满足

p(x)-p(y)≤ Clog(p)
log(e+ x-y -1), (2)

或若存在正常数Clog(p)和p∞,使得对任意的x∈ℝ3,p(·)满足

p(x)-p∞ ≤ Clog(p)
log(e+ x ), (3)

则p(·)分别称为局部log-Hölder连续的和整体log-Hölder连续的.本文所考虑的p(·)属于既局部

log-Hölder连续又整体log-Hölder连续的函数空间,记为Clog(ℝ3).
设p(·),q(·)∈P0(ℝ3),lq(·)(Lp(·))表示由ℝ3 上所有可测函数序列{fj}j∈ℤ组成的函数空间,

记

‖{fj}j∈ℤ‖lq(·)(Lp(·))∶=infμ>0,ρlq(·)(Lp(·))
fj{ }μ j∈

æ

è
ç

ö

ø
÷

ℤ
≤{ }1 ,

其中

ρlq(·)(Lp(·))({fj}j∈ℤ)=∑
j∈ℤ
infλ>0:∫ℝ3

fj(x)
λ1/q(x

æ

è
ç

ö

ø
÷)

p(x)

dx≤{ }1 .

假设q+<∞,ρlq(·)(Lp(·))({fj}j∈ℤ)=∑
j∈ℤ
‖ fj

q(·)‖Lp(·)/q(·) 成立.

定义1 设p(·),q(·)∈Clog(ℝ3)∩P0(ℝ3)且s(·)∈Clog(ℝ3),则齐次变指数Besov空间定义为

Ḃs(·)
p(·),q(·)={f∈Ṡ′(ℝ3):‖f‖Ḃs(·)p(·),q(·)< ∞},

f的 Ḃs(·)
p(·),q(·)范数定义为

‖f‖Ḃs(·)p(·),q(·)∶=‖{2
j(·)Δ

·

jf}j∈ℤ‖ρlq(·)(Lp(·))
,

其中Ṡ′(ℝ3)表示Ṡ(ℝ3)={f∈S(ℝ3):(Dα̂f)(0)=0,∀α∈ℕ+}的对偶空间.
设T>0,ρ∈[1,∞],Lρ(0,T;̇Bs(·)

p(·),r)空间中缓增分布函数f的范数定义为

‖f‖Lρ(0,T;̇Bs(·)p(·),r
)∶= ∑

j∈ℤ
‖2js(·)Δ

·

jf‖r
Lp(·( ))

1/r

LρT
,

췍Lρ(0,T;̇Bs(·)
p(·),r)空间中缓增分布函数f的范数定义为

‖f‖췍Lρ(0,T;̇Bs(·)p(·),r
)∶= ∑

j∈ℤ
‖2js(·)Δ

·

jf‖r
LρTL

p(·( ))
1/r

.

记Lρ
TḂs(·)

p(·),r∶=Lρ(0,T;̇Bs(·)
p(·),r),췍Lρ

TḂs(·)
p(·),r∶=췍Lρ(0,T;̇Bs(·)

p(·),r).根据 Minkowski不等式,有

‖f‖췍Lρ(0,T;̇Bs(·)p(·),r
)≤ ‖f‖Lρ(0,T;̇Bs(·)p(·),r

),  ρ≤r,

‖f‖Lρ(0,T;̇Bs(·)p(·),r
)≤ ‖f‖췍Lρ(0,T;̇Bs(·)p(·),r

),  r≤ρ.
  定义2(齐次变指数 Fourier-Besov空间) 设p(·),q(·)∈Clog(ℝ3)∩P0(ℝ3)且s(·)∈
Clog(ℝ3),则齐次变指数Fourier-Besov空间定义为

ḞBs(·)
p(·),q(·)={f∈Ṡ′(ℝ3):‖f‖ḞBs(·)p(·),q(·)< ∞},

f的 ḞBs(·)
p(·),q(·)范数定义为

‖f‖ḞBs(·)p(·),q(·)∶=‖{2
js(·)φĵf}j∈ℤ‖lq(·)(Lp(·)).

类似可定义Lρ(0,T;ḞBs(·)
p(·),r),췍Lρ(0,T;ḞBs(·)

p(·),r)空间中缓增分布函数f的范数.

引理1(Hölder不等式)[6] 给定一个可测集A 和可测函数r(·),q(·),p(·)∈P0(A), 1
p(·)=

1
q(·)+

1
r(·)

,则存在一个常数C,使得当f∈Lq(·)(A),g∈Lr(·)(A)且fg∈Lp(·)(A)时,有

‖fg‖p(·)≤C‖f‖q(·)‖g‖r(·).

  引理2[8] 设s>0,1≤p,r,ρ≤∞,p1(·),p2(·)∈Clog(ℝ3)∩P0(ℝ3),1p=
1

p1(·)+
1

p2(·)
,

1
ρ
=1
ρ1
+1
ρ2

且u,v∈췍Lρ1
TḂ0p1(·),r∩췍L

ρ2
TḂs

p2(·),r
,则有
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‖uv‖췍Lρ
TḂsp,r ≲ ‖u‖췍Lρ1

T
Ḃ0p1(·),r

‖v‖췍Lρ2
T

Ḃsp2(·),r
+‖v‖췍Lρ1

T
Ḃ0p1(·),r

‖u‖췍Lρ2
T

Ḃsp2(·),r
.

  引理3(Sobolev不等式)[18] 设p0(·),p1(·)∈P0(ℝ3)且s0(·),s1(·)∈L∞(ℝ3)∩Clog(ℝ3)
(s0(·)>s1(·)).

1)若q(·)∈P0(ℝ3), 1
q(·)

和s0(·)- n
p0(·)=s1

(·)- n
p1(·)

是局部log-Hölder连续的,则

Ḃs0(·)
p0(·),q(·)

Ḃs1(·)
p1(·),q(·)

;

2)若q0(·),q1(·)∈P0(ℝ3), 1
q0(·)

, 1
q1(·)

和s0(·)- n
p0(·)=s1

(·)- n
p1(·)+ε

(x)是局

部log-Hölder连续的,则 Ḃs0(·)
p0(·),q0(·)

Ḃs1(·)
p1(·),q1(·)

,其中essinf
x∈ℝ3

ε(x)>0.

引理4(Mollification不等式)[19] 设p(·)∈Clog(ℝ3),f∈Lp(·)(ℝ3),ψ∈L1(ℝ3),Ψ(x)=
sup

y∉B(0, x )ψ(y)可积,则有

‖f*ψε‖Lp(·)(ℝ3)≤C‖f‖Lp(·)(ℝ3)‖Ψ‖L1(ℝ3),

其中ψε=1εnψ
1æ

è
ç

ö

ø
÷

ε
且C 仅依赖于n.

引理5[10] 设0≤α≤2且0<s≤t<∞,则对任意的y,z∈ℝ3,有

ty α/2-12
(t2-s2)y α-sy-z α/2-sz α/2 ≤ 12.

2 线性项和非线性项的估计

考虑下列方程:

∂tu+(-Δ)αu+Ωe3×u+∇p=0,在ℝ3×(0,∞)内,

divu=0, 在ℝ3×(0,∞)内,

u(x,0)=u0, 在ℝ3 内

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(4)

方程(4)的解可由Stokes-Coriolis半群TΩ,α(t)表示为

TΩ,α(t)u=F-1 cosΩ ξ3
ξ

æ

è
ç

ö

ø
÷t e-t ξ 2α

I+sinΩ ξ3
ξ

æ

è
ç

ö

ø
÷t e-t ξ 2α

R(ξ
é

ë
êê

ù

û
úú)*u=

F-1 cosΩ ξ3
ξ

æ

è
ç

ö

ø
÷tI+sinΩ ξ3

ξ
æ

è
ç

ö

ø
÷t R(ξ

é

ë
êê

ù

û
úú)*(e-t(-Δ)αu),

其中u∈̇S′(ℝ3),I是M3×3(ℝ)中的单位矩阵,R(ξ)是斜对称矩阵:

R(ξ)∶= 1
ξ

0 ξ3 -ξ2
-ξ3 0 ξ1

ξ2 -ξ1

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

0

,  ξ∈ ℝ3\{0}.

根据Duhamel原则,方程(1)的解可写为

u(t)=TΩ,α(t)u0-∫
t

0
TΩ,α(t-τ)PP[(u·∇)u]dτ+∫

t

0
TΩ,α(t-τ)PPgθe3dτ,

θ(t)=e-t(-Δ)αθ0-∫
t

0
e-(t-τ)(-Δ)α[(u·∇)θ]dτ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(5)

对TΩ,α(t)的推导可参考文献[20].
下面给出关于半群{TΩ,α(t)}t>0的估计.

引理6 设p(·)∈Clog(ℝ3)∩P0(ℝ3),2≤p1(·)≤c≤p(·)≤ 6
5-4α

,s1(·)=4-2α+2α
ρ
-

3
p1(·)

,1
2<α≤1

,1≤q,ρ≤∞且f∈ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q ,则有

‖TΩ,α(t)f‖췍Lρ(0,∞;ḞBs1(·)p1(·),q
)≲ ‖f‖ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q

,

其中Ω∈ℝ.
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证明:由定义2、引理1和Fourier乘子TΩ,α(t)有界,可得

‖TΩ,α(t)f‖췍Lρ(0,∞;ḞBs1(·)p1(·),q
)= {‖2js1(·)φjF[TΩ,α(t)f]‖Lρ(0,∞;Lp1(·))}j∈ℤ lq(ℤ)≲

  ‖{‖2js1(·)φje-t · 2α

f̂‖Lρ(0,∞;Lp1(·))}j∈ℤ‖lq(ℤ)≲

  ∑
l=0,±1

‖2j(4-2α-3/c)φĵf‖Lc‖2j(2α/ρ+3/c-3/p1(·))φj+le-t22α
(j+l)

‖Lρ(0,∞;Lcp1(·)/(c-p1(·)){ }) j∈ℤ lq(ℤ)≲

  ∑
l=0,±1

‖2j(4-2α-3/p(·))φĵf‖Lp(·{ }) j∈ℤ lq(ℤ)≲ ‖f‖ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q
,

其中第4行不等式的估计用到了如下估计结果:

‖2j(2α/ρ+3/c-3/p1(·))φj+le-t22α
(j+l)

‖Lρ(0,∞;Lcp1(·)/(c-p1(·)))≲

    ‖2j2α/ρe-t22α
(j+l)

‖Lρ(0,∞)‖2j(3/c-3/p1(·))φj+l‖Lcp1(·)/(c-p1(·))=

    ‖2j2α/ρe-t22α
(j+l)

‖Lρ(0,∞)infλ>0:∫ℝ3
2j(3/c-3/p1(x))φj+l

λ
cp1(x)/(c-p1(x))

dx≤{ }1 ≲

    infλ>0:∫ℝ3
2j(3/c-3/p1(x))φj+l

λ
cp1(x)/(c-p1(x))

dx≤{ }1 ≲

    infλ>0:∫ℝ3
φj+l

λ
cp1(x)/(c-p1(x))

2-3jdx≤{ }1 ≲

    infλ>0:∫ℝ3
φl

λ
cp1(2

jx)/(c-p1(2
jx))

dx≤{ }1 ≲C.

  引理7 设p(·)∈Clog(ℝ3)∩P0(ℝ3),2≤p1(·)≤c≤p(·)≤ 6
5-4α

,s1(·)=4-2α+2α
ρ
-

3
p1(·)

,1
2<α≤1

,1≤q,ρ≤∞且f∈췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q ),则有

∫
t

0
TΩ,α(t-τ)PPfdτ 췍Lρ(0,∞;ḞBs1(·)p1(·),q

)
≲ ‖f‖췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q

),

其中Ω∈ℝ.
证明:由定义2、引理1、引理3、引理4和Hausdorff-Young不等式,可得

∫
t

0
TΩ,α(t-τ)PPfdτ 췍Lρ(0,∞;ḞBs1(·)p1(·),q

)
= 2js1(·)φjF∫

t

0
TΩ,α(t-τ)PPfd[ ]τ

Lρ(0,∞;Lp1(·){ }) j∈ℤ lq(ℤ)
≲

   ∫
t

0
2js1(·)φje-(t-τ) · 2α

f̂dτ
Lρ(0,∞;Lp1(·){ }) j∈ℤ lq(ℤ)

≲ ‖f‖췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q
),

其中最后一个不等式的估计用到了如下估计结果:

∫
t

0
2js1(·)φje-(t-τ) · 2α

f̂dτ
Lρ(0,∞;Lp1(·))

≲

    ∫
t

0
‖2js1(·)φje-(t-τ) · 2α

‖L2p1(·)/(2-p1(·))‖φĵf‖L2dτ
Lρ(0,∞)

≲

    ∫
t

0
‖2js1(·)φje-(t-τ) · 2α

‖L2p1(·)/(2-p1(·))‖Δ
·

jf‖L2dτ
Lρ(0,∞)

≲

    ∫
t

0
2j(2α/ρ+5/2-2α)e-(t-τ)22αj‖2-3j(2-p1(·))/(2p1(·))φj‖L2p1(·)/(2-p1(·))‖Δ

·

jf‖L2dτ
Lρ(0,∞)

≲

    ∫
t

0
2j(2α/ρ+5/2-2α)e-(t-τ)22αj‖Δ

·

jf‖L2dτ
Lρ(0,∞)

≲

    2j(2α/ρ+5/2-2α)‖Δ
·

jf‖L2 Lρ(0,∞)‖e-t22αj‖L1(0,∞)≲ 2j(2α/ρ+5/2-2α)‖Δ
·

jf‖L2 Lρ(0,∞).

3 分数阶Boussinesq-Coriolis方程解的整体适定性

定理1 设p(·)∈Clog(ℝ3)∩P0(ℝ3),12<α≤1
,2≤p(·)≤ 6

5-4α
且1≤q,ρ≤∞,存在一个足

够小的常数ε>0,使得‖u0‖ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q +‖θ0‖ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q <ε,则此时方程(1)有唯一的整体解
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(u,θ)∈췍L∞(0,∞;ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q )∩췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q )∩췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q ).

进一步,设p1(·)∈Clog(ℝ3)∩P0(ℝ3),s1(·)∈Clog(ℝ3)且s1(·)=4-2α+2α
ρ
- 3
p1(·)

,若存在

一个常数c>0,使得2≤p1(·)≤c≤p(·)≤6/(5-4α),则上述解仍满足

(u,θ)∈C(0,∞;ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q )∩췍Lρ(0,∞;ḞBs1(·)p1(·),q
).

  证明:设M,δ>0,

X={(u,θ):‖u‖췍L∞(0,∞;ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q
)+‖θ‖췍L∞(0,∞;ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q

)≤M,

‖u‖췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q
)∩췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q

)+‖θ‖췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q
)∩췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q

)≤δ},
在该空间上定义度量为

d
uæ
è
ç

ö

ø
÷

θ
,ωæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

v
=‖u-ω‖췍L∞(0,∞;ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q

)∩췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q
)∩췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q

)+

‖θ-v‖췍L∞(0,∞;ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q
)∩췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q

)∩췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q
),

易见(X,d)是一个度量空间.考虑映射:

Φ:
uæ
è
ç

ö

ø
÷

θ
→AΩ,α(t)

u0
θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
-∫

t

0
AΩ,α(t-τ)

PP[(u·∇)u-gθe3]
(u·∇)θ-

æ

è
ç

ö

ø
÷

0
dτ,

其中AΩ,α(t)=
TΩ,α(t) 0

0 e-t(-Δ)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷α
,PP∶=I-∇(-Δ)-1为零散度向量域上的Helmholtz投影.下面证明

Φ:(X,d)→(X,d)是一个压缩映射.
首先,估计线性项TΩ,α(t)u0 和e-t(-Δ)

α
θ0.根据引理6,有

‖TΩ,α(t)u0‖췍Lρ(0,∞;ḞBs1(·)p1(·),q
)≲ ‖u0‖ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q

,

且‖e-t(-Δ)
α
θ0‖췍Lρ(0,∞;ḞBs1(·)p1(·),q

)≲‖θ0‖ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q
,类似地,有

‖TΩ,α(t)u0‖췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q
)≲ ‖u0‖ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q

,  ‖e-t(-Δ)αθ0‖췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q
)≲ ‖θ0‖ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q .

此外,对于ρ=∞和p1(·)=p(·),TΩ,α(t)u0 和e-t(-Δ)
α
θ0 的估计如下:

‖TΩ,α(t)u0‖췍L∞(0,∞;ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q
)≲ ‖u0‖ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q

,

‖TΩ,α(t)u0‖췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q
)≲ ‖u0‖ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q

,

‖e-t(-Δ)αθ0‖췍L∞(0,∞;ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q
)≲ ‖θ0‖ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q

,

‖e-t(-Δ)αθ0‖췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q
)≲ ‖θ0‖ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q .

  其次,估计剩余项.根据定义2、引理2~引理4和Hausdorff-Young不等式,有

∫
t

0
TΩ,α(t-τ)PP[(u·∇)u]dτ

췍Lρ(0,∞;ḞBs1(·)p1(·),q
)
=

    2js1(·)φjF∫
t

0
TΩ,α(t-τ)PP[(u·∇)u]d[ ]τ

Lρ(0,∞;Lp1(·){ }) j∈ℤ lq(ℤ)
≲

    ∫
t

0
2js1(·)φje-(t-τ) · 2α

F[(u·∇)u]dτ
Lρ(0,∞;Lp1(·){ }) j∈ℤ lq(ℤ)

≤

    ‖u‖췍Lρ(0,∞;̇B2α/ρ+5/2-2α2,q
)‖u‖L∞(0,∞;L3/(2α-1))≤ ‖u‖췍Lρ(0,∞;̇B2α/ρ+5/2-2α2,q

)‖u‖췍L∞(0,∞;̇B5/2-2α2,q
)=

    ‖u‖췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q
)‖u‖췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q

), (6)
其中第3行不等式的估计用到了如下估计结果:

∫
t

0
2js1(·)φje-(t-τ) · 2α

F[(u·∇)u]dτ
Lρ(0,∞;Lp1(·))

≲

  ∫
t

0
‖2j(s1(·)+1)φje-(t-τ) · 2α

‖L6p1(·)/(6-(5-4α)p1(·))‖Δ
·

j(u췍u)‖L6/(4α+1)dτ
Lρ(0,∞)

≲

  ∫
t

0
2j(2α/ρ+5/2)e-(t-τ)22αj‖2-3j(6-(5-4α)p1(·))/(6p1(·))φj‖L6p1(·)/(6-(5-4α)p1(·))‖Δ

·

j(u췍u)‖L6/(4α+1)dτ
Lρ(0,∞)

≲
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  ∫
t

0
2j(2α/ρ+5/2)e-(t-τ)22αj‖Δ

·

j(u췍u)‖L6/(4α+1)dτ
Lρ(0,∞)

≲

  2j(2α/ρ+5/2-2α)‖Δ
·

j(u췍u)‖L6/(4α+1) Lρ(0,∞)‖22αje-t22αj‖L1(0,∞).
同理,根据引理7和式(6),可得

∫
t

0
TΩ,α(t-τ)PPgθe3dτ 췍Lρ(0,∞;ḞBs1(·)p1(·),q

)
≲ ‖θ‖췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q

),

∫
t

0
e-(t-τ)(-Δ)α[(u·∇)θ]dτ

췍Lρ(0,∞;ḞBs1(·)p1(·),q
)
≲ ‖u‖췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q

)‖θ‖췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q
).

此外,还有

∫
t

0
TΩ,α(t-τ)PP[(u·∇)u]dτ

췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q
)∩췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q

)
≲

       ‖u‖췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q
)∩췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q

)‖u‖췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q
),

∫
t

0
TΩ,α(t-τ)PPgθe3dτ 췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q

)∩췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q
)
≲ ‖θ‖췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q

)∩췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q
),

∫
t

0
e-(t-τ)(-Δ)α[(u·∇)θ]dτ

췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q
)∩췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q

)
≲

     ‖u‖췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q
)∩췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q

)‖θ‖췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q
).

  最后,证明解的存在性和唯一性.设Y=췍L∞(0,∞;ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q )∩췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q )∩
췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q ),则有

‖Φ(u)‖Y +‖Φ(θ)‖Y ≲ ‖u0‖ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q +‖θ0‖ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q +

‖u‖췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q
)∩췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q

)‖u‖췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q
)+

‖u‖췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q
)∩췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q

)‖θ‖췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q
)+

‖θ‖췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q
)∩췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q

).
令δ=M=2(‖u0‖ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q +‖θ0‖ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q

)<2Cε,若ε足够小,则有‖Φ(u)‖Y+‖Φ(θ)‖Y≤

δ
2+

δ
2=δ

,且dΦ
uæ
è
ç

ö

ø
÷

θ
,Φ

ωæ
è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

v
≤12d

uæ
è
ç

ö

ø
÷

θ
,ωæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

v
.当ε足够小时,由Banach压缩映射原理可知三维分

数阶Boussinesq-Coriolis方程具有唯一的整体解,且满足

(u,θ)∈췍L∞(0,∞;ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q )∩췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q )∩췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q ).
  另一方面,设

Z=췍Lρ(0,∞;ḞBs1
p1(·),q

)∩췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q )∩췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q )∩췍L∞(0,∞;ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q ),

则有

‖Φ(u,θ)‖Z =‖Φ(u)‖Z +‖Φ(θ)‖Z ≲ ‖u0‖ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q +‖θ0‖ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q +

‖u‖췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q
)∩췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q

)‖u‖췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q
)+

‖u‖췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q
)∩췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q

)‖θ‖췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q
)+

‖θ‖췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q
)∩췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q

).
设

δ=M=2(‖u0‖ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q ∩ḞB4-2α-3/p1(·)p1(·),q
+‖θ0‖ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q ∩ḞB4-2α-3/p1(·)p1(·),q

)<2Cε,

若ε足够小,则有‖Φ(u,θ)‖Z≤δ
2+

δ
2=δ

,且dΦ
uæ
è
ç

ö

ø
÷

θ
,Φ

ωæ
è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

v
≤12d

uæ
è
ç

ö

ø
÷

θ
,ωæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

v
.

  当ε足够小时,由Banach压缩映射原理可知三维分数阶Boussinesq-Coriolis方程具有唯一的整体

解,且满足

(u,θ)∈췍Lρ(0,∞;ḞBs1(·)
p1(·),q

)∩췍L∞(0,∞;ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q ).

  注1 变指数Fourier-Besov空间 ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q 是方程(1)的临界空间.若u(t,x)是方程(1)的解,
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则uλ(t,x)=λ2α-1u(λ2αt,λx)也是方程(1)的一个解,且

‖u(0,x)‖ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q ~ ‖uλ(0,x)‖ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q .

4 分数阶Boussinesq-Coriolis方程解的Gevrey类正则性

定理2(Gevrey类正则性) 设p(·)∈Clog(ℝ3)∩P0(ℝ3),12<α≤1
,2≤p1(·)≤p(·)≤

6
5-4α

,1≤q< 3
2α-1.

对 任 意 初 值(u0,θ0)∈ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q (ℝ3),若 存 在 一 个 正 常 数ϑ0,使 得

‖(u0,θ0)‖ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q <ϑ0,则定理1的解是正则的,且满足

et D α
u

et D α

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
θ 췍Lρ(0,∞;ḞB4-2α-3/p1(·)+2α/ρp1(·),q

)∩췍Lρ(0,∞;ḞB2α/ρ+5/2-2α2,q
)∩췍L∞(0,∞;ḞB5/2-2α2,q

)

≲
u0
θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

0 ḞB4-2α-3/p(·)p(·),q

,

其中et D α
是一个Fourier乘子,其象征定义为et ξ α

.

证明:设
Bu

B
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ
=Hα(t)

uæ
è
ç

ö

ø
÷

θ
,其中Hα(t)=

et D α
0

0 et D

æ

è

çç

ö

ø

÷÷α
,由式(5)得

Bu

B
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ
=Hα(t)AΩ,α(t)

u0
θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
-∫

t

0
Hα(t)AΩ,α(t-τ)

PP[(u·∇)u-gθe3]
(u·∇)θ-

æ

è
ç

ö

ø
÷

0
dτ.

  类似定理1的证明,只需证以下结论.由et ξ α-12t ξ 2α
=e(t ξ α-1)2/2+1/2≤e1/2和引理5,有

Bu

B
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ 췍Lρ(0,∞;ḞB4-2α-3/p1(·)+2α/ρp1(·),q
)
≤ Hα(t)AΩ,α(t)

u0
θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

0 췍Lρ(0,∞;ḞB4-2α-3/p1(·)+2α/ρp1(·),q
)
+

   ∫
t

0
Hα(t)AΩ,α(t-τ)

PP[(u·∇)u-gθe3]
(u·∇)θ-

æ

è
ç

ö

ø
÷

0
dτ

췍Lρ(0,∞;ḞB4-2α-3/p1(·)+2α/ρp1(·),q
)
≲

   
et ξ α-t ξ 2α

2i(4-2α-3/p1(·)+2α/ρ)φîu0

et ξ α-t ξ 2α
2i(4-2α-3/p1(·)+2α/ρ)φîθ

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

0 Lρ(0,∞;Lp1(·)) lq
+

   ‖‖2i(5-2α-3/p1(·)+2α/ρ)φiK‖Lρ(0,∞;Lp1(·))‖lq ≲

   
et ξ 2α/22i(4-2α-3/p1(·)+2α/ρ)φîu0

et ξ 2α/22i(4-2α-3/p1(·)+2α/ρ)φîu

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

0 Lρ(0,∞;Lp1(·)) lq
+

   2i(5-2α-3/p1(·)+2α/ρ)φi∫
t

0
e-(t-τ) ξ 2α/2 F[u췍u]-F[g췍θe3]

F[u췍θ]-
æ

è
ç

ö

ø
÷dτ

Lρ(0,∞;Lp1(·)) lq
,

其中,

K=∫
t

0
eN∫ℝ3

eL û(ξ-ζ,τ)췍û(ζ,τ)-ĝ(ξ-ζ,τ)췍F[θe3](ζ,τ)

û(ξ-ζ,τ)췍θ̂(ζ,τ)-
æ

è
ç

ö

ø
÷dζdτ,

N=-12
(t-τ)ξ 2α,  L=tξ α-12

(t-τ)ξ 2α- τ(ξ-ζ α+ ζ α).
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