
 第62卷 第5期 吉 林 大 学 学 报 (理 学 版 ) Vol.62 No.5
 2024年9月 JournalofJilinUniversity(ScienceEdition) Sep 2024

doi:10.13413/j.cnki.jdxblxb.2023542

带带时滞的发展方程时间依赖
拉回吸引子的存在性

高娟平,刘亭亭
(西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070)

摘要:考虑一类带时滞的非自治二阶发展方程.首先,利用Faedo-Galerkin逼近法得到其在

CHt
上解的存在性和唯一性;其次,借助算子分解验证过程{U(t,τ)}t≥τ在CHt

上的DCHt
-拉回渐

近紧性,从而证明带时滞的发展方程时间依赖拉回吸引子的存在性.
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ExistenceofTime-DependentPullbackAttractor
forEvolutionEquationswithDelay
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Abstract:Weconsideredaclassofnon-autonomoussecond-orderevolutionequationswithdelay.
Firstly,weobtainedtheexistenceanduniquenessofsolutionbyusingFaedo-Galerkinapproximation
methodinCHt.Secondly,bymeansofoperatordecomposition,theDCHt

-pullbackasymptoticcompactness

oftheprocess{U(t,τ)}t≥τonCHtwasverified,whichprovedtheexistenceoftime-dependentpullback
attractorforevolutionequationswithdelay.
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0 引 言

考虑带时滞的非自治二阶发展方程

utt-Δu-Δut-ε(t)Δutt+f(u)=g(t,ut)+k(x,t), x∈Ω, t>τ,

u(x,t)=ϕ(x,t-τ), x∈Ω, t∈ [τ-h,τ],

∂tu(x,t)=∂tϕ(x,t-τ), x∈Ω, t∈ [τ-h,τ],

u(x,t)=0, x∈∂Ω, t>τ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ,

(1)

其中:Ω⊂ℝN(N≥3)是具有光滑边界的有界区域;τ是初始时间,ε=ε(t)是关于t的函数;ϕ为区间

[τ-h,τ]上的初始值;h>0表示时滞效应的长度;f 是非线性项;g是时滞项;k∈L2loc(ℝ;L2(Ω))是
外力项;函数ut 和εt 在[-h,0]上分别定义为ut(θ)=u(t+θ),εt=ε(t+θ),θ∈[-h,0].



假设以下条件成立:
(H1)函数ε∈C1(ℝ)单调递减,并满足

lim
t→+∞

ε(t)=0; (2)

特别地,存在L>0,使得

sup
t∈ℝ
(ε(t)+ ε′(t))≤L. (3)

  (H2)函数f∈C2(ℝ,ℝ),f(0)=0,并且满足以下条件:

f′(u)≥-l,  ∀u∈ ℝ, (4)
其中l是正常数,当N≥3时,有

f′(u)≤C(1+ u 2/(N-2)), ∀u∈ ℝ, (5)

2F(u)≥-μu2-c, ∀u∈ ℝ, (6)

2f(u)u≥2F(u)-μu2-c, ∀u∈ ℝ, (7)

这里F(x,u)=∫
u

0
f(x,s)ds,0<μ<

1
2
,c>0是常数.

(H3)外力项k∈L2loc(ℝ;L2(Ω)),并且有

∫
t

∞
eσs‖k(x,s)‖2ds< ∞,  ∀t∈ ℝ. (8)

  (H4)定义时滞项g:ℝ×CL2(Ω) L2(Ω)满足下列条件:

1)对所有的ξ∈CL2(Ω),函数t∈ℝ g(t,ξ)∈L2(Ω)是可测的;

2)对所有的t∈ℝ,g(t,0)=0;
3)存在Cg>0,使得对任意的t∈ℝ,ξ,η∈CL2(Ω),有

‖g(t,ξ)-g(t,η)‖L2(Ω)≤Cg‖ξ-η‖CL2(Ω)
; (9)

  4)存在m0>0,Lg>0,使得对任意的u,v∈C([τ-h,t];L2(Ω))和m∈[0,m0],成立

∫
t

τ
ems‖g(t,us)-g(t,vs)‖2ds≤L2g∫

t

τ-h
ems‖u(s)-v(s)‖2CL2ds. (10)

  当方程(1)中的系数ε(t)=ε且时滞项g(t,ut)=0时,文献[1-3]研究了半线性发展方程utt-Δu-
Δut-εΔutt+f(u)=h(x)解的渐近行为.当方程(1)的系数ε=0时,方程(1)即为通常的强阻尼波方

程,其解的渐近行为在吸引子方面已得到广泛研究[4-5].在文献[1]的基础上,Zhang等[6]考虑了记忆

项的发展方程:

utt-Δu-Δut-∫
∞

0
kε(s)Δut(t-s)ds-νΔutt+f(u)=g(x,t),

并研究了其鲁棒指数吸引子的存在性.
当ε(t)为一正递减有界函数,且在无穷远处趋于0时问题就变得更复杂.这是因为即使外力项与

时间无关,此时的问题仍需在非自治的情形下研究,由于系统的能量泛函依赖于时间t,并且在t→∞,

ε(t)→0时系统的耗散性也发生了变化,一些古典理论(拉回吸引子,时间依赖吸引子)和方法解决这

类问题受到限制,因此研究者们提出了时间依赖吸引子的概念,并得到广泛关注[7-10].时滞项是一类

表示某种延迟、记忆或者遗传特征的算子,研究许多问题时不仅需考虑系统当前的状态,还要考虑其

过去的行为.关于时滞方程解的渐近性研究目前已有很多结果[11-17]:文献[9]研究了带时滞的非自治

反应扩散方程

∂ut-ε(t)∂tΔu-a(l(u))Δu=f(u)+g(u,ut)+h(t)
的时间依赖拉回吸引子的存在性和正则性;文献[14]考虑了带时滞的半线性阻尼波方程拉回吸引子的

存在性;文献[15]讨论了带有遗传特征的非自治半线性二阶发展方程

utt-Δu-Δut-νΔutt=f(t,u(x,t-ρ(t)))+g(x,t)
拉回吸引子的存在性.

受上述研究工作的启发,本文考虑带时间依赖衰退系数ε(t)以及时滞项g(t,ut)的时间依赖拉回

吸引子的存在性,关于发展方程的时间依赖吸引子文献[8]已经考虑了g=0时其存在性.对于
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方程(1),本文通过借助文献[12]的方法,即先对方程(1)进行分解,将解过程分解为两部分,使得

一部分满足紧性,另一部分衰退,从而验证了过程的拉回渐近紧性,证明了带时滞的发展方程时间依

赖拉回吸引子的存在性.

1 预备知识

不失一般性,记 H=L2(Ω),其对应的内积与范数分别记为<·>和‖·‖.对于0≤s<2,定义由

A 生成的Hilbert空间族 Hs=D(As/2),并赋予如下内积与范数:
<w,v>s=<As/2w,As/2v>,  ‖w‖s=‖As/2w‖,

对t∈ℝ及0≤s<2,引入时间依赖空间Ht=H1
0×H1

t,且对应的范数定义为

‖z‖2Ht ={‖u,ut‖2}Ht =‖u‖2H1 +‖ut‖2H1t,

其中‖ut‖2H1t 表示H1 空间中赋予范数‖·‖2+εt‖·‖21.
此外,定义CL2(Ω)为C∈([-h,0];X)上赋予上确界范数‖·‖C∈([-h,0];X)的Banach空间,即

‖u‖CL2 = max
t∈[-h,0]

‖u‖,  ∀u∈CL2(Ω).

类似地,定义

‖u‖CH1 = max
t∈[-h,0]

(‖u‖+‖∇u‖),  ∀u∈CH1(Ω).

  对∀t∈ℝ,考虑时间依赖空间CHt
并赋予以下范数:

‖z‖2CHt
={‖u,ut‖2}CHt

=‖∇u‖2CL2 +‖ut‖2CL2 +εt‖∇ut‖2CL2
,

其中εt=ε(t+θ),θ∈[-h,0].
定义1[9] 若一族双参数映射{U(t,s)t≥s}满足下列性质,则称其是Banach空间Xt 上的一个

过程:

1)U(t,t)x=x,∀t∈ℝ,x∈Xt;

2)U(t,s)U(s,τ)=U(t,τ),∀t≥s≥τ.
若(t,s,x)→U(t,s)x(t≥s,x∈Xt)是连续的,则称{U(t,τ)}t≥τ是一连续过程.

设Dt 表示一族非空参数集族췍D={D(t);t∈ℝ}⊂P(Xt),其中 P(Xt)表示 Xt 上所有的非空

子集族.
定义2[9] 如果对每个D̂={D(t)}t∈ℝ∈Dt,都有{췍D(t):췍D(t)是D(t)的非空子集,∀t∈ℝ}∈Dt,

则Xt 非空子集的一些集族构成的集合Dt 称为包含闭.
定义3[12] 若对任意的t∈ℝ及任意的B={B(t)}t∈ℝ∈Dt,存在t0=t0(B,t)∈ℝ+,使得

U(t,t-s)B(t-s)⊂Q(t),  ∀s≥t0,
则称集族Q={Q(t)}t∈ℝ∈Dt 关于过程{U(t,τ)}t≥τ是D-拉回吸收的.

定义4[14] 设{U(t,τ)}t≥τ是Xt 上的过程,对任意的t∈ℝ,B={B(t)}t∈ℝ,当sn(n→+∞)→
-∞,xn∈B(t-sn)时,序列yn∈U(t,t-sn)xn 在Xt 中有一收敛的子列,则称{U(t,τ)}t≥τ在Xt 中是

D-拉回渐近紧的.
定义5[14] 如果一个非空子集 At={A(t)}t∈ℝ∈Dt 满足下列条件,则其称为过程{U(t,τ)}t≥τ在

Xt 中的D-拉回吸引子:

1)At={A(t)}t∈ℝ∈Dt 是不变的,即

U(t,τ)Aτ=A(t), ∀t≥τ, τ∈ ℝ;
  2)At={A(t)}t∈ℝ∈Dt 拉回D-吸引Xt 中所有的有界集,即对任意的t∈ℝ,̂D∈Dt,有

lim
τ→-∞

distXt
(U(t,τ)D(τ),At)=0.

  定理1[13] 设{U(t,τ)}t≥τ是Banach空间Xt 上的过程,Q={Q(t)}t∈ℝ是D-拉回吸收集,对任意

固定的t∈ℝ,若{U(t,τ)}t≥τ能分解成如下形式:

U(t,τ)=U1(t,τ)+U2(t,τ),  ∀t≥τ,
且U1 满足
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lim
s→∞
‖U1(t,t-s)Q(t-s)‖Xt =0;

并且对任意固定的s>0,存在Xt 中的Cauchy序列{yn}∈U2(t,t-s)Q(t-s).则过程{U(t,τ)}t≥τ在
Xt 中是D-拉回渐近紧的.

定理2[13] 设{U(t,τ)}t≥τ是Banach空间Xt 上的过程,对固定的t≥τ,τ∈ℝ,{U(t,τ)}t≥τ是闭

的,且{U(t,τ)}t≥τ 在 Xt 中是上半连续的,如果在 Xt 中{U(t,τ)}t≥τ 存在闭的 D-拉回吸收集

Q={Q(t)}t∈ℝ,且是D-拉回渐近紧的,则存在唯一的D-拉回吸引子A={A(t)},其中

A(t)= ∩
T∈ℝ+

∪
s≥T

U(t,t-s)Q(t-s),  t∈ ℝ.

2 解的存在性和唯一性

定理3 假设条件(H1)~(H4)成立,初值ϕ∈CHt
,则方程(1)存在弱解z(t)=(u(t),∂tu),且

z∈C([τ-h,T],Ht(Ω)),

u∈C([τ-h,T];H1(Ω)),  ∂tu∈C([τ-h,T];H1(Ω)).
  证明:1)存在性.下面用标准的Fadeo-Galerkin逼近方法证明方程(1)解的存在性.根据经典的

谱算子理 论,假 设 存 在 L2 中 的 正 交 基 xi 构 成 了 A=-Δ 的 特 征 向 量,对 应 的 特 征 值 为λi

(i=1,2,…),满足

Axi=λixi,  ∀i∈ ℕ.
对每个m,根据经典的常微分方程理论,假设存在近似解um,其形式为

um(t)=∑
m

i=1
umixi,

且满足

d2um

dt2 -Δum -Δdum

dt -ε(t)Δd
2um

dt2 +f(um)=g(t,ut,m)+Pmk(x,t), t>τ,

um(x,t)=Pmϕ(x,t-τ), x∈Ω, t∈ [τ-h,τ],

dum(x,t)
dt =dPmϕ(x,t-τ)

dt
, x∈Ω, t∈ [τ-h,τ],

um(x,t)=0, x∈∂Ω, t>τ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï ,

(11)

其中Pm:L2→Ht,m为正交投影且Ht,m=span{x1,x2,…,xm}.
下面推导Galerkin近似解的先验估计.用vm=u′m+αum 与方程(11)在L2 中做内积,有

d
dt
(‖vm‖2+ε(t)‖∇vm‖2+α2‖um‖2+(1-α+α2ε(t))‖∇um‖2)-

2α‖vm‖2+(2-ε′(t)-2αε(t))‖∇vm‖2+2α3‖um‖2+
α(2-2α-αε′(t)+2α2ε(t))‖∇um‖2+2(f(um),vm)=
2(g(t,ut,m),vm)+2(k(t),vm). (12)

由Cauchy和Young不等式以及式(6),(7),有

2(f(um),vm)=2(f(um),u′m +αum)≥

2ddt
(F(um),1)+2α(F(um),1)-αμ‖um‖2-αc, (13)

2(g(t,ut,m),vm)≤ 2α‖g
(t,ut,m)‖2+α

2‖vm‖2, (14)

2(k(t),vm)≤ 2α‖k‖
2+α
2‖vm‖2. (15)

把式(13)~(15)代入式(12),并由Poíncare不等式λ1‖vm‖2≤‖∇vm‖2,可得

d
dt
(‖vm‖2+ε(t)‖∇vm‖2+α2‖um‖2+(1-α+α2ε(t))‖∇um‖2+2(F(um),1))+

(λ1-3α)‖vm‖2+(1-ε′(t)-2αε(t))‖∇vm‖2+(2α3-αμ)‖um‖2+
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α(2-2α-αε′(t)+2α2ε(t))‖∇um‖2+2α(F(um),1)≤
2
α‖g

(t,ut,m)‖2+2α‖k‖
2+αc. (16)

再由式(2),(3)及ε′(t)<0,取μ<α2,有

(λ1-3α)‖vm‖2+(1-ε′(t)-2αε(t))‖∇vm‖2+(2α3-αμ)‖um‖2+
    α(2-2α-αε′(t)+2α2ε(t))‖∇um‖2 ≥
    α‖vm‖2+αε(t)‖∇vm‖2+α3‖um‖2+α(1-α+α2ε(t))‖∇um‖2, (17)

其中α<minλ1
4
,1+L
3ε(t{ }).从而可得

d
dt
(‖vm‖2+ε(t)‖∇vm‖2+α2‖um‖2+(1-α+α2ε(t))‖∇um‖2+2(F(um),1))+

α(‖vm‖2+ε(t)‖∇vm‖2+α2‖um‖2+
(1-α+α2ε(t))‖∇um‖2+2(F(um),1))≤
2
α‖g

(t,ut,m)‖2+2α‖k‖
2+αc. (18)

  记

Em(t)=‖vm‖2+ε(t)‖∇vm‖2+α2‖um‖2+(1-α+α2ε(t))‖∇um‖2+2(F(um),1),
则式(18)可以重写为

d
dtEm(t)+αEm(t)≤ 2α‖g

(t,ut,m)‖2+2α‖k‖
2+αc. (19)

用eαt乘以式(19),可得

d
dt
(eαtEm(t))≤ 2αe

αt‖g(t,ut,m)‖2+2αe
αt‖k‖2+αceαt, (20)

在τ到t对式(20)积分,有

eαtEm(t)≤eαtEm(τ)+2α∫
t

τ
eαs‖g(s,us,m)‖2ds+2α∫

t

τ
eαs‖k(s)‖2ds+αc∫

t

τ
eαsds. (21)

由式(10),有

∫
t

τ
eαs‖g(s,us,m)‖2ds=∫

t

τ
eαs‖g(s,us,m)-g(s,0)‖2ds≤L2g∫

t

τ-h
eαs‖um‖2CL2(Ω)ds=

L2g∫
τ

τ-h
eαs‖um‖2CL2(Ω)ds+L2g∫

t

τ
eαs‖um‖2CL2(Ω)ds. (22)

将式(22)代入式(21),并应用积分形式的Gronwall引理,可得

eαtEm(t)≤eαteC1(t-τ)Em(τ)+C2eC1t∫
t

τ
e(α-C1)s‖k(s)‖2ds+

C3eατeC1(t-τ)‖ϕ‖2Ht +C4eC1t∫
t

τ
e(α-C1)sds, (23)

其中C1=2L
2
g

α
,C2=2α

,C3=2hL
2
g

α
,C4=αc.对式(23)两边同时除以eαt,有

Em(t)≤e-(α-C1)(t-τ)Em(τ)+C2e-(α-C1)t∫
t

τ
e(α-C1)s‖k(s)‖2ds+

C3e-(α-C1)(t-τ)‖ϕ‖2Ht +C4e-(α-C1)t∫
t

τ
e(α-C1)sds. (24)

  记α-C1=β,则

Em(t)≤Em(τ)e-β(t-τ)+C2e-βt∫
t

τ
eβs‖k(s)‖2ds+C3e-β(t-τ)‖ϕ‖2Ht +C4e-βt∫

t

τ
eβsds. (25)

结合式(24)和式(25),可得{um,u′m}在L∞(τ-h,T;Ht(Ω))上有界.因此,存在一个子列(仍记作

um,∂tum),结合式(25),当m→∞时可得:um→u弱❋收敛于L∞(τ-h,T;H1
0(Ω));∂tum→∂tu 弱❋收

敛于L∞(τ-h,T;H1(Ω));对几乎每个(t,x)∈[τ-h,T]×Ω,um→u;f(um)→f(u)弱收敛于
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L2(τ-h,T;L2N/(N-2)(Ω)).对 式 (11)两 边 取 极 限 可 得 方 程 (1)的 解 u,它 满 足 u(t)∈
L∞(τ-h,T;H1(Ω)),∂tu∈L∞(τ-h,T;H1(Ω)),且

u(t)∈C(τ-h,T;H1(Ω)),  ∂tu∈C(τ-h,T;H1(Ω)).
  2)唯一性.设u1,u2 是方程(1)对应初值ϕ,ψ∈CHt

的解,常数C0=C0(C,λ1,Cg)>0.令ξ(t)=
u1(t)-u2(t),则ξ(t)满足

ξtt-Δξ-Δξt-ε(t)Δξtt+f(u1)-f(u2)=g(t,u1t)-g(t,u2t), x∈Ω, t≥τ. (26)
用ω=ξt+ηξ(0<η<1)与方程(26)在L2 中做内积,计算得

d
dt
(‖ω‖2+ε(t)‖∇ω‖2+η2‖ξ‖2+(1-η+η2ε(t))‖∇ξ‖2)-2η‖ω‖2+

(2-ε′(t)-2ηε(t))‖∇ω‖2+2η3‖ξ‖2+

η(2-2η-ηε′(t)+2η2ε(t))‖∇ξ‖2=
-2(f(u1)-f(u2),ω)+2(g(t,u1t)-g(t,u2t),ω). (27)

由条件(5)、Young和Hölder不等式以及 H1
0 L2N/(N-2),可得

-2(f(u1)-f(u2),ω)≤2C∫Ω
(1+ u1 2/(N-2)+ u2 2/(N-2))ξ ω dx≤

2C∫Ω
(1+ u1 2/(N-2)+ u2 2/(N-2))2 ξ 2d[ ]x

1/2

∫Ω
ω 2d( )x

1/2

≤

2C∫Ω
(1+ u1 2N/(N-2)+ u2 2N/(N-2))d[ ]x

2/

{
N

×

∫Ω
ξ 2N/(N-2)d( )x

(N-2)/

}
N 1/2

∫Ω
ω 2d( )x

1/2

≤

2C∫Ω
(1+ u1 2N/(N-2)+ u2 2N/(N-2))d[ ]x

1/N

‖∇ξ‖‖∇ω‖ ≤

2C(1+‖∇u1‖2+‖∇u2‖2)1/(N-2)‖∇ξ‖‖∇ω‖ ≤
C*(‖∇ξ‖2+‖∇ω‖2). (28)

再利用条件(9)、Young和Hölder不等式,得

2(g(t,u1t)-g(t,u2t),ω)≤2‖g(t,u1t)-g(t,u2t)‖·‖ω‖ ≤
‖g(t,u1t)-g(t,u2t)‖2+‖ω‖2 ≤
Cg‖u1t -u2t‖2CL2 +‖ω‖2=Cg‖ξt‖2CL2 +‖ω‖2. (29)

将式(28)和式(29)代入式(27),并由Poíncare不等式λ1‖ω‖2≤‖∇ω‖2,再取η<min
4
λ1
,1+L
4ε(t{ }),

可得

d
dt
[‖ω‖2+ε(t)‖∇ω‖2+η2‖ξ‖2+(1-η+η2ε(t))‖∇ξ‖2]+

2η[‖ω‖2+ε(t)‖∇ω‖2+η2‖ξ‖2+(1-η+η2ε(t))‖∇ξ‖2]≤
C*(‖∇ξ‖2+‖∇ω‖2)+Cg‖ξt‖2CL2 +‖ω‖2, (30)

在τ到t上对式(30)积分,有

‖ω(t)‖2+ε(t)‖∇ω(t)‖2+η2‖ξ(t)‖2+(1-η+η2ε(t))‖∇ξ(t)‖2 ≤
‖ω(τ)‖2+ε(τ)‖∇ω(τ)‖2+η2‖ξ(τ)‖2+(1-η+η2ε(τ))‖∇ξ(τ)‖2+

∫
t

τ
[C*(‖∇ξ(s)‖2+‖∇ω(s)‖2)+Cg‖ξs‖2CL2 +‖ω(s)‖2]ds. (31)

用t+θ代替t,并由Poíncare不等式,得

‖ωt‖2+εt‖∇ωt‖2+η2‖ξt‖2+(1-η+η2εt)‖∇ξt‖2 ≤
‖ω(τ)‖2+ε(τ)‖∇ω(τ)‖2+η2‖ξ(τ)‖2+(1-η+η2ε(τ))‖∇ξ(τ)‖2+

∫
t

τ
[C*(‖∇ξs‖2+‖∇ωs‖2)+Cg‖ξs‖2CL2 +‖ωs‖2]ds≤
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‖ω(τ)‖2+ε(τ)‖∇ω(τ)‖2+η2‖ξ(τ)‖2+(1-η+η2ε(τ))‖∇ξ(τ)‖2+

C* +Cg

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

1∫
t

τ
‖∇ξs‖2ds+ C* +1λ

æ

è
ç

ö

ø
÷

1∫
t

τ
‖∇ωs‖2ds≤

‖ω(τ)‖2+ε(τ)‖∇ω(τ)‖2+η2‖ξ(τ)‖2+(1-η+η2ε(τ))‖∇ξ(τ)‖2+

C0∫
t

τ
(‖∇ξs‖2+‖∇ωs‖2)ds, (32)

其中C0=maxC*+
Cg

λ1
,C*+1λ{ }

1
.

记

y(t)=‖ωt‖2+εt‖∇ωt‖2+η2‖ξt‖2+(1-η+η2εt)‖∇ξt‖2,
则有

y(t)≤y(τ)+C0∫
t

τ
y(s)ds, (33)

应用Gronwall引理,可得

y(t)≤y(τ)eC0(t-τ).
证毕.

根据定理3,可定义过程{U(t,τ)}t≥τ为

U(t,τ):CHt →CHt
,  ∀t≥τ,

且U(t,τ)ϕ={ut(·;τ;ϕ)u(·)是方程(1)的解,ϕ∈CHt
},同时过程{U(t,τ)}t≥τ在CHt

中是连续的.

3 时间依赖Dβ 拉回吸引子的存在性

记Dβ 为所有非空子集D̂={D(t);t∈ℝ}⊂P(CHt
)组成的集类,且

lim
t→-∞

(eβt sup
z∈D(t)

‖z‖2CHt
)=0, (34)

其中β>0.
引理1 假设条件(H1)~(H4)成立,初值ϕ∈CHt

,则方程(1)的解z=(u(t),∂tu)满足下列

估计式:

‖∇ut‖2CL2 +‖u′t‖2CL2 +εt‖∇u′t‖2CL2 ≤
(‖∇u(τ)‖2CL2 +‖u(τ)′‖2CL2 +ε(τ)‖∇u(τ)′‖2CL2

)e-β(t-h-τ)+

C2e-β(t-h)∫
t

τ
eβs‖k(s)‖2ds+C3e-β(t-h-τ)‖ϕ‖2Ht +C4

β
, (35)

其中C1=2L
2
g

α
,C2=2α

,C3=2hL
2
g

α
,C4=αc,α-C1=β.

证明:用v=u′+αu与方程(1)在L2 中做内积,得

d
dt
[‖v‖2+ε(t)‖∇v‖2+α2‖u‖2+(1-α+α2ε(t))‖∇u‖2]-

2α‖v‖2+(2-ε′(t)-2αε(t))‖∇v‖2+
α3‖u‖2+α(2-2α-αε′(t)+2α2ε(t))‖∇u‖2+
2(f(u),v)=2(g(t,ut),v)+2(k(t),v). (36)

类似于定理3的证明,有

‖v(t)‖2+ε(t)‖∇v(t)‖2+α2‖u(t)‖2+(1-α+α2ε(t))‖∇u(t)‖2+2(F(u(t)),1)≤
[‖v(τ)‖2+ε(τ)‖∇v(τ)‖2+α2‖u(τ)‖2+
(1-α+α2ε(τ))‖∇u(τ)‖2+2(F(u(τ)),1)]e-β(t-τ)+

C2e-βt∫
t

τ
eβs‖k(s)‖2ds+C3e-β(t-τ)‖ϕ‖2Ht +C4

β
. (37)

用t+θ代替t(θ∈[-h,0]),可得
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‖z‖2CHt
=‖∇ut‖2CL2 +‖u′t‖2CL2 +εt‖∇u′t‖2CL2 ≤

(‖∇u(τ)‖2CL2 +‖u(τ)′‖2CL2 +ε(τ)‖∇u(τ)′‖2CL2
)e-β(t-h-τ)+

C2e-β(t-h)∫
t

τ
eβs‖k(s)‖2ds+C3e-β(t-h-τ)‖ϕ‖2Ht +C4

β
. (38)

  定理4(拉回 Dβ-吸收集) 假设条件(H1)~(H4)成立,̂D1={D1(t);t∈ℝ}且 D1(t)=
췍BHt
(0,ρ(t))表示以零为中心、半径为ρ(t)的闭球,其中

ρ2(t)=C2e-β(t-h)∫
t

τ
eβs‖k(s)‖2ds+C4

β
< ∞, (39)

则对应方程(1)的过程{U(t,τ)}t≥τ是拉回Dβ-吸收的,而且D̂1∈Dβ.
证明:根据引理1的结果可知,̂D1 是方程(1)的拉回Dβ-吸收集,由式(34)和式(39),当t→-∞

时,有eβtρ2(t)→0,则D̂1∈Dβ.证毕.
定理5 假设条件(H1)~(H4)成立,则过程{U(t,τ)}t≥τ在CHt

中是DCHt
-拉回渐近紧的.

证明:对任意的T≥t-s且s≥0,有

{U(T,t-s)}ϕ={uT(·;t-s;ϕ)u(·)是方程(1)的解,且ϕ∈Q(t-s)},
其中QCHt

={Q(t)}t∈ℝ是CHt
中的DCHt

-拉回吸收集.
令u=v+w,将方程(1)做如下分解:

vTT -Δv-ΔvT -ε(T)ΔvTT +f(u)=g(T,uT)+k(x,t), T≥t-s,

v(x,T)=0, t-s-h≤T≤t-s,

∂Tv(x,T)=0, t-s-h≤T≤t-s,

v ∂Ω=0, T≥t-s

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ;

(40)

wTT -Δw-ΔwT -ε(T)ΔwTT =0, T≥t-s,

w(x,T)=ϕ(x,T-t+s), t-s-h≤T≤t-s,

∂Tw(x,T)=∂Tϕ(x,T-t+s), t-s-h≤T≤t-s,

w ∂Ω=0, T≥t-s

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(41)

对于方程(41),根据式(38),当f=g=k=0时,有

‖zω‖2CHt
≤C1e-βs‖ϕ‖2CHt

. (42)

  下面估计满足式(40)的解,设u1 和u2 是方程(1)的解,对应的初值为ϕ1 和ϕ2,令y(T)=v1-v2,
其中v1 和v2是方程(40)的解,则y(T)满足下列方程:

yTT -Δy-ΔyT -ε(T)ΔyTT +f(u1)-f(u2)=g(T,u1T)-g(T,u2T), T≥t-s,

y(x,T)=0, t-s-h≤T≤t-s,

∂Ty(x,T)=0, t-s-h≤T≤t-s,

y ∂Ω=0, T≥t-s

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(43)

用y′(T)与方程(43)在L2 中做内积,可得

d
dt
(‖y′(T)‖2+‖∇y(T)‖2+ε(T)‖∇y′(T)‖)+(2-ε′(T))‖∇y′(T)‖=

(f(u2)-f(u1),y′(T))+(g(T,u1T)-g(T,u2T),y′(T)), (44)
将式(44)在[t-s,t+θ]上积分(其中θ∈[-h,0]),有

‖y′(t+θ)‖2+‖∇y(t+θ)‖2+ε(t+θ)‖∇y′(t+θ)‖ ≤

2∫
t+θ

t-s
(f(u2(T))-f(u1(T)),y′(T))dT+

2∫
t+θ

t-s
(g(T,u1T)-g(T,u2T),y′(T))dT. (45)

由式(4),有

(f(u2(T))-f(u1(T)),y′(T))≤‖f(u2(T))-f(u1(T))‖·‖y′(T)‖ ≤
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l·‖u1(T)-u2(T)‖·‖y′(T)‖. (46)
将式(46)代入式(45)可得

‖y′(t+θ)‖2+‖∇y(t+θ)‖2+ε(t+θ)‖∇y′(t+θ)‖ ≤
2l·‖u2(T)-u1(T)‖L2(Ω×[t-s,t])·‖y′(T)‖L2(Ω×[t-s,t])+
2‖g(T,u1T)-g(T,u2T)‖L2(Ω×[t-s,t])·‖y′(T)‖L2(Ω×[t-s,t]). (47)

  设unT∈U(T,t-s)ϕn 且ϕn∈Q(t-s),根据式(38)可设:un→u 弱❋收敛于L∞(t-s-h,t;

H1(Ω));∂tun→u弱❋收敛于L∞(t-s-h,t;H1
0(Ω)).因此un→u弱收敛于L2(t-s-h,t;H1(Ω)).

由于g:ℝ×CL2(Ω) L2(Ω),对每个a.e~(T,x)∈[t-s-h,t]×Ω,有g(T,unT)→g(T,uT)
(n→∞),根据Lebesgue控制收敛定理,有

lim
n→∞
lim
m→∞

‖g(T,unT)‖-g(T,umT)‖L2(Ω×[t-s,t])=0, (48)

所以

‖vnt-vmt‖2CH1 +‖v′nt-v′mt‖2CL2 +ε(t)‖∇v′nt-∇v′mt‖2CL2 =

sup
θ∈[-h,0]

(‖vn(t+θ)-vm(t+θ)‖2+‖v′n(t+θ)-v′m(t+θ)‖2+

ε(t+θ)‖∇v′n(t+θ)-∇v′m(t+θ)‖2)≤
2l·‖u1(T)-u2(T)‖L2(Ω×[t-s,t])·‖y′(T)‖L2(Ω×[t-s,t])+
2‖g(T,u1T)-g(T,u2T)‖L2(Ω×[t-s,t])·‖y′(T)‖L2(Ω×[t-s,t]).

结合式(47)和式(48)得

lim
n→∞
lim
m→∞

‖vnt-vmt‖2CH1 +‖v′nt-v′mt‖2CL2 +ε(t)‖∇v′nt-∇v′mt‖2CL2 =0, (49)

再结合式(44)~(49)和定理1知,过程{U(t,τ)}t≥τ是DCHt
-拉回渐近紧的.证毕.

定理6(DCHt
-拉回吸引子的存在性) 假设引理1的条件成立,则过程{U(t,τ)}t≥τ在CHt

中有唯一

的时间依赖拉回吸引子{ACHt
(t)}t∈ℝ∈DCHt

.
证明:根据定理4和定理5可知,方程(1)的过程族{U(t,τ)}t≥τ在CHt

中存在一个DCHt
-拉回吸收集

和DCHt
-拉回渐近紧的.为得到DCHt

-拉回吸引子的存在性,只需证明{ACHt
(t)}t∈ℝ∈DCHt

的正不变性,

其中

{ACHt
(t)}=wt(QCHt

)= ∩
T∈ℝ+

∪
s≥τ

U(t,t-s)Q(t-s),  ∀t∈ ℝ,

且QCHt
={Q(t)}t∈ℝ是过程{U(t,τ)}t≥τ在CHt

上的DCHt
-拉回吸收集.

设y∈ACHt
(t),存在序列sn∈ℝ+(sn→+∞),xn∈Q(t-sn)和yn∈U(t,t-sn)xn,使得当n→∞

时,在CHt
(t)上yn→y.另一方面,对充分大的n,有

yn ∈U(t,t-s)xn =U(t,τ)U(τ,t-sn)xn. (50)
由过程{U(t,τ)}t≥τ是D-拉回渐近紧的知,存在一个子序列

～xn ∈U(τ,t-sn)xn =U(τ,τ-(τ+sn -t))xn,
仍记作 ～xn,使得yn∈U(t,τ)～xn,且在CHt

(t)上,有

～xn →x,  n→ ∞. (51)
则显然有x∈ACHt(Ω)

,由定理3解的存在性可知,在L2(-h,0;Ht(Ω))中,有

yn(·)⇀u(·+t,τ,x),
其中u是方程(1)的解,结合式(50),(51),可得y∈U(t,τ)x⊂U(t,τ)ACHt

(τ).证毕.
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