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一一类Conformable分数阶
发展方程温和解的存在性

安文艳,杨 和
(西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070)

摘要:用算子半群理论和上下解单调迭代方法讨论Banach空间中具有Volterra型积分算子

的一类Conformable分数阶发展方程初值问题

Tαu(t)+Au(t)=f(t,u(t),Gu(t)), t∈I,

u(0)=x{
0

温和解的存在性,其中:Tα 表示阶数为0<α<1的Conformable分数阶导数算子;A 为稠定

闭线性算子,-A:D(A)⊂E→E 生成一致有界的C0-半群T(t)(t≥0);f∈C(I×E×E,E),

且I=[0,b];Gu(t)=∫
t

0
K(t,s)u(s)ds是 Voletrra型积分算子,其积分核 K∈C(Δ,ℝ+),

Δ={(t,s)0≤s≤t≤b},记K0=max
(t,s)∈Δ

K(t,s).在非线性项满足适当的不等式条件下,得到

了该方程温和解的存在性.
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Abstract:Byusingoperatorsemigrouptheoryandupperandlowersolution monotoneiterative
methods,wediscusstheexistenceofmildsolutionstoinitialvalueproblems

Tαu(t)+Au(t)=f(t,u(t),Gu(t)), t∈I,

u(0)=x{
0

foraclassofConformablefractionalevolutionequationswithVolterra-typeintegraloperatorsin
Banachspaces,whereTαrepresentstheConformablefractionalderivativeoperatorwithorder0<α<1,

Aisacoherentlyclosedlinearoperator,-A:D (A)⊂E →E generateuniformlybounded

C0-semigroupT(t)(t≥0),f∈C(I×E×E,E),andI=[0,b],Gu(t)=∫
t

0
K(t,s)u(s)dsisintegral

operatorofVoletrra-type,integralkernelK∈C(Δ,ℝ+),Δ={(t,s)0≤s≤t≤b},recordedas



K0=max
(t,s)∈Δ

K(t,s).Undertheconditionthatthenonlineartermsatisfiestheappropriateinequality,

theexistenceofthemildsolutiontotheequationisobtained.
Keywords:fractionalevolutionequation;mildsolution;upperandlowersolution;monotoneiterative
method

0 引 言

在电磁学、力学、医学、信息处理等实际应用中,分数阶微分方程比整数阶微分方程应用更广泛.
目前,对分数阶发展方程温和解的存在性和唯一性研究备受关注.El-Borai[1]通过引入概率密度函数

研究分数阶微分发展方程,得到了其古典解的存在性;文献[2-4]分别研究了0<α<1和1<α<2分数

阶发展方程温和解的存在性;Chen等[5]用不动点定理研究了Banach空间E 中分数阶发展方程初值

问题

Dα
0u(t)+Au(t)=f(t,u(t)), t≥0,

u(0)=x{
0

温和解的存在性,其中Dα
0 表示阶数为0<α<1的Caputo型分数阶导数,-A:D(A)⊂E→E 生成

一致有界的C0-半 群 T(t)(t≥0)的 无 穷 小 生 成 元.近 年 来,一 种 分 数 阶 导 数 的 新 定 义

Conformable分数阶导数被广泛关注[2-4].Conformable分数阶导数的定义可满足经典分数阶导数不能

满足的一些性质,如乘积法则、商法则、链式法则、Rolle定理和中值定理等,其在生物物理学、电容

理论、控制理论和实验数据拟合等领域应用广泛.受上述研究工作的启发,本文主要用算子半群理论

和上下解单调迭代方法讨论具有Voletrra型积分算子的Conformable分数阶微分方程初值问题

Tαu(t)+Au(t)=f(t,u(t),Gu(t)), t∈I,

u(0)=x{
0

(1)

温和解的存在性,其中:Tα 表示阶数为0<α<1的Conformable分数阶导数算子;A 为稠定闭线性算

子,-A:D(A)⊂E→E 生成一致有界的C0-半群T(t)(t≥0),即存在常数M≥1,使得‖T(t)‖≤M;

f∈C(I×E×E,E),且I=[0,b];Gu(t)=∫
t

0
K(t,s)u(s)ds是 Voletrra型积分算子,其积分核

K∈C(Δ,ℝ+),Δ={(t,s)0≤s≤t≤b},记K0=max
(t,s)∈Δ

K(t,s).

1 预备知识

定义1[6-8] 设α∈(n,n+1),f:[0,∞)→ℝ,则f的Conformable分数阶导数可定义为

Tαf(t)=lim
ε→0

f([n]-1)(t+εt([n]-α))-f([n]-1)(t)
ε

,  t>0,

其中[n]表示大于等于n的最小整数.特别地,当α∈(0,1)时,有

Tαf(t)=lim
ε→0

f(t+εt(1-α))-f(t)
ε

,  t>0.

  关于Conformable分数阶导数,有如下结果.
引理1[6-8] 设α∈(0,1),函数f和g 在t>0上可微,则:

1)Tα(af+bg)=aTα(f)+bTα(g),∀a,b∈ℝ;

2)Tα(tp)=ptp-1,∀p∈ℝ;
3)Tα(λ)=0,∀λ∈ℝ;
4)Tα(fg)=fTα(g)+gTα(f);

5)Tα
fæ

è
ç

ö

ø
÷

g =gTα(f)-fTα(g)
g2

;

6)Tα(f)(t)=t1-αdfdt
(t).
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定义2[7] 设α∈(n,n+1),则函数f的α阶积分定义为

Iαf(t)=1n!∫
t

0
(t-s)nsa-n-1f(s)ds,  0<α<1.

  定义3[9] 设E 为Banach空间,S是E 中的有界集.令

α(S)=inf{δ>0S=∪
m

i=1
Si,d(Si)≤δ,i=1,2,…,m},

则α(S)称为集合S的Kuratowski非紧性测度,其中d(Si)表示集合Si 的直径.
引理2[9] 非紧性测度α(·)有如下性质:

1)α(S)=0⇔S为相对紧集;

2)S⊂T⇒α(S)≤α(T);

3)α(S∪T)≤max{α(S),α(T)};

4)α(aS)= aα(S),aS={x x=ay,y∈S},a∈ℝ;

5)α(S+T)≤α(S)+α(T),其中S+T={x x=y+z,y∈S,z∈T};

6)α(coS)=α(S).
其中S,T 表示E 中的有界集.

引理3[10] 设E 为Banach空间,若W={un}∞n=1⊂C(I,E)是有界可数集,则α(W(t))在[a,b]上
Lebesgue有界可测,且

α∫I
un(s)d{ }( )s ≤2∫I

α(W(t))dt.

  考虑非线性发展方程初值问题

Tαu(t)+Au(t)+Cu(t)=f(t,u(t),Gu(t))+Cu(t), t∈I,

u(0)=x0{ ,
(2)

其中C>0为常数,-(A+CI)为C0-半群S(t)=e-CtT(t)(t≥0)的无穷小生成元.显然,问题(2)与
问题(1)同解.

定义4[11] 称u∈C(I,E)是问题(2)的温和解,当且仅当u满足积分方程

u(t)=Stα
æ

è
ç

ö

ø
÷

α x0+∫
t

0
sα-1Stα-sα

æ

è
ç

ö

ø
÷

α
(f(s,u(s),Gu(s))+Cu(s))ds,  t∈I. (3)

  定义5 如果u满足

u(t)≤Stα
æ

è
ç

ö

ø
÷

α x0+∫
t

0
sα-1Stα-sα

æ

è
ç

ö

ø
÷

α
(f(s,u(s),Gu(s))+Cu(s))ds,  t∈I, (4)

则u称为问题(2)的下温和解;如果

u(t)≥Stα
æ

è
ç

ö

ø
÷

α x0+∫
t

0
sα-1Stα-sα

æ

è
ç

ö

ø
÷

α
(f(s,u(s),Gu(s))+Cu(s))ds,  t∈I, (5)

则u称为问题(2)的上温和解.
引理4[12] 设K 为非负常数,f(t)和g(t)为区间[a,b]上的非负连续函数,且满足不等式

f(t)≤K+∫
t

0
f(s)g(s)ds,  t∈ [α,β].

则

f(t)≤Kexp∫
t

0
g(s)d{ }s .

2 主要结果

假设条件:
(H1)存在常数C>0,使得对∀t∈I,v0(t)≤x1≤x2≤w0(t),Gv0(t)≤y1≤y2≤Gw0(t),有

f(x1,y1,z1)-f(x2,y2,z2)≥-C(x2-x1);

  (H2)存在常数 L>0,使得对∀t∈I 及单调序列{xn(t)}⊂[v0(t),w0(t)]和{yn(t)}⊂
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[Gv0(t),Gw0(t)],有

α({f(t,xn,yn)})≤L(α({xn})+α({yn})).
  定理1 设E 为有序的Banach空间,其正元锥P 为正规锥.假设-A 生成C0-半群T(t)(t≥0)是
正的紧半群,v0,w0 分别是问题(2)的下温和解与上温和解,且v0≤w0,f∈C(I×E×E,E)满足

条件(H1).则分数阶发展方程初值问题(1)在v0 和w0 之间存在极小温和解和极大温和解.
证明:由于T(t)(t≥0)是正的紧半群,所以S(t)是正的紧半群,并且有‖S(t)‖≤M.定义算子

Q:[v0,w0]→C(I,E)为

(Qu)(t)=Stα
æ

è
ç

ö

ø
÷

α x0+∫
t

0
sα-1Stα-sα

æ

è
ç

ö

ø
÷

α
(f(s,u(s),Gu(s))+Cu(s))ds. (6)

显然,Q:[v0,w0]→C(I,E)为连续算子,且问题(1)的温和解等价于算子Q 的不动点.下面分四步

完成证明.
1)证明Q:[v0,w0]→C(I,E)等度连续.设∀u∈[v0,w0],0≤t1≤t2≤b,则

‖Qu(t2)-Qu(t1)‖= Stα
2æ

è
ç

ö

ø
÷

α x0+∫
t2

0
sα-1Stα

2-sα
æ

è
ç

ö

ø
÷

α
(f(s,u(s),Gu(s))+Cu(s))ds-

Stα
1æ

è
ç

ö

ø
÷

α x0-∫
t1

0
sα-1Stα

1-sα
æ

è
ç

ö

ø
÷

α
(f(s,u(s),Gu(s))+Cu(s))ds ≤

Stα
2æ

è
ç

ö

ø
÷

α x0-Stα
1æ

è
ç

ö

ø
÷

α x0 +

∫
t2

t1
sα-1 Stα

2-sα
æ

è
ç

ö

ø
÷

α ‖(f(s,u(s),Gu(s))+Cu(s))‖ds+

∫
t1

0
sα-1 Stα

2-sα
æ

è
ç

ö

ø
÷

α -Stα
1-sα

æ

è
ç

ö

ø
÷

α ‖(f(s,u(s),Gu(s))+Cu(s))ds‖ 췍

I1+I2+I3.
只需证明当t2-t1→0时,Ii→0(i=1,2,3).

对于I1,由于Stα
æ

è
ç

ö

ø
÷

α
是强连续的,所以

Stα
2æ

è
ç

ö

ø
÷

α x0-Stα
1æ

è
ç

ö

ø
÷

α x0 →0,  t2-t1 →0,

从而当t2-t1→0时,有I1→0.由条件(H1)及锥P 的正规性知,存在M0>0,使得

‖(f(t,u(t),Gu(t))+Cu(t))‖ ≤M0, t∈I, u∈ [v0,w0], (7)
因此,当t2-t1→0时,

I2=∫
t2

t1
sα-1 Stα

2-sα
æ

è
ç

ö

ø
÷

α ‖(f(s,u(s),Gu(s))+Cu(s))‖ds≤MM0

α
(tα
2-tα

1)→0.

若t1=0且t2>0,则易见I3=0.对于t1=0且ε>0足够小,有

I3=∫
t1

0
sα-1 Stα

2-sα
æ

è
ç

ö

ø
÷

α -Stα
1-sα

æ

è
ç

ö

ø
÷

α ‖(f(s,u(s),Gu(s))+Cu(s))‖ds≤

M0∫
t1-ε

0
sα-1 Stα

2-sα
æ

è
ç

ö

ø
÷

α -Stα
1-sα

æ

è
ç

ö

ø
÷

α ds+

M0∫
t1

t1-ε
sα-1 Stα

2-sα
æ

è
ç

ö

ø
÷

α -Stα
1-sα

æ

è
ç

ö

ø
÷

α ds≤

M0 sup
s∈[0,t1-ε]

Stα
2-sα

æ

è
ç

ö

ø
÷

α -Stα
1-sα

æ

è
ç

ö

ø
÷

α ∫
t1-ε

0
sα-1ds+2MM0∫

t1

t1-ε
sα-1ds≤

sup
s∈[0,t1-ε]

Stα
2-sα

æ

è
ç

ö

ø
÷

α -Stα
1-sα

æ

è
ç

ö

ø
÷

α
M0(t1-ε)α

α +

2MM0
tα
1-(t1-ε)α

α →0 (t2-t1 →0,ε→0),

所以由半群S(t)(t≥0)的紧性可知,当t2-t1→0时,I3→0.从而‖Qu(t2)-Qu(t1)‖→0(t2-t1→0,
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ε→0).故Q:[v0,w0]→C(I,E)等度连续.
2)证明Q:[v0,w0]→[v0,w0]是连续增算子.
首先,由定义5,对t∈I,有

v0(t)≤Stα
æ

è
ç

ö

ø
÷

α x0+∫
t

0
sα-1Stα-sα

æ

è
ç

ö

ø
÷

α
(f(s,v0(s),Gv0(s))+Cv0(s))ds=Qv0(t),

所以v0≤Qv0,同理可得Qw0≤w0.
其次,对u1,u2∈[v0,w0]且u1≤u2,t≥0,有

v0(t)≤u1(t)≤u2(t)≤w0(t),  Gv0(t)≤Gu1(t)≤Gu2(t)≤Gw0(t).
根据条件(H1)可得

f(t,u2(t),Gu2(t))+Cu2(t)≥f(t,u1(t),Gu1(t))+Cu1(t),
因此,由半群S(t)(t≥0)的正性,有

∫
t

0
sα-1Stα-sα

æ

è
ç

ö

ø
÷

α f(s,u2(s),Gu2(s))+Cu2(s( ))ds≥

       ∫
t

0
sα-1Stα-sα

æ

è
ç

ö

ø
÷

α f(s,u1(s),Gu1(s))+Cu1(s( ))ds.

再结合式(6)可得Qu1≤Qu2.从而Q:[v0,w0]→[v0,w0]是单调增算子,并且连续.
定义两个迭代序列{vn}和{wn}分别为

vn =Qvn-1, wn =Qwn-1, n=1,2,… (8)
根据算子Q 的序增性,有

v0 ≤v1 ≤v2 ≤ … ≤vn ≤wn ≤wn-1 ≤ … ≤w2 ≤w1 ≤w0. (9)
从而可知序列{vn}和{wn}是[v0,w0]中的单调有界序列.
3)证明{vn(t)}和{wn(t)}在E 中相对紧.
记Λ={vn},Λ0=Λ∪{v0}.显然,对∀t∈I,Λ(t)=QΛ0(t).当0≤t≤b时,对∀ε∈(0,t),定义

集合

Wε(t)={Qεvn(t):vn ∈Λ0},
其中

Qεvn(t)=Stα
æ

è
ç

ö

ø
÷

α vn-1(0)+∫
t-ε

0
sα-1Stα-sα

æ

è
ç

ö

ø
÷

α
(f(s,vn-1(s),Gvn-1(s))+Cvn-1(s))ds=

Stα
æ

è
ç

ö

ø
÷

α vn-1(0)+Sεα
æ

è
ç

ö

ø
÷

α∫
t-ε

0
sα-1Stα-sα

α -εα
æ

è
ç

ö

ø
÷

α
(f(s,vn-1(s),Gvn-1(s))+Cvn-1(s))ds.

由Sεα
æ

è
ç

ö

ø
÷

α
的紧性可知,集合Wε(t)在E 中相对紧.对∀vn∈Λ0,∀t∈I,有

‖Qvn(t)-Qεvn(t)‖=∫
t-ε

0
sα-1Stα-sα

æ

è
ç

ö

ø
÷

α
(f(s,vn-1(s),Gvn-1(s))+Cvn-1(s))ds-

∫
t-ε

0
sα-1Stα-sα

α -εα
æ

è
ç

ö

ø
÷

α
(f(s,vn-1(s),Gvn-1(s))+Cvn-1(s))ds≤

∫
t

t-ε
sα-1 Stα-sα

æ

è
ç

ö

ø
÷

α ‖(f(s,vn-1(s),Gvn-1(s))+Cvn-1(s))‖ds≤

M0Mtα-(t-ε)α
α →0 (ε→0),

因此对∀t∈I,{vn(t)}在E 中相对紧.同理可得{wn(t)}在E 中相对紧.由Arzela-Ascoli定理可知,
{vn}和{wn}在[v0,w0]中相对紧.因此{vn}和{wn}有收敛子列,结合式(9)和锥P 的正规性可知,{vn}
和{wn}本身收敛,即存在u,u∈[v0,w0],使得u=lim

n→∞
vn,u=lim

n→∞
wn.在式(8)中取极限,有Qu=u,

Qu=u.所以u,u∈[v0,w0]是Q 的不动点,即u,u是问题(1)的温和解.
4)证明u,u是问题(1)的极小温和解和极大温和解.
设u∈[v0,w0]是Q 的不动点,则对∀t∈I,v0(t)≤u(t)≤w0(t),根据Q 的单调性,有
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v1(t)=Qv0(t)≤Qu(t)=u(t)≤Qw0(t)=w1(t),
即v1≤u≤w1,重复上述过程n次可得

vn ≤u≤wn,  n=1,2,….
令n→∞,则有u≤u≤u.所以u和u 分别为Q 在[v0,w0]中的极小不动点和极大不动点,因此它们分

别是问题(1)的极小温和解和极大温和解.证毕.
在定理1中去掉紧半群的限制,增加锥P 是正则锥的条件可得以下结论.
定理2 设 E 为 有 序 的 Banach空 间,P 为 E 中 的 正 则 锥.假 设-A 生 成 正 的C0-半 群

T(t)(t≥0),v0,w0 分别是问题(2)的下温和解与上温和解,且v0≤w0,如果f∈C(I×E×E,E)满足

条件(H1),则问题(1)在v0 和w0 之间存在极小温和解和极大温和解.
证明:由定理1可知,算子Q 为增算子,且满足v0≤Qv0,Qw0≤w0.按照式(8)做迭代序列

{vn(t)}和{wn(t)},则{vn(t)}和{wn(t)}是E 中的单调有界序列.由锥P 的正则性可知,u=lim
n→∞

vn,

u=lim
n→∞

wn.在式(8)中取极限,由Q 的连续性可知,Qu=u,Qu=u.故问题(1)在v0 和w0 之间存在

极小温和解u和极大温和解u.证毕.
如果半群T(t)(t≥0)是非紧的,并且正元锥P 也没有正则锥的假设,则通过给空间增加条件可得

如下结论.
定理3 设E 为弱序列完备的Banach空间,正元锥P 为正锥规.假设-A 生成正的C0-半群

T(t)(t≥0),v0,w0 分别是问题(2)的下温和解与上温和解,且v0≤w0,如果f∈C(I×E×E,E)满足

条件(H1),则问题(1)在v0 和w0 之间存在极小温和解和极大温和解.
证明:因为在弱序列完备的Banach空间中,正规锥即是正则锥,故由定理2可得结论.证毕.
定理4 设E 为有序的Banach空间,其正元锥P 为正锥规.假设-A 生成正的等度连续半群

T(t)(t≥0),v0,w0 分别是问题(2)的下温和解与上温和解,且v0≤w0,如果f∈C(I×E×E,E)满足

条件(H1)和(H2),则分数阶发展方程初值问题(1)在v0 和w0 之间存在极小温和解和极大温和解.
证明:按照式(6)定义算子Q,由定理1的证明可知,Q:[v0,w0]→[v0,w0]是连续增算子,且

v0≤Qv0,Qw0≤w0.因此对于迭代序列式(9),根据定理1的证明可知,{vn}和{wn}在[v0,w0]上一致

有界且等度连续.下证{vn}和{wn}在I一致收敛.
记Λ={vn n∈ℕ},Λ0={vn-1 n∈ℕ},因为Λ0=Λ∪{v0},所以对∀t∈I,α(Λ0(t))=α(Λ(t)).

令

φ(t)=α(Λ0(t))=α(Λ(t)). (10)
下面证明φ(t)=0,t∈I.由引理3,有

α(G(Λ0)(t))=α∫
t

0
K(t,s)vn-1(s)dsn∈{ }( )ℕ ≤2∫

t

0
α({K(t,s)vn-1(s)n∈ ℕ})ds=

2∫
t

0
K(t,s)α({vn-1(s)n∈ ℕ})ds≤2K0∫

t

0
φ(s)ds,

其中K0=max
(t,s)∈Δ

K(t,s).因此

∫
t

0
sα-1α(G(Λ0)(s))ds≤2K0∫

t

0
sα-1∫

s

0
φ(r)d( )r ds=2K0

α∫
t

0
(tα-sα)φ(s)ds≤

2K0

α∫
t

0
(t-s)αφ(s)ds, t∈I.

  对∀t∈I,由引理3和式(10),有

φ(t)=α(Q(Λ0)(t))=α(Λ(t))=

α Stα
æ

è
ç

ö

ø
÷

α x0+∫
t

0
sα-1Stα-sα

æ

è
ç

ö

ø
÷

α
(f(s,vn-1(s),Gvn-1(s))+Cvn-1(s))d{ }æ

è
ç

ö

ø
÷s =

α∫
t

0
sα-1Stα-sα

æ

è
ç

ö

ø
÷

α
(f(s,vn-1(s),Gvn-1(s))+Cvn-1(s))d{ }æ

è
ç

ö

ø
÷s ≤
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2∫
t

0
α sα-1Stα-sα

æ

è
ç

ö

ø
÷

α
(f(s,vn-1(s),Gvn-1(s))+Cvn-1(s{ }æ

è
ç

ö

ø
÷)) ds≤

2M∫
t

0
sα-1α({f(s,vn-1(s),Gvn-1(s))+Cvn-1(s)})ds=

2M(L+C)∫
t

0
sα-1α(Λ0(s))ds+2ML∫

t

0
sα-1α(G(Λ0)(s))ds≤

2M(L+C)∫
t

0
sα-1φ(s)ds+4MLK0

α ∫
t

0
(tα-sα)φ(s)ds≤

∫
t

0
2M(L+C)sα-1+4MLK0

α
(t-s)é

ë
êê

ù

û
úú

α φ(s)ds.

应用引理4,有φ(t)=0.特别地,α(Λ0(t))=α(Λ(t))=φ(t)=0.即Λ(t)和Λ0(t)在E 中相对紧.因此

{vn(t)}在E 中相对紧.由 Arzela-Ascoli定理可知,{vn}在[v0,w0]中相对紧.类似地,可得{wn}在
[v0,w0]中相对紧.根据定理1证明可知,分数阶发展方程初值问题(1)在[v0,w0]上存在极小温和解

与极大温和解.证毕.
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