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一类具有交叉反应扩散的
捕食-食饵模型的动态分歧

亓子成,刘瑞宽,吴辰龙
(西南石油大学 理学院,成都610500)

摘要:考虑一类具有Holling-Ⅱ型功能反应函数的交叉反应扩散模型在非齐次Dirichlet边界

条件下的动态分歧问题.首先,用谱分析理论得到对应的线性化问题特征值的临界穿越

条件;其次,选取环境承载系数为分歧参数,利用中心流形约化和动态分歧理论得到该系统

的动态跃迁类型和分歧解的解析表达式.最后,利用有限差分法,在不同的参数情形下给出

系统的斑图变化模式.
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DynamicBifurcationofaClassofPredator-Prey
ModelswithCrossReactionDiffusion
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Abstract:Weconsideredthedynamicbifurcationproblemofaclassofcross-reaction-diffusionmodels
withHolling-Ⅱfunctionalresponsefunctionundernon-homogeneousDirichletboundaryconditions.
Firstly,thecriticalcrossingconditionsforthecorrespondinglinearizationproblemeigenvalueswere
obtainedbyusingthespectralanalysistheory.Secondly,theenvironmentalcarryingcoefficientwas
selectedasthebifurcationparameter,theanalyticalexpressionofthedynamictransitiontypeand
bifurcationsolutionofthesystem wasobtainedbyusingthecentermanifoldreductionandthe
dynamicbifurcationtheory.Finally,byusingthefinitedifference method,thepatternchange
patternsofthesystemweregivenunderdifferentparameterconditions.
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0 引 言

考虑如下一类具有Holling-Ⅱ型功能反应函数且具有交叉扩散效应的模型:
ut=d1Δu+d2Δv+u-K-1u2-muv(1+u)-1,(t,x)∈ (0,∞)×Ω,
vt=d3Δu+d4Δv-θv+muv(1+u)-1, (t,x)∈ (0,∞)×Ω,
u(0,x)=u0, v(0,x)=v0, x∈Ω,
u ∂Ω=u*, v ∂Ω=v*, t∈ (0,∞

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ),
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其中Ω⊂ℝ2 为有界光滑区域,u和v 分别表示食饵和捕食者的种群密度,K 为环境承载能力,d1 和

d4 是物种的扩散系数,d2 和d3 是交叉扩散系数,θ为捕食者的死亡率,mu
1+u

是Holling-Ⅱ功能反应函

数(该函数能较准确地反映真实世界中无脊椎动物与其捕食者之间的生物学相互作用),m 表示相互作

用对两种物种相对影响的强度,u0≥0和v0≥0为初值,u*= θ
m-θ

和v*= 1
m-θ1-

θ
(m-θ)

æ

è
ç

ö

ø
÷

K
为

系统(1)的一个稳态解.
当d2=d3=0(即不考虑交叉扩散效应)时,系统(1)即退化为经典的具有Holling-Ⅱ型功能反应函

数的捕食-食饵反应扩散模型,对该模型全局解的存在性、正则性和稳定性研究目前已得到广泛关

注[1-20].例如:Bie等[3]针对类似的交叉扩散模型的定态过程,探讨了交叉扩散对正常数平衡点稳定性

的影响;Peng等[4]通过正解的先验估计,证明了当m 足够大时,经典的Holling-Ⅱ型反应扩散系统不

存在非常数正平衡解;Sun等[5]讨论了具有捕食者同类相食行为的 Holling-Ⅱ型捕食-食饵模型的

Turing不稳定性,得到了该模型 Turing斑图出现的条件;Wang等[6]研究了具有强 Allee效应的

Holling-Ⅱ型反应扩散系统的动力学行为,在强Allee效应的条件下获得了该系统不存在非常数正稳

态解;Han等[7]提出了一类具有时滞扩散效应的 Holling-Ⅱ型种群内捕食模型,并利用规范化方法和

中心流形约化方法,给出了该模型 Hopf分歧方向和稳定性结果;Yang等[13]针对一类具有避难和时

滞效应且具有双曲型死亡率的捕食-食饵系统,分别获得了避难效应和时滞效应引起的Turing不稳定

性和Hopf分歧结果;Rao[14]研究了一类具有 Holling-Ⅱ型功能反应函数的有毒浮游植物与浮游动物

空间模型的复杂动力学行为.
受上述研究的启发,本文借助非线性演化方程的动态分歧和跃迁定理[21-22],选取模型中的环境

承载能力为分歧参数,得到具有交叉扩散效应且具有 Holling-Ⅱ型功能反应函数的非线性反应扩散

系统(1)的动态跃迁类型和分歧解的解析表达式,并给出相关的数值结果.针对该类交叉扩散模型

研究一般采用类似文献[3]的经典方法,本文用另一种特征值谱分析与动态跃迁结果相结合的方法[23]

进行研究.在引入交叉扩散后临界穿越参数不具有理想分离的情况下,给出一些假设条件证明对应的

临界穿越条件,最后结合动态跃迁定理分析其跃迁类型.

1 预备知识

参考文献[21-22],设 H 和 H1 为 Hilbert空间,H1⊂H 是稠密紧包含.考虑如下非线性演化

方程:

dω
dt=Lλω+G(ω,λ),

ω(0)=φ
{ ,

(2)

其中:λ是参数;ω:[0,+∞)→H 是未知函数;Lλ:H1→H 为一个连续依赖于λ 的线性全连续场,
满足

Lλ=-A+Bλ 是一个扇形算子,

A:H1 →H 是一个线性同胚,

Bλ:H1 →H 是一个紧算子

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
(3)

G(·,λ):Hσ→H(0≤σ<1)是Cr(r≥1)有界映射,且

G(·,λ)=o(‖ω‖Hσ
). (4)

下面始终假设式(3)和式(4)成立.
定义1[21] 若系统(2)对某个λ0∈ℝ满足下列条件:

1)当λ<λ0时,ω=0是系统(2)的一个渐近稳定的平衡解;

2)当λ>λ0 时,存在ω=0的一个与参数λ无关的邻域U⊂H,满足
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lim
t→∞
sup‖ωλ(t;φ)‖H ≥δ(λ)>0, ∀φ∈Γλ/U,

lim
λ→λ0

δ(λ)=δ≥0{ ,

其中ωλ(t;φ)为系统(2)以φ为初值的解,Γλ 为ω=0的稳定流形.则称系统(2)在(ω,λ)=(0,λ0)处
发生跃迁.

假设{βj(λ)∈ℂ j∈ ℕ*}为算子Lλ 的特征值,且对某个λ0∈ℝ满足如下条件:

Reβj(λ)
<0,λ<λ0,
=0,λ=λ0, ∀1≤j≤m,
>0,λ>λ0

ì

î

í

ïï

ïï ,
(5)

Reβj(λ0)<0,  ∀j≥m+1.
  引理1[21] 若条件(5)成立,则系统(2)在(ω,λ)=(0,λ0)处发生跃迁,且跃迁类型必为下列3种

情形之一:

1)(连续型跃迁)存在ω=0的某个邻域U⊂H,使得对任意的φ∈U,系统(2)的解ωλ(t;φ)满足

lim
λ→λ0
lim
t→∞

‖ωλ(t;φ)‖H =0;

2)(跳跃型跃迁)对任意的λ0<λ<λ0+ε(ε>0),存在一个稠密开子集Uλ⊂U,使得对任意的

φ∈Uλ,有lim
t→∞
sup‖ωλ(t;φ)‖H ≥δ≥0,其中常数δ>0,且与参数λ无关;

3)(混合型跃迁)对任意的λ0<λ<λ0+ε(ε>0),U 可分解为췍U=췍Uλ
1∪췍Uλ

2,췍Uλ
1∩췍Uλ

2=Ø,其中Uλ
1

和Uλ
2 均为开集(但不一定连通),且系统(2)的解ωλ(t;φ)满足:

lim
λ→λ0
lim
t→∞

‖ωλ(t;φ)‖H =0, ∀φ∈Uλ
1,

lim
t→∞
sup‖ωλ(t;φ)‖H ≥δ≥0,∀φ∈Uλ

2{ ,

Uλ
1 称为稳定型区域,Uλ

2 称为跳跃型区域.

2 特征值分析与临界穿越条件

为方便,不妨取Ω=(0,L1)×(0,L2)(L1,L2>0).易知无量纲方程(1)存在如下3个常数稳态解:

ω0=(0,0)T, ω1=(K,0)T, ω2=(u*,v*)T,

其中u*= θ
m-θ

,v*= 1
m-θ1-

θ
(m-θ)

æ

è
ç

ö

ø
÷

K .

事实上,只有正的稳态解在生物系统长期演化中才有意义.因此,为使系统(1)存在正的常数稳态

解(u*>0,v*>0),需给出如下假设:
(H1)0<θ/(m-θ)<K.
对系统(1)做如下平移变换:u=～u+u*,v=～v+v*,则有

～ut=d1Δ～u+d2Δ～u+(～u+u*)-m(～v+v*)-1K
(～u+u*)2+m

(～v+v*)
1+(～u+u*)

,

～vt=d3Δ～u+d4Δ～v+(m-θ)(～v+v*)-m
(～v+v*)

1+(～u+u*)
,

u(x,0)=u0-u*, v(x,0)=v0-v*,
u ∂Ω=v ∂Ω=0

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï .

(6)

下面讨论系统(6)在(0,0)处的稳定性.对系统(6)中的非线性项在(0,0)处进行 Taylor展开(仍将

(～ut,～u,～vt,～v)记作(ut,u,vt,v)),则有

ut=d1Δu+d2Δu+ 1-2u
*

K -p2mvæ

è
ç

ö

ø
÷

* u+m(p-1)v+p3mv*u2-u2
K -

  p2muv+o(2)+C,
vt=d3Δu+d4Δv+p2mv*u+(m-θ-mp)v-p3mv*u2+p2muv+o(2)+C,
u(x,0)=u0-u*, v(x,0)=v0-v*,
u ∂Ω=v ∂Ω =0

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï ,

(7)
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其中p∶=1/(1+u*).因此,后续只需对系统(7)在平衡点(0,0)T 处的跃迁情况进行讨论.
定义函数空间 H∶=L2(Ω,ℝ2),H1∶=H2(Ω,ℝ2)∩H0

1(Ω,ℝ2),并用<·,·>表示空间H 上的

内积.令ω(t)=
u(·,t)

v(·,t
æ

è
ç

ö

ø
÷
)
,定义算子A:H1→H 为Aω=

d1Δ d2Δ
d3Δ d4
æ

è
ç

ö

ø
÷
Δ

æ

è
ç

ö

ø
÷

u
v
,定义算子Bλ 为

Bλω=
1-2λu* -p2mv* -θ

p2mv*

æ

è
ç

ö

ø
÷

0
æ

è
ç

ö

ø
÷

u
v
,

其中λ∶=1/K 为控制参数.于是,系统(7)的线性部分可写成如下形式:Lλω=-Aω+Bλω.显然,

Lλ:H→H是连续依赖于λ的参数化线性全连续场.定义非线性算子G:H1→H 为

G:(λ,ω)→G(λ,ω)=
(p3mv* -λ)u2-p2muv
-p3mv*u2+p2

æ

è
ç

ö

ø
÷

muv
.

因此,初边值问题(7)可等价于如下抽象形式:

dω
dt=Lλω+G(λ,ω),

ω(0)=φ
{ ,

其中φ=(φ1,φ2)T=(u0-u*,v0-v*).
2.1 特征值分析

根据方程(2),算子Lλ 的特征值问题可表示为

d1Δu+d2Δv+(1-2λu* -p2mv*)u-θv=βu,

d3Δu+d4Δv+p2mv*u=βv,

u ∂Ω=v Ω =0

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(8)

令{ψk}∞k=1⊂C∞
0 (Ω)为Laplace算子在齐次Dirichlet边界下的特征值{ρk}∞k=1所对应的一组特征函数,并

满足归一化条件∫Ω
ψkψldx=δkl(k,l=1,2,…),其中δkl为Kronecker符号.由于Ω=(0,L1)×(0,L2),

故有

ρk=π2 k21
L21+k22

L
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
2
,  ψk=Aksink

2
1πx1
L21
sink

2
2πx2
L22

,

这里k= k1 + k2 =1,2,…,Ak 是使∫Ω
ψ2

kdx=1成立的正常数.显然,ρk 满足0<ρ1≤ρ2≤…≤

ρk≤….令

Mk(λ)=
-d1ρk+1-2λu* -p2mv* -d2ρk-θ

-d3ρk+p2mv* -d4ρ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

k

,

则矩阵Mk(λ)的特征值问题可表示为Mk(λ)ηki=βkiηki,其中ηki是Mk 对应于特征值βki的特征向量.
因此,特征值问题(8)对应于βki的特征向量为eki=ηkiψk(k=1,2,3,…).通过代入u*,v* 计算可知,

βk=βki(i=1,2)满足

β2k +Bkβk+Ck=0, (9)
其中

Bk=(d1+d4)ρk+(1+λ)θm - 2λθ
(m-θ)

,

Ck= d1ρk+(1+λ)θm - 2λθ
(m-θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

)d4ρk-(d2ρk-θ)d3ρk+1-(1+λ)θæ

è
ç

ö

ø
÷

m .

因此βki可表示为

βk1= -Bk+ B2
k -4Ck

2
,

βk2= -Bk- B2
k -4Ck

2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(10)
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  假设:

(H2)d1d4>d2d3>0,4d2d3 1-1+λæ

è
ç

ö

ø
÷

m < d2(1-λ)
m +dæ

è
ç

ö

ø
÷3

2

.

易见,若条件(H2)成立,则Δk=B2
k-4Ck>0恒成立.因此特征值βki均为实数.取Lλ 关于βki的特

征向量为

eki=
ψk

hkiψ

æ

è
ç

ö

ø
÷

k
∶=

ψk

-
βki+(d1+d3)ρk+1- 2λθ

m-θ
(d2+d4)ρk-θ ψ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷k

, (11)

且{eki}k,i构成空间H 上的一组基.设L*
λ 和M *

k 分别是Lλ 和Mk 的伴随算子,则 M*
k 的特征值β*

ki 与

Mk 的特征值βki共轭.由于βki∈ℝ,因此βki=β*
ki.算子L*

λ 对应于特征值β*
ki的特征向量为

e*
ki =

ψk

gkiψ

æ

è
ç

ö

ø
÷

k
∶=

ψk

-
βki+(d1+d2)ρk+2- 2λθ

m-θ-θ(λ+1)
m

(d3+d4)ρk+1-θ(λ+1)
m

ψ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

k

, (12)

且满足

<eki,e*
lj>=

0, k≠l或i≠j,

Pk1,k=l,i=j=1,

Pk2,k=l,i=j=2

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
(13)

其中Pk1=1+hk1gk1,Pk2=1+hk2gk2.
2.2 PES条件

系统(8)的稳定性由该系统线性化问题特征值的临界穿越(principleofexchangeofstabilities,

PES)条件确定.为此,需先确定特征值βki的符号.
由式(10)可知,对任意的k∈ℕ*,有βk2<0,且βk1的正负取决于Ck 的正负.将Ck=0改写为

(d1d4-d2d3)ρ2k + d4θ
m -λd4θ(m+θ)

m(m-θ) -λd2θ
m -d3æ

è
ç

ö

ø
÷θρk+θ1-θ

m -λθæ

è
ç

ö

ø
÷

m =0.

  假设:

(H3)
d4θ(m+θ)
m(m-θ)+

d2θ
m =0,d1+d4>0.

当条件(H3)成立时,令式(9)中Ck=0,可定义常数

λc=min
k

m[(d1d4-d2d3)ρ2k +(d4θ/m+d3θ)ρk+θ-θ2/m]
θ{ }2 . (14)

令式(9)中Bk=0,可定义常数

Λ=min
k

m(m-θ)[(d1+d4)ρk+θ/m]
θ(m+θ{ }) . (15)

下面只讨论λc<Λ的情况.
引理2 当λ在λc 的某个邻域上时,如下结论成立:

1)当λ<λc 时,β11<0;当λ=λc 时,β11=0;当λ>λc 时,β11>0.
2)当(k,j)≠(1,1),j=1,2时,βkj(λc)<0.
证明:当λ=λc 时,C1=0即β11=0,且

β12(λc)= -(d1+d4)ρ1-
θ
m - θ

m + 2θ
(m-θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

)λc<

-(d1+d4)ρ1-
θ
m - θ

m + 2θ
(m-θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

)Λ<0;

当λ>λc 时,C1<0即β11>0;当λ<λc 时,C1>0即β11<0.
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此外,当k≠1时,根据式(14),(15)中定义,有

Ck(λc)=(d1d4-d2d3)ρ2k + d4θ
m -d3æ

è
ç

ö

ø
÷θρk+θ1-θ

m -θ
mλæ

è
ç

ö

ø
÷c >0,

-Bk(λc)=-(d1+d4)ρk-θ
m - θ

m - 2θ
(m-θ

æ

è
ç

ö

ø
÷

)λc<0,

因此βk2(λc)<0.综上可知结论成立.

3 主要结果

下面分两种情形讨论当参数λ穿越临界值λ=λc时,系统(8)的跃迁类型和发生跃迁后分歧解的解

析式.记α(λ)∶= P
P11
,且P11,h11,g11,e11和e*

11的定义与式(11)~(13)相同.

情形1)∫Ω
ψ3
1dx≠0,P=(p3mv*(1-g11)+mp2h11(g11-1)-λ)∫Ω

ψ3
1dx.

定理1 若α(λ)≠0,则下列结论成立:

1)系统(7)在ω=0处有一个混合型跃迁,即存在ω=0的邻域U⊂H1,满足:

①U=Uλ
1+Uλ

2+Γλ,其中Uλ
1,Uλ

2 为两个不相交的开集;

②Uλ
1 中的跃迁为跳跃型,Uλ

2 中的跃迁为连续型.
2)当λ<λc 时,ω=0是渐近稳定的,且系统(7)分歧出唯一的鞍点ω(λ).

3)当λ>λc 时,系统(7)在Uλ
2 中分歧出一个奇点吸引子ω(λ)=-β11

α(λ)e11+o
(β11 ),满足

lim
t→∞
‖ωλ(t;φ)-ω(λ)‖H1=0,∀φ∈U

λ
2.

证明:由线性全连续场谱理论知,空间 H 和 H1 可分解为 H=E1췍E2,H1=E1췍췍E2,其中

E1=span{e11},E2=E⊥
1 .

当λ在λc 附近时,方程(7)的解可表示为ω=x1e11+z,z=∑
∞

k≠1
xkek1+∑

∞

k=1
ykek2,其中x1e11∈E1,

z∈E2,eki(i=1,2)是特征值βki对应的特征向量.因此在空间E1 中,系统(7)可约化为

<e11,e*
11>dx1dt =<Lλ(ω),e*

11>+<G(λ,ω),e*
11>=β11<e11,e*

11>x1+<G(λ,ω),e*
11>. (16)

  由于∫Ω
ψ3
1dx≠0,因此不需要考虑中心流形函数的影响.令式(16)中ω=x1e11,则有

dx1
dt =β11x1+

<G(λ,x1e11),e*
11>

<e11,e*
11>

. (17)

直接计算可得

<G(λ,x1e11),e*
11>

<e11,e*
11> = 1

P11
(p3mv* -λ)x21∫Ω

ψ3
1dx-mp2h11x21∫Ω

ψ3
1dx( -

p3mv*g11x21∫Ω
ψ3
1dx+mp2h11g11x21∫Ω

ψ3
1d )x +o(2)=

1
P11
(p3mv*(1-g11)+mp2h11(g11-1)-λ)x21∫Ω

ψ3
1dx+o(2)=α(λ)x21+o(2).

于是,方程(17)可化为

dx1
dt =β11x1+α(λ)x21+o(2). (18)

若α(λ)≠0,则方程(18)的一个稳态解为x1=-β11
α(λ)+o

(β11 ).显然,当λ>λc 时,x1 是方程(18)的

一个局部渐近稳定奇点,且当λ<λc 时,x1 是方程(18)的一个不稳定鞍点.
注意到系统(7)的跃迁类型及其局部拓扑结构完全由约化方程(18)决定,从而当λ>λc时,

ω(λ)=-β11
α(λ)e11+o

(β11 )是系统(7)的一个局部渐近稳定奇点,即系统(7)在Uλ
2 中有一个连续型跃
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迁;同时,当λ<λc时,ω(λ)是系统(7)的一个不稳定鞍点,即系统(7)在Uλ
2 中有一个跳跃型跃迁.

证毕.

情形2)∫Ω
ψ3
1dx=0,

P(λ)=(1-g11)(2p3mv* -h11mp2)∫Ω
ψ2
1ϕ1dx+(g11-1)mp2∫Ω

ψ2
1ϕ2dx-λ∫Ω

ψ2
1ϕ1dx,

其中

ϕ1=∑
∞

k≠1
-Qk

βk1
ψk+∑

∞

k=1
-Hk

βk2
ψk, (19)

ϕ2=∑
∞

k≠1
-Qkhk1

βk1
ψk+∑

∞

k=1
-Hkhk2

βk2
ψk. (20)

  定理2 若λ足够小,则下列结论成立:

1)当α(λ)>0时,系统(7)在(0,λ)处有一个跳跃型跃迁,并在λ>λc 一侧分歧出两个鞍点ω±(λ);
2)当α(λ)<0时,系统(7)在(0,λ)处有一个连续型跃迁,并在λ<λc 一侧分歧出两个渐近稳定的

奇点ω±(λ);

3)奇点ω±(λ)可表示为

ω±(λ)=± - β11
α(λ)e11+

(ϕ1,ϕ2)T - β11
α(λ

æ

è
ç

ö

ø
÷
)

2

+o(β11 ).

  证明:类似定理1的证明,系统(7)在空间E1 中可约化为

<e11,e*
11>dx1dt =<Lλ(ω),e*

11>+<G(ω),e*
11>=β11<e11,e*

11>x1+<G(ω),e*
11>. (21)

为计算式(21)的最后一项,需确定中心流形函数Φ(x):E1→E2,令

ω=x1e11+Φ(x1), (22)
由λc 附近中心流形函数的渐近表达式(文献[22]中定理A.1.14)可知,

Φ(x1)=∑
∞

k≠1
-Qkx2

1

βk1
ek

æ

è
ç

ö

ø
÷1 +∑

∞

k=1
-Hkx2

1

βk2
ek

æ

è
ç

ö

ø
÷2 =

∑
∞

k≠1
-Qk

βk1
ψ

æ

è
ç

ö

ø
÷k +∑

∞

k=1
-Hk

βk2
ψ

æ

è
ç

ö

ø
÷k

∑
∞

k≠1
-Qkhk1

βk1
ψ

æ

è
ç

ö

ø
÷k +∑

∞

k=1
-Hkhk2

βk2
ψ

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷k

x2
1, (23)

其中

Qk=(1+gk1hk1)((1-gk1)(p3mv* -mp2h11)-λ)∫Ω
ψ2
1ψkdx,

Hk=(1+gk2hk2)((1-gk2)(p3mv* -mp2h11)-λ)∫Ω
ψ2
1ψkdx.

将式(19),(20)代入Φ(x1)=(ϕ1,ϕ2)Tx21+o(2)中,并结合式(22),有

<G(ω),e*
11>

<e11,e*
11> =

<G(x1e11+Φ(x1),e*
11)>

<e11,e*
11> =

(p3mv* -λ)
P11 ∫Ω

(x1ψ1+x21ϕ1)2ψ1dx-mp2

P11∫Ω
(x1ψ1+x21ϕ1)(x1hk1ψ1+x21ϕ2)ψ1dx-

p3mv*

P11∫Ω
(x1ψ1+x21ϕ1)2g11ψ1dx+mp2

P11∫Ω
(x1ψ1+x21ϕ1)(x1hk1ψ1+x21ϕ2)g11ψ1dx=

1
P11

(1-g11)(2p3mv* -h11mp2)∫Ω
ψ2
1ϕ1dx( +

(g11-1)mp2∫Ω
ψ2
1ϕ2dx-λ∫Ω

ψ2
1ϕ1d )x x3

1+o(3)=α(λ)x31+o(3). (24)

再结合式(21)和式(24),有

dx1
dt =β11x1+

<G(x1e11),e*
11>

<e11,e*
11> =β11x1+α(λ)x31+o(3). (25)
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  显然,当α(λ)>0,λ>λc 时,方程(25)分歧出两个鞍点;当α(λ)<0,λ<λc 时,方程(25)分歧出

两个渐近稳定的奇点:x±
1 =± -β11

α(λ)+o
(β11).注意到系统(7)的跃迁类型及其局部拓扑结构完

全由约化方程(25)决定.因此,当α(λ)>0,λ>λc 时,系统(7)分歧出两个不稳定的鞍点;当α(λ)<0,

λ<λc 时,系统(7)分歧出两个渐近稳定的奇点:

ω±(λ)=± - β11
α(λ)e11+

(ϕ1,ϕ2)T - β11
α(λ

æ

è
ç

ö

ø
÷
)

2

+o(β11 ).

4 数值模拟

下面利用 MATLAB进行数值模拟,讨论当控制参数λ发生变化时系统(7)的Turing不稳定性.
固定扩散项系数的取值为d1=0.5508,d2=-0.7081,d3=-0.2909,d4=0.5108,m=0.4,

θ=0.0647,L1=L2=π.
模拟过程中令上述系数固定,同时令参数λ在适当范围内变化,系统(7)的斑图如图1所示.由

图1可见,随着λ值的逐渐增大,系统(7)的Turing斑图形成的圆环逐渐向外扩散,当λ达到某一临界

值后,斑图几乎保持不变.当斑图固定临界值在λ=20附近时,将模拟中数值代入计算可知对应的

λc≈18.4607,与模拟斑图效果一致,因此控制参数λ的变化能影响系统(7)的 Turing不稳定性.
系统(7)的数值模拟中系数需满足所有假设条件,在此基础上,通过使参数在适合范围内变化,最终选

取斑图效果较好的一组数据作为模拟结果.对满足假设条件的不同系数,所得的临界值参数λ也会随

之变化,结论仍成立.

图1 参数λ变化时系统(7)的斑图

Fig.1 Patternsofsystem(7)whenparameterλchanges
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