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分位回归基于最优去相关得分的子抽样算法

黄小峰,邹雨浩,袁晓惠
(长春工业大学 数学与统计学院,长春130012)

摘要:针对海量数据下高维分位回归模型,首先,构造基于去相关得分函数的子抽样算法,
以估计感兴趣的低维参数;其次,推导所提估计的极限分布,并根据渐近协方差矩阵求出

L-最优准则下的子抽样概率,给出高效的两步算法.模拟和实证分析结果表明,最优子抽样

方法显著优于均匀子抽样方法.
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Abstract:Forthehigh-dimensionalquantileregressionmodelwithmassivedata,firstly,asubsampling
algorithmbasedonthedecorrelationscorefunctionwasconstructedtoestimatethelow-dimensional
parametersofinterest.Secondly,wederivedthelimitdistributionoftheproposedestimatesand
calculatedthesubsamplingprobabilityundertheL-optimalcriterionaccordingtotheasymptotic
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目前海量数据的处理方式主要有三类方法:分布式计算[1-3]、子抽样算法[4-7]和数据流估计[8-9],
其中子抽样方法可减少资源消耗,提高处理速度,降低成本,保持数据代表性,因而受到广泛关注,并

已取得了许多研究结果.例如:Fithian等[4]将子抽样方法推广到逻辑回归中;Ma等[10]探讨了子抽样

算法在线性回归中参数估计的统计特性;Ai等[11]和Fan等[12]分别将子抽样算法应用到广义线性模型

和线性分位回归中,并在一般抽样方法下建立了估计量渐近正态性的理论基础;袁晓惠等[13]基于

D-最优准则构造了分位回归中信息阵的最优子抽样方法;Wang等[14]构造了基于L-最优准则下分位回

归模型的最优子抽样方法.虽然子抽样算法在研究低维参数估计问题方面取得了一些成果,但对高维

海量数据分析方法的研究目前仍处于探索阶段.例如,Gao等[15]研究了广义线性模型中在干扰参数

影响下对关注的低维参数实施最优子抽样估计及推断的统一框架,但其研究主要集中在广义线性模型



参数的估计,并未涉及其他类型的模型.
在众多数据分析模型中,分位回归[16]因其能揭示响应变量的全方位特征并从中获取丰富信息而

备受关注.它通常采用加权最小绝对差方法进行估计,因而对离群点不敏感,能提供更稳健的结果,
从而得到广泛关注.例如,Wang等[17]分析了纵向数据中部分线性变系数模型的分位估计;袁晓惠

等[18]在部分协变量随机缺失机制下的分位回归模型中,提出了回归参数的诱导光滑加权估计及其渐

近协方差估计;Wang等[19]针对删失分位回归提出了一种新的基于多重稳健倾向得分的估计方法;

Cheng等[20]提出了正则化的投影评分方法,以解决高维混杂协变量存在下分位回归的参数估计问题.
但在高维海量数据下进行分位回归模型参数估计的研究目前文献报道较少.鉴于此,本文考虑将去

相关得分方程推广到高维分位回归最优子抽样中,对感兴趣的低维参数进行估计,并利用子抽样方法

提升计算效率,同时降低因干扰参数导致精度下降的问题.

1 方 法

1.1 高维分位回归模型的去相关得分估计

在高维回归模型中,参数的维度通常较高,但与响应变量相关的协变量可能很少.那些非显著影

响响应变量的协变量可视为混杂协变量.如何在高维回归模型中有效地估计低维参数,是近年来统计

学领域的研究热点.Zhang等[21]提出了一种半参数有效得分方法,用于构建高维线性模型中低维系数

的估计和置信区间;Ning等[22]提出了一种可用于稀疏高维模型中假设检验和置信区间的去相关得分

估计方法;Cheng等[20]提出了一种正则化投影得分方法,在存在高维混杂协变量的情况下,用于估计

高维分位回归中的低维感兴趣参数.
假设响应变量为y,协变量为x=(uT,zT)T,其中u是已知的维数为d 的低维感兴趣协变量,z是

维数为p 的在预测响应变量时可能产生干扰的高维混杂协变量.观测数据为FFn={yi,ui,zi}ni=1.本文

考虑分位回归模型:

Qτ(yi ui,zi)=uTiθ+zTiγ,
其中Qτ(yi ui,zi)表示在给定协变量ui 和zi 时yi 的τ条件分位数,θ表示感兴趣的低维系数,γ表示

干扰参数.Cheng等[20]基于投影法构造了θ的去相关得分估计方程.与经典的分位回归方程不同,去

相关得分方法可有效处理高维干扰参数的影响,得分方程为

Ψn(췍HFF,～γFF,θ)=1n∑
n

i=1
ψτ(yi-uTiθ-zTi ～γFF)(ui-췍HFFzi), (1)

其中函数ψτ(t)=τ-I(t<0)为ρτ(t)=t{τ-I(t<0)}关于t的导数.通过求解Ψn(췍HFF,～γFF,θ)=0,可得

未知参数θ的估计 ～θFF.
当z的维数p 较小时,矩阵췍HFF 可由下式得到:

췍HFF= 1
n∑

r

i=1
uizT{ }i

1
n∑

n

i=1
zizT{ }i

-1
,

未知参数γ的估计 ～γFF 由下式得到:

(～θ,～γFF)=argmin
θ,γ

1
n∑

n

i=1
ρτ(yi-uTiθ-zTiγ).

当z的维数p 非常大时,可使用Lasso拟合多响应线性回归得到矩阵췍HFF 的估计:

췍HFF=argmin
H∈ℝd×p

1
2n∑

n

i=1
‖ui-Hzi‖2+λ2‖hj‖,

其中参数hj 表示矩阵H∈ℝd×p的第j列.未知参数γ的估计 ～γFF 由如下惩罚估计算法得到:

(～θ,～γFF)=argmin
θ,γ

1
n∑

n

i=1
ρτ(yi-uTiθ-zTiγ)+λ1‖γ‖1. (2)

  计算过程的关键是求解式(1)中的 ～γFF 和췍HFF.在低维情形下,通过迭代求解 Ψn(췍HFF,～γFF,θ)=0
计算.该算法仅在低维情形下有理想的估计效果,但对于高维情形,该方法性能欠佳.针对高维情形,
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Cheng等[20]引入了一步估计法对式(1)进行修正,得到如下去相关得分函数:

췍Ψn(췍HFF,～γFF,θ)=1n∑
n

i=1
ψ(yi-(uTi -췍HFFzi)Tθ-(췍HFFzi)T～θ-zTi ～γFF)(ui-췍HFFzi),

其中 ～θ 表 示 基 于 方 程(2)得 到 的 初 始 估 计.设 ～yi=yi-(췍HFFzi)T～θ-zTi ～γFF,则 求 解 关 键 问 题

췍Ψn(췍HFF,～γFF,θ)=0即等价于求解

～θone=argmin
θ

1
n∑

n

i=1
ρτ(～yi-(ui-췍HFFzi)Tθ).

  估计 ～θFF 的渐近正态分布为

n(～θFF-θ0)→N(0,Q-1
1 D1Q-T

1 ),
其中Q1=E[f(0u,z)(u-H0z)uT],f(· u,z)是ε=y-uTθ0-zTγ0 的密度函数,D1=τ(1-τ)×
E[(u-H0z)(u-H0z)T].修正得分函数后由一步算法得到的估计θ̂one的渐近正态分布为

n(～θone-θ0)→N(0,Q-1
2 D1Q2-T),

其中Q2=E[f(0u,z)(u-H0z)(u-H0z)T].
1.2 基于去相关得分函数的一般子抽样算法

在海量数据情形下,传统子抽样算法不能直接应用于得分方程中.Gao等[15]将去相关得分方法推

广到海量数据下的高维广义线性模型中,构造了关于感兴趣低维参数的最优子抽样估计,提出了基于

去相关得分函数的子抽样算法.受此启发,本文考虑海量数据下高维分位回归模型参数的估计问题,
利用去相关得分函数降低不精确的干扰参数估计带来的影响,并通过子抽样算法提升收敛速率.以概

率πi 满足∑
n

i=1
πi=( )1 抽取样本容量为r的子样本集合{y*

i ,u*
i ,z*

i }ri=1,相应的概率为π*
i .在去相关得

分函数构造中,如何寻找基于子样本的投影矩阵H*是关键,从理论上保证基于子样本的参数估计的

相合性和渐近正态性是一个难点.对于z的维数p 较小的情形,H*的估计 Ĥ*可由下式得到:

Ĥ* = 1
nr∑

r

i=1

1
π*

i
u*

i (z*
i ){ }T 1

nr∑
r

i=1

1
π*

i
z*

i (z*
i ){ }T

-1
, (3)

未知参数γ的估计γ̂*可由下式计算得到:

(̂θ*,̂γ*)=argmin
θ,γ

1
r∑

r

i=1

1
nπ*

i
ρτ(y*

i -(u*
i )Tθ-(z*

i )Tγ).

得到基于子样本的初始分位回归系数γ̂*和投影矩阵 Ĥ*后,θ的子抽样去相关得分函数定义为

Ψ̂*
n (̂H*,̂γ*,θ)=1r∑

r

i=1

1
nπ*

i
ψτ(y*

i -(u*
i )Tθ-(z*

i )T̂γ*)(u*
i -Ĥ*z*

i ). (4)

最后,根据式(4)求解方程 Ψ̂*
n (̂H*,̂γ*,θ)=0,得到未知参数θ的估计θ̂.

假设:
(H1)存在L>0,使得‖u‖<L,a.s.;
(H2)对所有的(u,z),0<f(0u,z)<∞,在(u,z)的邻域内存在常数C,使得

f(wu,z)-f(0u,z)≤C w 1/2;

  (H3)令max
1≤j≤p

E[‖(u-췍HFFz)zj‖]=O(1),max
1≤j≤d

E[‖(u-췍HFFz)uj‖]=O(1);

(H4)max
1≤i≤n

(nπi)-1=Op(1);

(H5)矩阵 1
n∑

n

i=1
f(0ui,zi)(ui-췍HFFzi)uTi 依概率收敛到正定矩阵;

(H6)矩阵 1
n∑

n

i=1
f(0ui,zi)(ui-췍HFFzi)(ui-췍HFFzi)T 依概率收敛到正定矩阵.

上述算法得出的θ̂有以下渐近性质:
定理1 假设条件(H1)~(H5)成立,则当n→∞且r→∞时,在给定数据FFn 的条件下,有
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(Q-1DQ-T)-1/2 r(̂θ- ～θFF)→N(0,I),
其中

Q=1n∑
n

i=1
f(0ui,zi)(ui-췍HFFzi)uTi,

D=τ(1-τ)
n ∑

n

i=1

1
nπi
(ui-췍HFFzi)(ui-췍HFFzi)T.

  证明:首先证明给定完全数据FFn 时,̂H*-췍HFF=Op(r-1/2).令

Ĥ*
1 =1nr∑

r

i=1

1
π*

i
u*

i (z*
i )T,  췍HFF1=1n∑

n

i=1
uizT

i,

Ĥ*
2 =1nr∑

r

i=1

1
π*

i
z*

i (z*
i )T,  췍HFF2=1n∑

n

i=1
zizT

i,

则可得E(̂H*
1 FFn)=췍HFF1,E(̂H*

2 FFn)=췍HFF2.将矩阵 Ĥ*
1 -췍HFF1的第j行第k 列元素记为Δj,k,则

E(Δj,k FFn)=0.下面计算条件二阶矩:

E(Δ2j,k FFn)=E 1
nr∑

r

i=1

1
π*

i
u*

ijz*
ik -1n∑

n

i=1
uijzi

ö

ø
÷k

æ

è
ç

2

FFé

ë
êê

ù

û
úún =1r∑

n

i=1
πi
1

nπi
uijzik -1n∑

n

i=1
uijzi

æ

è
ç

ö

ø
÷k

2

=

1
rn2∑

n

i=1

1
πi
(uijzik)2-1r

1
n∑

n

i=1
uijzi

æ

è
ç

ö

ø
÷k

2

≤

1
r max

1≤i≤n

‖ui‖2
nπ

æ

è
ç

ö

ø
÷

i
-1r

1
n∑

n

i=1
uijzi

æ

è
ç

ö

ø
÷k

2

=Op(r-1).

根据 Chebyshev不 等 式 可 知,Δj,k=Op(r-1/2),从 而 Ĥ*
1 -췍HFF1=Op(r-1/2).类 似 地,可 证 明

Ĥ*
2 -췍HFF2=Op(r-1/2).由于

(̂H*
2)-1-췍H-1

FF2 =-췍H-1
FF2(̂H*

2 -췍HFF2)(̂H*
2)-1=Op(r-1/2),

因此可得

Ĥ* -췍HFF= (̂H*
1)(̂H*

2)-1-췍HFF1
췍H-1
FF2 =

(̂H*
1 -췍HFF1)[(̂H*

2)-1-췍H-1
FF2]+췍HFF1[(̂H*

2)-1-췍H-1
FF ]+ (̂H*

1 -췍HFF1)췍H-1
FF2 =Op(r-1/2).

根据文献[23]中定理1可知,̂θ*-～θFF=Op(r-1/2),̂γ*-～γFF=Op(r-1/2).
令

Ψ̂*
n(췍HFF,～γFF,～θFF)=1r∑

r

i=1

1
nπ*

i
ψτ(y*

i -(u*
i )T～θFF-(z*

i )T～γFF)(ui
* -췍HFFz*

i ),

下面证明:给定全数据FFn 时,̂Ψ*
n(췍HFF,～γFF,～θFF)=Op(r-1/2).计算可得

E(̂Ψ*
n(췍HFF,～γFF,～θFF)FFn)=1n∑

n

i=1
ψτ(yi-uTi ～θFF-zTi ～γFF)(ui-췍HFFzi)=0,

Var(̂Ψ*
n(췍HFF,～γFF,～θFF)FFn)= 1rn2∑

n

i=1

1
πi
[ψτ(yi-uTi ～θFF-zTi ～γFF)]2(ui-췍HFFzi)(ui-췍HFFzi)T=Op(r-1).

根据Chebyshev不等式可知,̂Ψ*
n(췍HFF,γ0,～θFF)=Op(r-1/2).同理可证明

Ψ̂*
n(췍HFF,～γFF,～θFF)-Ψ̂*

n(췍H*,～γFF,～θFF)=1r∑
r

i=1

1
nπ*

i
ψτ(y*

i -(u*
i )T～θFF-(z*

i )T～γFF)(췍H* -췍HFF)z*
i =

Op(r-1). (5)

因此 Ψ̂*
n(췍H*,～γFF,～θFF)=Op(r-1/2).下面证明 Ψ̂*

n(췍HFF,～γFF,～θFF)的渐近正态性.记

ηi= 1
nπ*

i
ψτ(y*

i -(u*
i )T～θFF-(z*

i )T～γFF)(u*
i -췍HFFz*

i ),

则 Ψ̂*
n(췍H*,～γFF,～θFF)=1r∑

r

i=1
ηi.在 给 定 全 数 据FFn 的 条 件 下,ηi(i=1,2,…,r)独 立 同 分 布,且
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E(ηi FFn)=Op(n-1/2),Var(ηi FFn)=D-op(1).下面验证Lindeberg-Feller条件,对某个δ>0及任

意的췍>0,有

∑
r

i=1
E[‖r-1/2ηi‖2I(‖ηi‖ >r1/2췍)FFn]≤ 1

r1+δ/2췍δ∑
r

i=1
E[‖ηi‖2+δI(‖ηi‖ >r1/2췍)FFn]≤

1
r1+δ/2췍δ∑

r

i=1
E(‖ηi‖2+δ FFn)≤

2
rδ/2n2+δ췍δ∑

n

i=1

1
π1+δi

‖ui-췍HFFzi‖2+δ ≤

2
rδ/2췍δ max1≤i≤n

1
(nπi)1+δ

1
n∑

n

i=1
‖ui-췍HFFzi‖2+æ

è
ç

ö

ø
÷

δ =op(1).

  由Lindeberg-Feller中心极限定理可知,D-1/2r̂Ψ*
n(췍HFF,～γFF,～θFF)→N(0,I).根据式(5)和Slutsky

定理可知,D-1/2r̂Ψ*
n(췍H*,～γFF,～θFF)→N(0,I).用重期望公式可得

Ψ̂*
n(췍H*,～γFF,̂θ)-Ψ̂*

n(췍H*,～γFF,～θFF)=E[̂Ψ*
n(췍H*,～γFF,̂θ)]-E[̂Ψ*

n(췍H*,～γFF,～θFF)]+op(r-1/2)=

Q(̂θ- ～θFF)+op(r-1/2).
因此

r(̂θ- ～θFF)=-Q-1D1/2D-1/2Ψ̂*
n(췍H*,～γFF,～θFF)+op(1).

从而可得(Q-1DQ-T)-1/2r(̂θ-～θFF)→N(0,I).证毕.
当p非常大时,̂H*的估计效果可能会较差.可使用Lasso拟合多响应线性回归模型,估计投影

矩阵H*.对任何H*∈ℝd×p,用h*
j 表示其第j列,并通过下式估计H*:

Ĥ*=argmin
H*∈ℝd×p

1
r∑

r

i=1

1
π*

i
‖u*

i -H*z*
i ‖2+λ1‖hj‖. (6)

类似地,可通过惩罚估计γ:

(̂θ*,̂γ*)=argmin
θ,γ

1
r∑

r

i=1

1
nπ*

i
ρτ(y*

i -(u*
i )Tθ-(z*

i )Tγ)+λ2‖γ‖1.

在得到基于子样本的初始分位回归系数γ̂*和投影矩阵 Ĥ*后,基于子样本的一步估计方法得到θ̂one,
其渐近性质如下.

定理2 假设条件(H1)~(H4),(H6)成立,则当n→∞且r→∞,并给定数据FFn 时,有

(췍Q-1D췍Q-T)-1/2(̂θone-θFF)→N(0,I),

其中췍Q=1n∑
n

i=1
f(0ui,zi)(ui-췍HFFzi)(ui-췍HFFzi)T.

定理2的证明类似定理1,故略.
由于去相关得分函数得到修正,所以定理2中的췍Q 与Q 有差异.可将修改去相关得分函数后得到

的估计量θ̂one视为从初始估计θ̂的一步更新.
1.3 最优去相关得分子抽样概率

下面讨论最优子抽样概率的计算方法.首先,基于L-最优性准则提出一种子抽样概率的确定方

法;其次,讨论该方法的实现策略;最后,总结一种两步算法.
由于定理1和定理2中的渐近协方差矩阵依赖于子抽样概率,因此下面通过选择最优子抽样概

率,提出一种有效的子抽样方法.通过最小化估计量θ̂的渐近均方误差获取最优子抽样概率,即在

定理1中min
πi
‖Var(̂θ)‖=min

πi
tr(Q-1DQ-T),由于Q-1DQ-T中只有D 与抽样概率πi 有关,所以

argmin
πi

tr(Q-1DQ-T)=argmin
πi

tr(D).又因为在定理1和定理2中,两个协方差矩阵的Q 和췍Q 不相

等,因此考虑通过最小化tr(D)寻求最优子抽样概率,即L-最优性准则,旨在优化子抽样概率以提高

估计效率.下面根据L-最优性准则确定最优子抽样概率.
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定理3 假设定理1的条件成立,则在L-最优准则下,抽样概率形式为

πLopti = ‖ui-췍HFFzi‖

∑
n

i=1
‖ui-췍HFFzi‖

,  i=1,2,…,n. (7)

  证明:在L-最优准则下,通过最小化tr(D)计算最优的子抽样概率,

tr(D)=τ(1-τ)tr 1r∑
r

i=1

1
πi
(ui-췍HFFzi)(ui-췍HFFzi)é

ë
êê

ù

û
úú

T =

τ(1-τ)
r ∑

r

i=1
π( )i ∑

r

i=1

‖ui-췍HFFzi‖2
π

æ

è
ç

ö

ø
÷

i
≥

τ(1-τ)
r ∑

r

i=1
‖ui-췍HFFzi‖,

其中,最后一步源于Cauchy-Schwarz不等式,当且仅当πi∝‖ui-췍HFFzi‖时等号成立.证毕.
1.4 两步算法

根据定理3可知,最优子抽样概率πLopti 是基于协变量的信息计算得出的,与响应变量yi 无关.
该最优概率不仅适用于低维情形,也适用于高维情形.式(7)中,最优抽样概率依赖于感兴趣协变量

ui、干扰协变量zi及投影矩阵췍HFF.由于该抽样概率不能直接得到,因此本文提出如下两步算法解决该

问题.
算法1 最优去相关得分子抽样算法.
步骤1)执行均匀子抽样以获取r0 个子样本,基于该r0 个样本估计式(7)中的子抽样概率.对于

子抽样概率中未知的췍HFF,由式(3)或式(6)计算得到.替换原定理3中的췍HFF 为 Ĥ*,计算L-最优性准

则下的近似最优子抽样概率.
步骤2)根据步骤1)中计算得到的子抽样概率,选取r个子样本{y*

i,u*
i,z*

i }ri=1.基于上述子样本用

式(4)求解方程 Ψ̂*
n (̂H*,̂γ*,θ)=0估计参数θ.

2 模拟研究

下面利用数值模拟评估本文估计方法在有限样本容量下的性能,以验证去相关得分子抽样算法在

实际应用中的可行性和准确性.本文主要考察干扰参数的影响,分为低维(p=10)和高维(p=700)
两种情形讨论.

由下式生成大小为n=105 的数据样本:

yi=∑
3

j=1
uijθj+∑

p-1

k=1
zikγk+εi,  i=1,2,…,n, (8)

其中ui 表示低维感兴趣协变量,zi 称为干扰协变量,二者皆源自多元正态分布,(θ1,θ2,θ3)=
(3,3,3)T 和γ分别为感兴趣低维参数和干扰参数,p 表示干扰维数.对式(8)的随机误差项εi,考虑

以下3种分布类型:
误差1)εi 服从正态分布,εi~N(0,1);
误差2)εi 服从自由度为3的t分布,εi~t(3);
误差3)εi 服从异方差正态分布,εi=(1+2Zi2)Zi1,其中Zi1~N(0,1),Zi2~Bernoulli(0.5),且

Zi1和Zi2相互独立.
在产生随机数前,先对未知干扰参数向量γ设定一个真值,在低维情形下令(γ1,γ2,γ3,…,γ9)=

(3,3,3,0,…,0),在高维情形下令(γ1,γ2,γ3,…,γp-1)=(0,0,0,…,0).
下面运行本文提出的两步算法,在两种干扰情形下算法1的步骤1)中,均先选取子样本r0=200,

以估计在L-最优准则下的近似最优子抽样概率,再执行步骤2),分别考虑抽取r=200,400,600,800,

1000个样本.完成抽样后,利用算法1对参数进行估计,并重复实验M=500次,计算参数估计的平

均值.表1和表2分别列出了低维和高维情形下基于最优抽样所得估计参数的偏差(Bias)和标准差
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(SD)(本文只列出了τ=0.3时的结果,且保留四位小数).图1~图6分别为不同分位点处估计参数在

两种干扰情形和3种不同误差下的总均方误差(MSE),其中 MSE=1m∑
M

m=1
‖̂θU -θ0‖2,̂θU 表示

第m 个子抽样估计,θ0 表示参数的真值.
表1 不同误差下低维分位回归估计参数的偏差与标准差

Table1 Biasandstandarddeviationsoflow-dimensionalquantileregressionestimationparametersunderdifferenterrors

r 参数
误差1)

偏差 标准差

误差2)
偏差 标准差

误差3)
偏差 标准差

200 θ1 0.0087 0.0922 -0.0016 0.0977 0.0050 0.1317
θ2 -0.0037 0.0902 -0.0017 0.0913 -0.0019 0.1293
θ3 -0.0008 0.0920 0.0058 0.0911 -0.0144 0.1254

400 θ1 0.0009 0.0622 0.0013 0.0654 0.0053 0.0905
θ2 0.0041 0.0606 -0.0024 0.0637 0.0009 0.0875
θ3 0.0053 0.0595 -0.0039 0.0647 -0.0007 0.0910

600 θ1 0.0024 0.0470 0.0021 0.0526 0.0006 0.0749
θ2 -0.0004 0.0502 -0.0004 0.0563 0.0027 0.0771
θ3 -0.0023 0.0486 0.0021 0.0524 -0.0003 0.0830

800 θ1 -0.0006 0.0434 -0.0017 0.0448 0.0005 0.0646
θ2 -0.0001 0.0434 0.0043 0.0450 -0.0010 0.0642
θ3 0.0035 0.0416 -0.0019 0.0475 -0.0036 0.0635

1000 θ1 -0.0001 0.0383 0.0005 0.0430 0.0012 0.0618
θ2 0.0046 0.0378 0.0022 0.0421 0.0033 0.0591
θ3 0.0010 0.0399 0.0018 0.0422 -0.0052 0.0564

表2 不同误差下高维分位回归估计参数的偏差与标准差

Table2 Biasandstandarddeviationsofhigh-dimensionalquantileregressionestimationparametersunderdifferenterrors

r 参数
误差1)

偏差 标准差

误差2)
偏差 标准差

误差3)
偏差 标准差

200 θ1 -0.0053 0.0855 0.0025 0.0817 0.0064 0.1172
θ2 -0.0026 0.0809 -0.0029 0.0840 0.0061 0.1175
θ3 0.0078 0.0887 0.0045 0.0843 0.0029 0.1240

400 θ1 -0.0014 0.0571 -0.0020 0.0567 -0.0107 0.0809
θ2 -0.0016 0.0583 0.0012 0.0594 -0.0039 0.0896
θ3 0.0048 0.0608 -0.0016 0.0590 0.0047 0.0842

600 θ1 0.0020 0.0485 0.0015 0.0515 -0.0041 0.0700
θ2 -0.0008 0.0475 0.0007 0.0515 0.0014 0.0699
θ3 -0.0003 0.0491 0.0049 0.0527 -0.0025 0.0726

800 θ1 -0.0001 0.0416 -0.0023 0.0457 -0.0022 0.0637
θ2 -0.0017 0.0395 -0.0009 0.0459 -0.0063 0.0631
θ3 -0.0005 0.0426 0.0004 0.0463 0.0053 0.0664

1000 θ1 0.0003 0.0391 0.0014 0.0416 -0.0033 0.0616
θ2 -0.0030 0.0358 -0.0018 0.0423 0.0044 0.0603
θ3 -0.0019 0.0360 0.0043 0.0431 -0.0028 0.0616

  在两种不同干扰情形下,由表1和表2及图1~图6可见:本文提出的最优子抽样方法得到的

每个估计参数的SD均随子样本量的增加而不断减小,说明该方法的估计性能随样本量的增加而变得

更好,且估计结果是无偏的;在不同分位点τ=0.3,0.5,0.7时,所估计参数的 MSE均随子样本的增

加而逐渐减小,且本文提出的最优抽样方法得到估计的 MSE均比基于均匀子抽样得到的 MSE小,这

与定理3最小化估计量θ̂的 MSE理论结果一致.模拟结果表明,本文提出的最优子抽样策略显著优

于均匀子抽样.
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图1 当p=10时,误差1)下估计参数的 MSE
Fig.1 MSEofestimatedparameterundererror1)whenp=10

图2 当p=10时,误差2)下估计参数的 MSE
Fig.2 MSEofestimatedparameterundererror2)whenp=10

图3 当p=10时,误差3)下估计参数的 MSE
Fig.3 MSEofestimatedparameterundererror3)whenp=10

图4 当p=700时,误差1)下估计参数的 MSE
Fig.4 MSEofestimatedparameterundererror1)whenp=700
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图5 当p=700时,误差2)下估计参数的 MSE
Fig.5 MSEofestimatedparameterundererror2)whenp=700

图6 当p=700时,误差3)下估计参数的 MSE
Fig.6 MSEofestimatedparameterundererror3)whenp=700

3 实证分析

下面将本文提出的子抽样算法应用于来自 UCI存储库的博客反馈数据集(https://archive.ics.

uci.edu/ml/datasets/BlogFeedback).该数据集收录了2010—2011年期间的博客数据,其中包含

n=52397个样本和p=280个协变量.目标是预测给定博客的反馈数量与280个协变量之间的关系.

Wang等[23]分析该数据集的结果表明,博客的评论数(y)主要受3个特定协变量(在过去24h内

对消息来源评论数量的中位数x1;消息来源在过去48~24h内的评论数与在过去24h内的评论数之

间的平均差异x2;在过去24h内对消息来源的评论数x3)的显著影响.本文在 Wang等[23]实证分析的

基础上,在分位回归模型中添加23个对响应变量预测精准度较低的协变量作为干扰协变量,在进行数

据分析前,先对响应变量和所有协变量进行标准化处理.
在τ=0.5分位点处,采用本文提出的算法对博客数据集进行建模分析.设r0=400,r=200,400,

600,800,重复计算500次并取均值.由于在真实的数据场景中,通常无法直接获得模型参数的真实

值,因此本文采取一种实用的替代方法:利用从全数据中得到的参数估计值替代未知的真实值.考察

上述3个特定的协变量,并在全数据的基础上对它们进行参数估计.根据全数据下的分析,这3个协

变量在全数据下的参数估计值分别为0.0307,0.0582,0.2249.该结果表明,响应变量y与这3个协

变量之间均存在正向的关联性.即这些协变量的增加倾向于与响应变量y的增加相关联,从而得到了

对数据内在关系更深刻的理解.表3列出了最优子抽样方法针对3个低维感兴趣协变量参数估计的

Bias和SD值.图7为这些协变量参数估计的 MSE随子样本大小变化的趋势.由表3可见,随着

子样本量的增加,基于最优子抽样方法参数估计的标准差逐渐降低,该结果证实了所推导的渐近协方

差矩阵在实际应用中的有效性.由图7可见,无论哪种抽样方法,估计值的MSE均随子样本量的增加

而减少.此外,本文提出的最优子抽样策略得到的 MSE始终低于均匀子抽样方法得到的 MSE,该
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结果进一步验证了最优子抽样策略在实际应用中的显著优势.
表3 当τ=0.5时,对博客数据集参数估计的偏差和标准差

Table3 Biasandstandarddeviationsofparameterestimatesforblogdatasetwhenτ=0.5

结果 参数
r

200 400 600 800
偏差 x1 0.0145 -0.0355 -0.0441 -0.0513

x2 -0.0085 0.0007 -0.0070 -0.0130
x3 0.0958 0.1164 0.1245 0.1269

标准差 x1 0.2288 0.1256 0.0873 0.0584
x2 0.1509 0.0954 0.0712 0.0531
x3 0.1340 0.1003 0.0834 0.0688

图7 当τ=0.5时,对博客数据集参数估计的 MSE
Fig.7 MSEofparameterestimates

forblogdatasetwhenτ=0.5

  综上,本文将去相关得分方程推广到了高维分

位回归模型的子抽样中,该方法可估计高维分位回

归模型子抽样中的低维预测参数.首先推导了一般

去相关得分子样本估计量的渐近性质,然后根据

L-最优准则给出了最优子抽样概率,并提出了一种

两步算法来近似最优的去相关得分子抽样概率.为

节约计算成本,在模拟实验中先固定算法第一步的

较小子样本量r0,再逐步增加算法第二步的子样本

量r.模拟研究结果表明,相比于均匀子抽样方法,
本文方法优势显著.最后,将本文方法应用于真实

的博客数据集,实证结果表明,本文提出的最优子

抽样策略可很好地在真实情形下估计感兴趣低维参数.在实际应用中,推荐采用一步估计法,因为它

能显著提高海量高维数据分析的计算效率,能更有效地处理大规模数据集.
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