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一一类退化椭圆方程的耗散系数识别问题

张霁澳,杜润梅
(长春工业大学 数学与统计学院,长春130012)

摘要:首先,考虑一类退化椭圆方程的耗散系数识别问题,通过把未知的耗散系数视为控制

函数,把方程的解视为状态变量,定义目标泛函为状态与测量值的误差与人工正则项的和,
将系数识别问题转化为最优控制问题.其次,利用最优控制问题的研究方法研究系数识别

问题,给出最优控制的表达式,并证明在适当条件下最优控制的唯一性.
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Abstract:Firstly,weconsideredtheidentificationproblemofthedissipationcoefficientsforaclassof
degenerateellipticequations.Bytreatingtheunknowndissipationcoefficientsascontrolfunctions,

treatingthesolutionsoftheequationasstatevariables,anddefiningtheobjectivefunctionalasthe
sumoftheerrorbetweenthestateandthemeasurementvaluesandtheartificialregularizationterm,
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0 引 言

椭圆方程的系数识别问题在物理学、生物学、金融学、工程实践等领域应用广泛,如减震材料的

性能参数识别[1]和多孔介质的渗透率识别[2]等.目前,关于一致椭圆方程系数识别问题的研究已有很

多结果[3-5].退化椭圆型方程可视为描述一个随时间演化的物理过程的退化抛物型方程的稳态方程,
边界退化的椭圆方程可视为在金融学中的Black-Scholes方程[6]和气象学中的Budyko-Sellers方程[7]

的稳态方程.文献[8-9]研究了退化椭圆方程的适定性,文献[10-11]研究了退化椭圆方程的最优控制

问题,但关于退化椭圆方程的系数识别问题的研究目前文献报道较少.



考虑一类退化椭圆方程:

-∑
n

i,j=1

∂
∂xj

a(x)∂y∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷

i
+c(x)y+λy=f(x),  x∈Ω, (1)

其中Ω 是ℝn 中的一个有界区域,∂Ω∈C2,f∈L∞(Ω)是热源,常数λ>0,c∈L∞(Ω)是未知的耗散

系数,热传导系数a∈C(췍Ω)∩C1(Ω)且a(x)>0,x∈Ω.注意到a(x)可能在区域的部分边界为0,因此

方程(1)是退化椭圆方程.对于退化椭圆方程,它的边界条件与一致椭圆方程有很大不同.根据退化程

度,可以把边界分为非退化部分、弱退化部分和强退化部分.由于它的弱解在强退化边界部分无迹[8],
因此只需定义在非退化部分和弱退化部分的边界条件.定义

Σ={x∈∂Ω:a(x)>0}∪ x∈∂Ω:a(x)=0,且存在δ>0,使得∫Ω∩Br(x)

1
a(y)

dy<+{ }∞ ,

其中Br(x)是以x为中心且半径为r的邻域.考虑方程(1)在边界条件

y(x)=0,  x∈Σ (2)
下的问题.

假设经测量已知边值问题(1)-(2)的解在Ω 中的真实分布为yd(x),本文目标是根据已知信息识

别未知函数c.将c视为控制函数,设允许控制集合为

Uad ={cc∈L∞(Ω),0≤c≤c},
其中c是一个正常数.则该问题可转化为最优控制问题

minJ(c)=12∫Ω
(y-yd)2dx+k

2∫Ω
c2dx,  c∈Uad, (3)

其中y是问题(1)-(2)的解,k>0是比例因子.式(3)中第一项反应了问题(1)-(2)的解y与测量数据

yd 的接近程度,第二项是为避免过拟合而人工添加的正则项.实际应用中,可选取k充分小,使得

式(3)第一项在目标泛函J(c)中的比重较大.
本文考虑更一般的退化椭圆方程
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+div(a(x)췍b(x)y)+ a(x)췍d(x)∇y+c(x)y+λy=f(x), (4)

其中:췍b,췍d是L∞(Ω;ℝn)中的可测函数;aij∈C(췍Ω)∩C1(Ω)(i,j=1,2,…,n),且存在正常数M1<M2,
使得

M1a(x)ξ 2 ≤∑
n

i,j=1
aij(x)ξiξj≤M2a(x)ξ 2, a(x)>0, x∈Ω, ξ∈ ℝn, (5)

aij(x)=aji(x), x∈Ω, i,j=1,2,…,n. (6)
本文研究最优控制问题(3),其中y是问题(4)-(2)的解.先证明最优控制的存在性,得到最优控制存

在的必要条件,给出最优控制的表达式,再证明当λ充分大时最优控制的唯一性.

1 最优控制的存在性

先给出退化椭圆方程边值问题(4)-(2)的适定性,然后证明最优控制问题的存在性.定义空间 B
是C∞

0 (Ω)在范数

‖u‖B=∫Ω
u(x)2+a(x)∇u(x)2d( )x

1/2
,  u∈B

下的闭包.
定义1 如果对任意的φ∈B,有如下积分等式成立:

∫Ω ∑
n

i,j=1
aij
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- ay췍b·∇φ+ a췍d·∇yφ+cyφ+λyæ

è
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ø
÷φ dx=∫Ω

fφdx,

则称y∈B是问题(4)-(2)的弱解.
类似文献[12]中引理2.1的证明,可得问题(4)-(2)的适定性如下.
命题1 对任意的f∈L∞(Ω),问题(4)-(2)存在唯一弱解y∈L∞(Ω)∩B.进一步,存在正常数
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M,使得

‖y‖2L∞(Ω)+‖a ∇y 2‖L1(Ω)≤M‖f‖2L∞(Ω).
  定义算子S:Uad→B为S:c→y,其中y是问题(4)-(2)的弱解.

定理1 存在一个控制c*∈Uad,使得J(c*)=inf
c∈Uad

J(c).

证明:对任意的c∈Uad,因为J(c)≥0,所以J(c)有下确界.故可选取一个极小化序列{cn},使得

lim
n→∞

J(cn)=inf
c∈Uad

J(c).

因为{cn}⊂Uad是一致有界的,故在L∞(Ω)中存在{cn}的子列(仍记为其本身)和一个函数c*∈Uad,
使得当n→∞时,cn→c*弱*收敛于L∞(Ω).

对充分小的τ>0,定义Ωτ={x∈Ω;dist(x,∂Ω)>τ}.记y(n)=S(cn),由命题1可知,‖y‖B和

‖y‖H1(Ωτ)
有界.于是存在{y(n)}的子序列(仍记为其本身)和一个函数y*∈L2(Ω)∩B,使得当n→∞

时,y(n)→y*弱收敛于B,y(n)→y*强收敛于L2(Ωτ).注意到

∫Ω
(y(n)-y*)2dx=∫Ω\Ωτ

(y(n)-y*)2dx+∫Ωτ

(y(n)-y*)2dx.

先令n→∞,再令τ→0+,则可得lim
n→∞∫Ω

(y(n)-y*)2dx=0,即当n→∞时,y(n)→y*强收敛于L2(Ω).

由定义1可知,对任意的φ∈B,有

∫Ω ∑
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è
ç

ö

ø
÷φ dx=∫Ω

fφdx.

令n→∞,由{cn}和{y(n)}的收敛性可知,
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fφdx.

因此y*=S(c*).
由于在L2(Ω)空间中范数有弱下半连续性,故

J(c*)≤lim
n→∞

J(cn)=inf
c∈Uad

J(c).

因此J(c*)=inf
c∈Uad

J(c).证毕.

2 最优控制存在的必要条件

定理2 假设c*是 min
c∈Uad

J(c)的最优控制,y*=S(c*),则有

c* =min0,maxc,1kpy{ }{ }* , (7)

其中p是如下问题的弱解:
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j
-div(a췍dp)- a췍b·∇p+c*p+λp=y* -yd, x∈Ω,

p Σ=0, x∈Σ.
  证明:对任意的c∈Uad,记c=c-c*.对0≤ε≤1,记cε=c*+εc,yε=S(cε).显然,yε-y*是

问题(4)-(2)当c=c*,f=-yεεc时的解.由命题1,有‖yε-y*‖L2(Ω)≤Cε.因此

yε→y* 强收敛于L2(Ω),  ε→0. (8)

定义ω=y
ε-y*

ε
,则ω是问题(4)-(2)当c=c*,f=-yεc时的解.经计算可得

J(c* +εc)-J(c*)
ε =∫Ω

ω·
(yε+y*)
2 dx-∫Ω

ω·yddx+k
2∫Ω

(2c*c+εc2)dx.

令ε→0,有

0≤lim
ε→0

J(c* +εc)-J(c*)
ε =∫Ω

ω(y* -yd)dx+k∫Ω
c*cdx. (9)
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由定义1知,对任意的v∈B,有

∫Ω ∑
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- aω췍b·∇v+ a췍d·∇ωv+c*ωv+λωæ
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yεcvdx, (10)
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- av췍b·∇p+ a췍d·∇vp+c*vp+λvæ

è
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ø
÷p dx=∫Ω

(y* -yd)vdx. (11)

在式(10)中取v=p,有
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n

i,j=1
aij
∂p
∂xj

∂ω
∂xi

- aω췍b·∇p+ a췍d·∇ωp+c*ωp+λωæ
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÷p dx=-∫Ω

yεcpdx. (12)

在式(11)中取v=ω,有

∫Ω ∑
n

i,j=1
aij
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(y* -yd)ωdx. (13)

由式(12)和式(13),有

∫Ω
(y* -yd)ωdx=-∫Ω

yεcpdx. (14)

将式(14)代入式(9),可得

∫Ω
(kc* -yεp)(c-c*)dx≥0,  ∀c∈Uad.

再由式(8),有

∫Ω
(kc* -y*p)(c-c*)dx≥0,  ∀c∈Uad.

由文献[12]可得式(7).证毕.

3 最优控制的唯一性

下面证明当λ充分大时最优控制的唯一性.
定理3 如果λ充分大,则优化系统
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+div(a췍by)+ a췍d·∇y+c*(y,p)y+λy=f,  x∈Ω, (15)
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i
-div(a췍dp)- a췍b·∇p+c*(y,p)p+λp=g,  x∈Ω, (16)

y(x)=p(x)=0,                        x∈Σ (17)

的解唯一,其中g=y-yd,c*(y,p)=min0,maxc,1k{ }{ }py .

证明:令(y1,p1),(y2,p2)是系统(15)~(17)的两个解,则(y1-y2,p1-p2)是系统
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+div(a췍b(y1-y2))+ a췍d·∇(y1-y2)+

c*(y1,p1)y1-c*(y2,p2)y2+λ(y1-y2)=0, x∈Ω, (18)
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-div(a췍d(p1-p2))- a췍b·∇(p1-p2)+

c*(y1,p1)p1-c*(y2,p2)p2+λ(p1-p2)=y1-y2, x∈Ω, (19)

y1-y2=p1-p2=0, x∈∂Ω (20)
的解.

对方程(18)选取检验函数y1-y2,对方程(19)选取检验函数p1-p2,并将两个积分等式求和可得

∫Ω∑
n

i,j=1
aij
∂(y1-y2)
∂xi

∂(y1-y2)
∂xj
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j
dx+λ∫Ω

((y1-y2)2+(p1-p2)2)dx=

   ∫Ω
(a(췍b-췍d)·∇(y1-y2)(y1-y2)+ a(췍b-췍d)·∇(p1-p2)(p1-p2))dx+
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   ∫Ω
(c*(y1,p1)y1-c*(y2,p2)y2)(y1-y2)dx+

   ∫Ω
(c*(y1,p1)p1-c*(y2,p2)p2)(p1-p2)dx-∫Ω

(p1-p2)(y1-y2)dx. (21)

由命题1有

‖yi‖L∞(Ω)≤M1/2‖f‖L∞(Ω),  ‖pi‖L∞(Ω)≤N1/2(‖f‖+‖yd‖L∞(Ω)).
此时,

N1/2=max{2M,2M}. (22)
因此

c*(y1,p1)y1-c*(y2,p2)y2 = c*(y1,p1)(y1-y2)+y2(c*(y1,p1)-c*(y2,p2))≤

cy1-y2 +M1/2

k ‖f‖L∞(Ω) p1y1-p2y2 , (23)

其中

p1y1-p2y2 ≤ p1(y1-y2)+y2(p1-p2)≤
N1/2(‖f‖+‖yd‖L∞(Ω))y1-y2 +M1/2‖f‖L∞(Ω) p1-p2 . (24)

从而有

c*(y1,p1)y1-c*(y2,p2)y2 ≤cy1-y2 +M1/2N1/2

k
(‖f‖L∞(Ω)+‖yd‖L∞(Ω))×

‖f‖L∞(Ω)y1-y2 +M
k‖f‖

2
L∞(Ω) p1-p2 ≤

C1(y1-y2 + p1-p2 ), (25)
其中

C1=maxc+M1/2N1/2

k
(‖f‖+‖yd‖L∞(Ω))‖f‖L∞(Ω),Mk‖f‖

2
L∞(Ω{ }) . (26)

于是

∫Ω
(c*(y1,p1)y1-c*(y2,p2)y2)(y1-y2)dx ≤C1∫Ω

((y1-y2)2+ y1-y2 p1-p2 )dx≤

3
2C1∫Ω

((y1-y2)2+(p1-p2)2)dx. (27)

同理有

∫Ω
(c*(y1,p1)p1-c*(y2,p2)p2)(p1-p2)dx ≤ 32C1∫Ω

((y1-y2)2+(p1-p2)2)dx. (28)

将式(27)和式(28)代入式(21),再结合Hölder不等式,可得

∫Ω∑
n

i,j=1
aij
∂(y1-y2)
∂xi

∂(y1-y2)
∂xj

+∂
(p1-p2)
∂xi

∂(p1-p2)
∂x

æ

è
ç

ö

ø
÷

j
dx+

    λ∫Ω
(y1-y2)2+(p1-p2)( )2 dx≤

    M1

2∫Ω
(a ∇(y1-y2)2+a ∇(p1-p2)2)dx+

    3C1∫Ω
((y1-y2)2+(p1-p2)2)dx.

取λ>3C1,再由式(5),有

∫Ω
a ∇(y1-y2)2+a ∇(p1-p2)( )2 dx+∫Ω

((y1-y2)2+(p1-p2)2)dx≤0.

所以y1=y2,p1=p2.证毕.
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