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摘要:设R 是有单位元的交换环,(L,A )是完备的对偶对.先引入一种相对于完备对偶对

(L,A )的Gorenstein同调模类GP(2)
L ,再研究GP(2)

L 的一些性质.最后,借助一些特殊的模类

证明GP(2)
L 与Gorenstein(L,A )-投射模类一致.
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Abstract:LetRbeanassociativeringwithanidentity,and(L,A)beacompletedualitypair.
Firstly,weintroducetheclassGP(2)

L ofGorensteinhomologicalmoduleswithrespecttothecomplete
dualitypair(L,A).Secondly,westudysomepropertiesofGP (2)

L .Finally,weprovethatGP (2)
L

coincideswiththeclassofGorenstein(L,A)-projectivemoduleswiththehelpofsomespecialclasses
ofmodules.
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0 引 言

稳定模理论[1]的发展与Gorenstein同调代数的发展密切相关.在Gorenstein同调代数中,可用

Gorenstein投射模、Gorenstein内射模和Gorenstein平坦模代替经典同调代数中的投射模、内射模和

平坦模.如果存在一个平坦R-模的正合序列

FF=… →F2 →F1 →F0 →F-1 →F-2 → …,
使得M≅Im(F0→F-1),并且对任意的内射右R-模I,I췍RFF是正合的,则称R-模M 为Gorenstein平

坦模(简称G-平坦模)[2].用GF(R)表示Gorenstein平坦模类.文献[3]引入了两种Gorenstein同调模

类G(2)F(R)和G(2)I F(R),即R-模M∈G(2)F(R),当且仅当存在Gorenstein平坦模的正合序列

GG=… →G2 →G1 →G0 →G-1 →G-2 → …, (1)
使得M≅Im(G0→G-1),并 且 对 任 意 的 Gorenstein内 射 右 R-模 H,H 췍RGG 是 正 合 的;R-模

M∈G(2)I F(R),当且仅当存在Gorenstein平坦模的正合序列(1),使得M≅Im(G0→G-1),并且对任意



的内射右 R-模I,I췍RGG 是正合的.文献[3]证明了 GF(R)=G(2)F(R)=G(2)I F(R),从而得到了

Gorenstein平坦模的稳定性.目前,关于Gorenstein同调模类的研究备受关注.Holm等[4]引入了对

偶对的概念,对相对同调代数的研究具有重要作用.Gillespie[5]引入了Gorenstein(L,A)-投射模、内

射模和平坦模,即相对于完备对偶对(L,A)的Gorenstein投射模、内射模和平坦模,研究了一些与相

对于完备对偶对的 Gorenstein同调模有关的模型结构.Wang等[6]研究了相对于完备对偶对的

Gorenstein平坦模.Chen等[7]建立了一些与Gorenstein(L,A)-投射模有关的粘合.事实上,相对于

完备对偶对的Gorenstein投射模是相对于完备对偶对的Gorenstein平坦模,而相对于完备对偶对的

Gorenstein平坦模是Gorenstein平坦模.
受上述研究的启发,本文引入一种相对于完备对偶对(L,A)的Gorenstein同调模类GP(2)

L .用GP
表示相对于完备对偶对(L,A)的Gorenstein投射模类,证明GP=GP(2)

L ,从而得到Gorenstein(L,A)-投

射模的稳定性.本文所讨论的环均为有单位元的交换环,如果无特殊说明,模都表示左R-模.

1 预备知识

对任意的R-模M,M+=Homℤ(M,ℚ/ℤ)表示M 的示性模.
定义1(对偶对)[4] 如果(L,A)满足以下条件:

1)L∈L当且仅当L+∈A;

2)A关于直和项和有限直和封闭.
则称(L,A)是环R 上的对偶对,其中L是左R-模类,A是右R-模类.

定义2(完全对偶对)[4] 如果R∈L,并且L关于直和及扩张封闭,则称对偶对(L,A)是完全的.
定义3(对称对偶对)[4] 如果(L,A)和(A,L)都是对偶对,则称对偶对{L,A}是对称的.
定义4(完备对偶对)[4] 如果{L,A}是对称对偶对,并且(L,A)是完全对偶对,则称对偶对

(L,A)是完备的.
定义5(Gorenstein(L,A)-投射模)[5] 如果存在一个 HomR(-,L)-正合的正合序列PP:…→

P1→P0→P-1→P-2→…,使得M≅Ker(P-1→P-2),则称R-模M 是Gorenstein(L,A)-投射模,其

中每个Pi 是投射模.
由文献[5]知,GP关于扩张、直和、直和项及满同态的核封闭.用P表示投射R-模类.由文献[8]

知,P⊆GP,PP的所有核、像、余核都是Gorenstein(L,A)-投射模,并且对任意的Gorenstein(L,A)-
投射模M、任意的L∈L及任意的i≥1,有ExtiR(M,L)=0.

2 主要结果

用GP(2)
L 表示满足下列条件的所有R-模M 构成的模类:存在一个HomR(-,L)-正合的正合序列

GG:…→G1→G0→G-1→G-2→…,使得M≅Ker(G-1→G-2),其中每个Gi 是Gorenstein(L,A)-投射

模.显然GG的所有核、像以及余核都属于GP(2)
L ,并且GP⊆GP(2)

L .用S-GP(2)L 表示满足下列条件的所

有R-模N 构成的模类,即有一个 HomR(-,L)-正合的正合列0→N→G→N→0,其中 G 是

Gorenstein(L,A)-投射模.显然S-GP(2)
L ⊆GP(2)

L .
命题1 设M∈GP(2)

L ,则对任意的L∈L及任意的i≥1,有ExtiR(M,L)=0.
证明:设M∈GP(2)

L ,则存在一个 HomR(-,L)-正合的正合序列…→G1→G0→G-1→G-2→…,

使得M≅Ker(G-1→G-2),其中Gi 是Gorenstein(L,A)-投射模.令K0=Ker(G0→G-1)∈GP(2)
L ,则

有正合 列0→K0→G0→M→0.设 L∈L,则 有 正 合 列0→HomR(M,L)→HomR (G0,L)→
HomR(K0,L)→0.由长正合列引理[9]知,有正合序列

0→HomR(M,L)→HomR(G0,L)→HomR(K0,L)→Ext1R(M,L)→Ext1R(G0,L).
因为G0 是Gorenstein(L,A)-投射模,所以有Ext1R(G0,L)=0.于是有行正合的交换图:
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从而由五引理[9]知Ext1R(M,L)=0.即对任意的G∈GP(2)
L 及任意的L∈L,有Ext1R(G,L)=0.令

Ki-2=Ker(Gi-2→Gi-3)∈GP(2)
L ,则由维数转移知,对任意的i≥1,有ExtiR(M,L)≅Ext1R(Ki-2,L)=0.

即对任意的L∈L及任意的i≥1,有ExtiR(M,L)=0.
命题2 设M 是一个R-模,则下列叙述等价:

1)M∈S-GP(2)
L ;

2)存在一个R-模的正合列0→M→G→M→0,使得G 是Gorenstein(L,A)-投射模,并且对任意

的L∈L,有Ext1R(M,L)=0;

3)存在一个R-模的正合列0→M→G→M→0,使得G 是Gorenstein(L,A)-投射模,并且对任意

的L∈L及任意的i≥1,有ExtiR(M,L)=0.
证明:1)⇒2).设M∈S-GP(2)

L ,则有HomR(-,L)-正合的正合列0→M→G→M→0,其中G 是

Gorenstein(L,A)-投射模.设L∈L,则有正合列0→HomR(M,L)→HomR(G,L)→HomR(M,L)→0.由

长正合列引理[9]知,有正合序列

0→HomR(M,L)→HomR(G,L)→HomR(M,L)→Ext1R(M,L)→Ext1R(G,L).
因为G 是Gorenstein(L,A)-投射模,所以Ext1R(G,L)=0.于是有如下行正合的交换图:

从而由五引理[9]知Ext1R(M,L)=0.
2)⇒3).存在正合列0→M→G→M→0,使得G 是 Gorenstein(L,A)-投射模,并且对任意的

L∈L,有Ext1R(M,L)=0.于是由长正合列引理[9]知,有正合序列

… →ExtiR(G,L)→ExtiR(M,L)→Exti+1R (M,L)→Exti+1R (G,L)→ …,
其中i≥1.因为G 是Gorenstein(L,A)-投射模,所以对任意的j≥1,有ExtjR(G,L)=0.因此对任意

的i≥1,有 ExtiR(M,L)≅Exti+1R (M,L).即对任意的 L∈L 及任意的i≥1,有 ExtiR(M,L)≅
Ext1R(M,L)=0.

3)⇒1).存在正合列0→M→G→M→0,使得G 是Gorenstein(L,A)-投射模,并且对任意的L∈L
及任意的i≥1,有 ExtiR(M,L)=0.于是由长正合列引理[9]知,有正合序列0→HomR(M,L)→
HomR(G,L)→HomR(M,L)→0,故M∈S-GP(2)

L .
Chen等[8]证明了一个模是Gorenstein(L,A)-投射模当且仅当它是某个强Gorenstein(L,A)-投

射模的直和项.对于GP(2)
L 中的模,本文给出如下结论.

命题3 若M∈GP(2)
L ,则M 是S-GP(2)

L 中某个模的直和项.
证明:设M∈GP(2)

L ,则存在一个HomR(-,L)-正合的正合序列…→G1→G0→G-1→G-2→…,
使得M≅Ker(G-1→G-2),其中每个Gi 是 Gorenstein(L,A)-投射模.令 Ki=Ker(Gi→Gi-1)∈
GP(2)

L ,其中i∈ℤ,K-1=M.于是可得下列HomR(-,L)-正合的正合列:

0→K-2 →G-2 →K-3 →0,

0→M →G-1 →K-2 →0,

0→K0 →G0 →M →0,

0→K1 →G1 →K0 →0,

0→K2 →G2 →K1 →0,
……

8921   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第62卷 



因此有正合列0→N→G→N→0,其中 N= 췍
i≤-2

Ki췍M췍
i≥0

Ki,G=췍
i∈Z

Gi.因为Gorenstein(L,A)-投射

模关于直和封闭,所以G 是Gorenstein(L,A)-投射模,并且HomR(-,L)作用在正合列0→N→G→
N→0上仍保持正合.从而N∈S-GP(2)

L ,并且M 是N 的直和项.
定义 6 设 M ∈S-GP (2)

L ,如 果 存 在 一 个 R-模 的 正 合 列0→M →N→G→0,使 得 G 是

Gorenstein(L,A)-投射模,则称R-模N 是M-型模.
命题4 设M∈S-GP(2)

L ,N 是M-型模,则下列结论成立:

1)对任意的L∈L及任意的i≥1,有ExtiR(N,L)=0;

2)有一个HomR(-,L)-正合的正合列0→N→P→K→0,其中P 是投射模,K 是M-型模.
证明:1)因为N 是M-型模,所以存在正合列0→M→N→G→0,使得G 是Gorenstein(L,A)-

投射模.设L∈L,则由长正合列引理[9]知,有正合序列

… →ExtiR(G,L)→ExtiR(N,L)→ExtiR(M,L)→ …,
其中i≥1.因为M∈S-GP(2)

L ,所以由命题2中3)知,对任意的L∈L及任意的i≥1,有ExtiR(M,L)=0.
又因为G 是Gorenstein(L,A)-投射模,所以对任意的L∈L及任意的i≥1,有ExtiR(G,L)=0.因此

对任意的L∈L及任意的i≥1,有ExtiR(N,L)=0.
2)因为M∈S-GP(2)

L ,所以有正合列0→M→G′→M→0,其中G′是Gorenstein(L,A)-投射模.
因为N 是M-型模,所以存在正合列0→M→N→G→0,使得G 是Gorenstein(L,A)-投射模.考虑

推出图:

因为Gorenstein(L,A)-投 射 模 关 于 扩 张 封 闭,所 以 由 正 合 列 0→G′→X→G→0 知,X 是

Gorenstein(L,A)-投射模.由文献[8]的命题3.1中(3)知,存在正合列0→X→P→X′→0,其中P 是

投射模,X′是Gorenstein(L,A)-投射模.考虑推出图:

因为X′是Gorenstein(L,A)-投射模,所以由正合列0→M→K→X′→0知,K 是M-型模.由1)知,对

任意的L∈L,有Ext1R(K,L)=0,因此0→HomR(K,L)→HomR(P,L)→HomR(N,L)→0是正合的.
推论1 设M∈S-GP(2)

L ,N 是M-型模,则N 是Gorenstein(L,A)-投射模.
证明:因为N 是M-型模,所以由命题4中2)知,有一个 HomR(-,L)-正合的正合列0→N→

P0→K0→0,其中P0 是投射模,K0 是M-型模.因为K0 是M-型模,所以有一个HomR(-,L)-正合

的正合列0→K0→P1→K1→0,其 中 P1 是 投 射 模,K1 是 M-型 模.继 续 上 述 过 程 可 得 一 个
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HomR(-,L)-正合的正合列0→N→P0→P1→…,其中每个Pi 是投射模.因为N 是M-型模,所以由

命题4中1)知,对任意的L∈L及任意的i≥1,有ExtiR(N,L)=0.于是由文献[8]的命题3.1中(2)
知,N 是Gorenstein(L,A)-投射模.

定理1 GP=GP(2)
L .

证明:只需证明 GP (2)
L ⊆GP.设 M∈S-GP (2)

L ,则有正合列0→M→G→M→0,其中 G 是

Gorenstein(L,A)-投射模.因为G 是Gorenstein(L,A)-投射模,所以由文献[8]的命题3.1中(3)知,
存在正合序列0→G→P→G′→0,其中 P 是投射模,G′是 Gorenstein(L,A)-投射模.考虑下列

推出图:

因为G′是 Gorenstein(L,A)-投射模,所以由正合列0→M→X→G′→0可知,X 是 M-型模.由

推论1知,X 是Gorenstein(L,A)-投射模.又因为Gorenstein(L,A)-投射模关于满同态的核封闭,
所以M 是Gorenstein(L,A)-投射模,即M∈GP,因此S-GP(2)

L ⊆GP.下证GP(2)
L ⊆GP.设N∈GP(2)

L ,
则N 是S-GP(2)

L 中某个模的直和项.因为S-GP(2)
L ⊆GP,所以N 是GP中某个模的直和项.又因为GP

关于直和项封闭,所以N∈GP.于是GP(2)
L ⊆GP.
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