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圈圈图与简单图的冠图的D(2)-点和
可区别边染色的界

何 静,强会英
(兰州交通大学 数理学院,兰州730070)

摘要:利用组合零点定理、构造染色法和数学归纳法,研究圈图与简单图的冠图的D(2)-点

和可区别边染色问题,得到了圈图与简单图的冠图的 D(2)-点和可区别边色数的界为

Δ(G)+1,进而推出路图与简单图的冠图的界为Δ(G)+1.
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目前,关于图染色问题的研究已有很多结果,如D(β)-点和可区别边染色(记为D(β)-VSDEC)
等[1-3].本文在D(β)-VSDEC的基础上,研究圈图与简单图的冠图的D(2)-VSDEC问题,得到了其

D(2)-VSDEC的一个上界.
本文讨论的图均为有限、无向的简单图,分别用V(G),E(G),Δ(G)表示图G 的顶点集、边集、

最大度.令C={1,2,…,k}为k-色 集,C(u)称 为 点 u 的 色 集 合,记{v1v2,v2v3,…,vn-1vn}→
{a1,a2,…,an}表示边v1v2,v2v3,…,vn-1vn 所染颜色序列,d(Δ,Δ)表示图G 中两个最大度点之间的距

离,S(u)表示与u点关联边的颜色数之和.其他未说明的术语参见文献[4-16].

1 预备知识

定义1[1] 设f 为图G 的一个k-正常边染色,∀uv∈E(G),有S(u)≠S(v),其中S(u)=



∑
uv∈E(G)

f(uv),则f称为G 的一个k-邻和可区别边染色.使得G 存在k-邻和可区别边染色的最小颜色

数k称为G 的邻和可区别边色数,记为χ′Σ(G).
定义2[2] 令f是图G 的一个k-正常边染色,∀u,v∈V(G),若dG(u,v)≤2,则S(u)≠S(v),

其中S(u)=∑
uωεE(G)

f(uω),则f称为图G 的2-距离和可区别边染色.染色中用到的最小颜色数k称为G

的2-距离和可区别边色数,记为χ′2-Σ(G).
引理1[2] 对于简单图G,χ′2-Σ(G)≥χ′Σ(G)≥Δ(G),若图G 存在两个距离不超过2的最大度点,

则χ′2-Σ(G)≥Δ(G)+1.
引理2(组合零点定理)[4] 令F 为任一数域,Q=Q(x1,x2,…,xn)为F 上的多项式,设deg(Q)=

∑
n

i=1
ki,其中ki 为非负整数,且CQ(xk1

1x
k2
2 …x

kn
n )≠0,若S1,S2,…,Sn⊆F 且 Si >ki(1≤i≤n),则存

在s1∈S1,s2∈S2,…,sn∈Sn,使得Q(s1,s2,…,sn)≠0.

引理3[5] 设Q(x1,x2,…,xn)= ∏
1≤i<j≤n

(xi-xj)2 ∑
n

i=1
x( )i

n
是关于n个变量的多项式,其中n≥2,

则多项式Q 中最高次项(x1x2x3…xn)n 的系数CQ((x1x2x3…xn)n)≠0.
引理4[6] 设Cm 是m(m≥3)阶的圈,Pn 是n(n≥3)阶的路,则χ′2-Σ(Cm췍Pn)=n+3.
引理5[6] 设Cm 是m(m≥3)阶的圈,Cn 是n(n≥3)阶的圈,则χ′2-Σ(Cm췍Cn)=n+3.

引理6[6] 对完全图Kn(n≥3),有χ′2-Σ(Kn)=χ′Σ(Kn)=
n, n≡1(mod2),

n+1,n≡0(mod2){ .
定义3[7] 简单图G和H 的冠图 (记为G췍H)是指将H 复制 V(G)次,把第i个H 中的每个顶

点与G 中第i个顶点相连接(1≤i≤ V(G)).
特别地,当 H 为r阶空图时,图G췍H 称为r-冠图,记为Ir(G).1-冠图简称为冠图,记为I(G).

2 主要结果

定理1 对于冠图Ir(Cn)(r≥1,n≥3),有χ′2-Σ(Ir(Cn))=
Δ+2,n=5且r=1;

Δ+1,其他{ .
证明:由于Δ(Ir(Cn))=r+2,因此根据引理1得

χ′2-Σ(Ir(Cn))≥Δ(Ir(Cn))+1=r+3.
记

V(Ir(Cn))={v1,v11,v12,…,v1r,v2,v21,v22,…,v2r,…,vn,vn1,vn2,…,vnr},

E(Ir(Cn))={vivi+1(modn)1≤i≤n}∪ {vivij 1≤i≤n,1≤j≤r}.
根据 H 的阶数r分以下3种情形讨论.

图1 I1(C5)

Fig.1 I1(C5)

情形1)当r=1,n=5时,Δ(I1(C5))=3,

χ′2-Σ(I1(C5))≥4.
假设χ′2-Σ(I1(C5))=4,由C34=4知,这4种组

合的和互不相同,而图I1(C5)任意d(Δ,Δ)≤2,
需要5种不同的颜色数之和,因此4种颜色不够染,
故χ′2-Σ(I1(C5))≥Δ+2=5.下面给出I1(C5)的
一个5-D(2)-VSD-边染色以及各点的颜色数之

和,如图1所示.
情 形 2)当 1≤r≤4 时,Ir(Cn)中 存 在

d(Δ,Δ)≤2, 由 引 理 1 知 χ′2-Σ(Ir(Cn)) ≥
Δ(Ir(Cn))+1.下面给出冠图Ir(Cn)的一个Δ(Ir(Cn))+1-D(2)-VSD-边染色.

① 当n≡0(mod3)时,边染色φ为φ(vivij)=j+3(1≤i≤n;1≤j≤4),边v1v2,v2v3,…,vnv1 用
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颜色1,2,3循环染色.此时,各点的颜色数之和为S(vij)=j+3(1≤i≤n;1≤j≤4),

S(vi)=

j2+7j+8
2

, i≡1(mod3),

j2+7j+6
2

, i≡2(mod3),

j2+7j+10
2

,i≡0(mod3

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï ),

  1≤i≤n,1≤j≤4.

  ② 当n≡1(mod3)时,只需对①中部分边的染色做如下调整:边染色φ 为φ(vnv1)=4,

φ(v1v11)=2,φ(v2v21)=3,φ(vnvn1)=1;其余各边的染色方法同①.此时,各点的颜色数之和为

S(v1)=j2+7j+6
2

, S(v2)=j2+7j+4
2

, S(vn)=j2+7j+8
2

, 1≤j≤4.

正常边染色条件下,1度顶点易和可区别,其余各点的颜色数之和均与①相同.
③ 当n≡2(mod3)且n≠5时,只需对②中部分边的染色做如下调整:边染色φ为φ(vn-3vn-4)=4,

φ(vn-2vn-3)=1,φ(vn-1vn-2)=2,φ(vnvn-1)=3,φ(vn-1v(n-1)1)=4,φ(vn-2v(n-2)1)=3,

φ(vn-3v(n-3)1)=2,φ(vn-4v(n-4)1)=1;其余各边的染色方法同②.此时,各点的颜色数之和为

S(vn-1)=j2+7j+10
2

,  S(vn-2)=j2+7j+4
2

,

S(vn-3)=j2+7j+6
2

, S(vn-4)=j2+7j+8
2

, 1≤j≤4.

正常边染色条件下,1度顶点易和可区别,其余各点的颜色数之和均与②相同.
特别地,当n=5时,Ir(C5)的Δ(Ir(C5))+1-D(2)-VSD-边染色如图2所示.此时各点的颜色数

之和为

S(v1)=j2+7j+8
2

, S(v2)=j2+7j+6
2

, S(v3)=j2+7j+4
2

,

S(v4)=j2+7j+2
2

, S(v5)=j2+7j+10
2

,  2≤j≤4.

故2-距离内和可区别.
情形3)当r≥5时,记G′=G-{v1v1r},如图3所示.

图2 Ir(C5)(1≤r≤4)

Fig.2 Ir(C5)(1≤r≤4)
图3 Ir(Cn)

Fig.3 Ir(Cn)

假设G′存在Δ(G′)+1-D(2)-VSD-边染色φ′.下面将染色φ′ 扩展为图G 的Δ(G)+1-D(2)-
VSD-边染色φ.因为r≥5,所以1度点和(r+2)度点易D(2)-和可区别.下面对边v1v11,v1v12,…,

v1v1r重新染色.令φ(v1v1m)=xm(1≤m≤r),其中r=Δ(G)-2,所得的染色为正常边染色.令Sm

表示xm 的可用颜色集,则 Sm =(Δ(G)+1)-2=Δ(G)-1(1≤m≤r),由染色条件得多项式:

Q(x1,x2,…,xr)= ∏
1≤m<n≤r

(xm -xn)∑
r

s=1
xs+φ′(vnv1)+φ′(v1v2)-SG′(vn( ))×

∑
r

s=1
xs+φ′(vnv1)+φ′(v1v2)-SG′(v2( ))×
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∑
r

s=1
xs+φ′(vnv1)+φ′(v1v2)-SG′(vn-1( ))×

∑
r

s=1
xs+φ′(vnv1)+φ′(v1v2)-SG′(v3( )).

去掉Q(x1,x2,…,xr)中的常数得

췍Q(x1,x2,…,xr)= ∏
1≤m<n≤r

(xm -xn)∑
r

s=1
x( )s

4
.

令췍Q1(x1,x2,…,xr)=췍Q(x1,x2,…,xr)∏
1≤m<n≤r

(xm -xn)∑
r

s=1
x( )s

θ,可得

췍Q′1(x1,x2,…,xr)= ∏
1≤m<n≤r

(xm -xn)2 ∑
r

s=1
x( )s

r
.

  由引理2和引理3得,C췍Q1
((x1x2…xr)r)=C췍Q′1

((x1x2…xr)r)≠0,且存在s1∈S1,s2∈S2,…,

sr∈Sr满足췍Q1(s1,s2,…,sr)≠0,췍Q 是췍Q1 的一个因式,因此췍Q(x1,x2,…,xr)≠0,即χ′2-Σ(G)≤
Δ(G)+1.证毕.

定理2 设Cn 是n(n≥3)阶的圈,H 是m(m≥2)阶的连通图,则有χ′2-Σ(Cn췍H)≤Δ+1.
证明:根据Cn췍H 的结构知,Δ(Cn췍H)=m+2,且存在d(Δ,Δ)≤2.由引理1可知χ′2-Σ(Cn췍H)≥

Δ+1.设Cn=v1v2v3…vnv1,与vi 相邻的点记为vi1,vi2(1≤i≤n).下面根据m 的大小分3种情形

讨论.
情形1)当m=2时,H=P2.Δ(Cn췍P2)=4且d(Δ,Δ)≤2,故χ′2-Σ(Cn췍P2)≥5.下面给出

Cn췍P2 的5-D(2)-VSD-边染色.
① 当n≡0(mod3)时,边染色φ为φ(vivij)=j+3,φ(vi1vi2)=1(1≤i≤n,1≤j≤2);边v1v2,

v2v3,…,vnv1 按1,2,3循环染色.此时,各点的颜色数之和为

{S(v1),S(v2),…,S(vn)}→ {13,12,14,…,13,12,14}, S(vij)=j+4, 1≤i≤n, 1≤j≤2,
易见染色方法是2-距离内点和可区别的.

② 当n≡1(mod3)时,边染色φ为φ(vivi2)=5(1≤i≤n),φ(vivi1)=4(2≤i≤n-2),φ(v1v11)=3,

φ(vnvn1)=2,φ(vn-1v(n-1)1)=1,φ(vi1vi2)=1(i≠n-1),φ(v(n-1)1v(n-1)2)=2,{v1v2,v2v3,…,vnv1}→
{1,2,3,…,1,2,3,4}.此时,各点的颜色数之和为{S(v1),S(v2),…,S(vn-2)}→{13,12,14,…,13,12,

14},S(vn)=14,S(vn-1)=11,S(vij)=j+4(2≤i≤n-2;1≤j≤2),S(v(n-1)1)=3,S(v(n-1)2)=7,

S(vn1)=3,S(vn2)=6,S(v11)=4,S(v12)=6,易见染色方法是2-距离内点和可区别的.
③ 当n≡2(mod3)时,根据不同n值分下列3种情形讨论.
(i)当n=5时,给出C5췍P2的一个Δ+1-D(2)-VSD-边染色及各点的颜色数之和,如图4所示.
(ii)当n=8时,给出C8췍P2的一个Δ+1-D(2)-VSD-边染色及各点的颜色数之和,如图5所示.

图4 C5췍P2

Fig.4 C5췍P2

图5 C8췍P2

Fig.5 C8췍P2

(iii)当n≠8时,φ(vivi2)=5(1≤i≤n),φ(vivi1)=4(i≠3,4,5,7,8,9),φ(v3v31)=φ(v7v71)=1,

φ(v4v41)=φ(v8v81)=2,φ(v5v51)=φ(v9v91)=3,{v1v2,v2v3,…,v8v9,v9v10,v10v11,…,vn-1vn,vnv1}→
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{1,2,3,4,1,2,3,4,1,2,3,…,1,2,3},φ(vi1vi2)=1(i≠3,7),φ(v31v32)=φ(v71v72)=2.
此时,各点的颜色数之和为{S(v1),S(v2),…,S(vn)}→{13,12,11,14,13,12,11,14,13,12,14,

13,12,14,…,13,12,14},S(vij)=j+4(i≠3,4,5,7,8,9,1≤j≤2),S(v31)=S(v41)=S(v81)=
S(v71)=3,S(v32)=S(v72)=7,S(v51)=S(v91)=4,S(v42)=S(v52)=S(v82)=S(v92)=6,易见染色

方法是2-距离内点和可区别的.
情形2)当m=3时,H=P3 或C3,由引理4和引理5可知结论成立.
情形3)当m≥4时,根据图 H 最大度点的分布特点,分以下两种情形讨论.
① 当简单图 H 上的每个点都是最大度点,且度数均为m 时,设Cn=v1v2v3…vnv1,与vi 相邻的

点记为vi1,vi2,vi3,vi4(1≤i≤n).下面对阶数m 进行归纳.
(i)当m=4时,给出Cn췍H 的Δ+1-D(2)-VSD-边染色.
当n≡0(mod3)时,边染色ψ为ψ(vivij)=j+3(1≤i≤n,1≤j≤4),ψ(vi1vi3)=ψ(vi2vi4)=1,

ψ(vi1vi4)=ψ(vi2vi3)=2,ψ(vi1vi2)=ψ(vi3vi4)=3(1≤i≤n).边v1v2,v2v3,…,vnv1 用颜色1,2,3循环

染色. 此 时,各 点 的 颜 色 数 之 和 为 {S(vi1),S(vi2),S(vi3),S(vi4)}→ {10,11,12,13},
{S(v1),S(v2),…,S(vn)}→{26,25,27,…,26,25,27}(1≤i≤n).

当n≡1(mod3)时,只需对n≡0(mod3)情形中的染法做如下调整:边染色ψ为ψ(v1v11)=2,

ψ(v2v21)=3,ψ(vnvn1)=1,ψ(vnv1)=4,ψ(v11v14)=ψ(v12v13)=ψ(v21v22)=ψ(v23v24)=ψ(vn1vn3)=

ψ(vn2vn4)=4;其余各边均按n≡0(mod3)情形中的染色方法进行染色.此时,各点的颜色数之和为

S(v1)=25,S(v2)=24,S(v22)=12,S(v12)=S(v23)=13,S(v13)=S(v24)=S(vn2)=14,S(v14)=
S(vn3)=15,S(vn4)=16,其余各点的颜色数之和均与n≡0(mod3)情形中相同.

当n≡2(mod3)且n≠5时,只需对n≡1(mod3)情形中的染法做如下调整:边染色ψ 为

ψ(vn-4v(n-4)1)=1,ψ(vn-3v(n-3)1)=2,ψ(vn-2v(n-2)1)=3,ψ(vn-4vn-3)=4,ψ(vn-3vn-2)=1,

ψ(vn-2vn-1)=2,ψ(vn-1vn)=3,ψ(v(n-4)1v(n-4)3)=ψ(v(n-4)2v(n-4)4)=ψ(v(n-3)1v(n-3)4)=ψ(v(n-3)2v(n-3)3)=

ψ(v(n-2)1v(n-2)2)=ψ(v(n-2)3v(n-2)4)=4;其余各点均按n≡1(mod3)情形中的染色方法进行染色.此时,
各点的 颜 色 数 之 和 为 S(vn-2)=24,S(vn-1)=27,S(v(n-4)2)=S(v(n-3)3)=S(v(n-2)4)=14,

S(v(n-4)3)=S(v(n-3)4)=15,S(v(n-4)4)=16,S(v(n-2)2)=12,S(v(n-3)2)=S(v(n-2)3)=13;其余各点的

颜色数之和均与n≡1(mod3)情形中相同.

图6 C5췍K4

Fig.6 C5췍K4

特 别 地,当 n=5 时,给 出 C5 췍 K4 的

Δ+1-D(2)-VSD- 边染色以及各点的颜色数之

和,如图6所示.
(ii)当m≥5时,假设冠图Cn췍H′中图H′的

阶数为m,Cn췍H′存在χ′2-Σ(Cn췍H′)≤Δ′+1.
下面根据m 的奇偶性对(m+1)阶图 H 进行归纳

讨论.
当m 为奇数时,H′为 Km,χ′2-Σ (Cn췍H′)≤

Δ′+1.给H′增加一个点,使得图H 加上对应圈上

的点 所 构 成 的 图 是 Km+2,且 m +2 为 奇 数,

Δ(Cn췍H)=m+3.根据引理6可知,图 Km+2存

在m+2-D(2)-VSD-边染色,且每个点所缺的颜色不同.因为冠图Cn췍H 存在d(Δ,Δ)≤2,由

引理1可知,图Cn췍H 至少需要(m+4)种颜色.故用剩余的1+(m+4)-(m+2)=3种颜色去染圈

Cn 上的边.
不妨设用1,2,…,(m+2)种颜色对与v1 关联的Km+2进行正常染色,使得췍C(v1)={1}.边vnv1 染

颜色1,剩余的两种颜色 m+3,m+4染边v1v2.设v1v2 为颜色 m+3,此时v1 点的颜色集和为

(m+4)(m+3)
2

,不同于S(v1j)(1≤j≤m).用颜色1,2,…,m+1,m+3对与vn 关联的Km+2进行正常
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染色,使得췍C(vn)={1}.因为vnv1 的颜色为1,故还剩颜色 m+2和 m+4.用颜色 m+4去染边

vn-1vn,此时

S(vn)=m2+7m+16
2 ≠S(v1)=m2+7m+12

2
,

且췍C(v1)={m+4},췍C(vn)={m+2},췍C(v1i)={m+3,m+4,x}(x∈[2,m+2]).易见染色方法是

2-距离和可区别的.
因为v1 点在2-距离以内的同度点至多有5个,且m≥5,m+4≥9,按上述染色方法,易做到

D(2)-VSD-边染色.故当m 为奇数时,χ′2-Σ(Cn췍H)≤Δ+1.
当m 为偶数时,与m 为奇数时的情形讨论类似.由引理6知,图Km+2存在m+3-D(2)-VSD-边

染色,且每个点所缺的颜色不同.由冠图的结构特点和引理1可知,图Cn췍H 至少需要(m+4)种颜

色.故用剩余的2+(m+4)-(m+3)=3种颜色去染圈Cn 上的边.
同理,不妨用颜色1,2,…,m+3对与v1 关联的Km+2进行正常染色,使得췍C(v1)={1,2}.用剩余

的3种颜色去染圈Cn 上的边.边vnv1 染颜色1,边v1v2 染颜色2.此时v1点的颜色集和为S(v1)=
m2+7m+12

2
,不同于S(v1j)(1≤j≤m).用颜色1,2,…,m+2,m+4对与v2 关联的Km+2进行正常染

色,使得췍C(v2)={2,x},x∈{1,3,4,…,m+2,m+4}.因为边v1v2 的颜色为2,故还剩颜色x和颜色

m+3.用颜色x 去染边v2v3,S(v2)≠S(v1)满足条件.此时췍C(v1)={m+4},췍C(v2)={m+3},
췍C(v1i)={m+4,y,z}(y,z∈[1,m+3]且y≠z).易见染色方法是2-距离和可区别的.

同理,按照上述染色方法,易做到D(2)-VSD-边染色.故当m 为偶数时,χ′2-Σ(Cn췍H)≤Δ+1.
② 当简单图 H 上的每个点不全是最大度点时,根据最大度点的情况分以下两种情形讨论.
(i)当 H 有唯一的最大度点时,不妨设图 H 的最大度最大为P,Δ(Cn췍H)=P+2,且存在

d(Δ,Δ)≤2,故图Cn췍H 至少需要(P+3)种颜色.此时P≥4,且CP+2
P+3=P+3≥7,这CP+2

P+3种组合的

和互不相同.在圈Cn 上2-距离内的点至多有5个,易做到D(2)-VSD-边染色.而对于H,用P 种颜

色即可.此时,P 度点和(P+2)度点易做到D(2)-VSD-边染色.当图 H 的最大度小于P 时,显然.
故当 H 有唯一最大度点时结论成立.

(ii)当 H 至少有2个最大度点时,不妨设图 H 的最大度最大为P,故图 H 至少需要(P+1)种颜

色实现D(2)-VSD-边染色.图Cn췍H 至少需要(P+3)种颜色.CP+1
P+3=

(P+3)(P+2)
2 P+2≥2P+3,

这(2P+3)种组合的和互不相同,因此图 H 能做到(P+1)-D(2)-VSD-边染色.此时,P 度点与

(P+2)度点易做到D(2)-VSD-边染色.圈Cn 上的点同情形(i).故当 H 至少有2个最大度点时结论

成立.
综上可知,G췍H 存在(Δ+1)-D(2)-VSD-边染色.
推论1 设Pn 是n(n≥2)阶的路,H 是m(m≥1)阶的连通图,则有χ′2-Σ(Pn췍H)≤Δ+1.
证明:由于Pn췍H 与Cn췍H 的结构相同,故类似定理2的证明可知结论成立.
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