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含含有疫苗接种项离散传染病模型
SIVS的稳定性和分岔分析

王 轲,雷策宇,韩晓玲
(西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070)

摘要:首先,用下代矩阵的方法求解所建立的传染病模型SIVS(Susceptible-Infectious-
Immune-Susceptible)的基本再生数R0,通过该阈值得到无病平衡点一直存在,地方病平衡

点仅当R0>1时才存在,进而确定疾病消亡和持久的条件.其次,借助Jacobi矩阵的性质、

Jury判据以及Lyapunov函数的构造等方法证明该模型在平衡点处的稳定性以及产生分岔的

情形,结果表明:当R0≤1时,无病平衡点全局渐近稳定,且在R0=1时产生翻转分岔;当

R0>1时,地方病平衡点局部渐近稳定,如果忽略现实中对接触率β的限制,模型在地方病

平衡点处会产生倍周期分岔甚至混沌现象.最后,结合数值模拟的图像和敏感性指数法验证

理论分析结果,并得出提高疫苗接种率和恢复率可有效降低疾病发病率的结论.
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Abstract:Firstly,thebasicreproductionnumberR0oftheSIVS (Susceptible-Infectious-Immune-
Susceptible)epidemic modelissolvedbythe methodofnextgeneration matrix,throughthe
threshold,thedisease-freeequilibriumpointalwaysexists,andtheendemicequilibriumpointonly
existswhenR0>1,furthermore,theconditionsofextinctionandpersistenceofthediseaseare
determined.Secondly,thestabilityandthebifurcationsituationsofthemodelattheequilibriumpoint
areprovedbythepropertiesofJacobianmatrix,JurycriterionsandtheconstructionofLyapunov
function.Theresultsshow that whenR0 <1,thedisease-freeequilibrium pointisglobally
asymptoticallystable,andthetranscriticalbifurcationoccurswhenR0=1.WhenR0>1,theendemic
equilibriumpointislocallyasymptoticallystable,ifthelimitationoncontactrateβinrealityis
ignored,themodelwillproducetheperiod-doublingbifurcationandevenchaoticphenomenaatthe
endemicequilibriumpoint.Finally,numericalsimulationandsensitivityindexmethodareusedto



verifythetheoreticalanalysisresults,itisconcludedthatimprovingthevaccinationrateandrecovery
ratecaneffectivelyreducetheincidenceofthedisease.
Keywords:discretemodel;SIVSmodel;vaccination;stability;bifurcation

传染病严重影响人们的日常生活和社会经济发展,因此通过分析传染病模型的动力学行为进而揭

示疾病的传播规律和发展趋势有一定的意义.目前,关于传染病连续模型的研究已取得许多成果,但

对离散模型的研究相对较少,而离散数据在现实中更具合理性,且有更丰富的动力学行为.Córdova-
Lepe等[1]考虑到连续模型SIR(Susceptible-Infectious-Removed)的脉冲流具有时间间隔,通过引入

Euler离散化的处理方法建立了相应的离散模型,类比发现离散模型中理论与数据具有更好的相关性.
目前,关于离散模型SIR和SIS(Susceptible-Infectious-Susceptible)的动力学行为研究已有很多结

果[2-4].Lu等[5]研 究 了 具 有 广 义 非 单 调 饱 和 发 生 率 的 传 染 病 模 型 SIRS(Susceptible-Infectious-
Removed-Susceptible)在 平 衡 点 处 的 稳 定 性 及 产 生 的 分 岔 情 形.宋 宇 恒 等[6]对 非 线 性 SEIR
(Susceptible-Exposed-Infectious-Removed)传染病模型的平稳分布进行了研究.除上述常见的连续和

离散传染病模型的应用外,随机传染病模型的应用也非常广泛[7-9].
疫苗接种在天花、麻疹、流感等一些传染病预防中具有重要作用,能有效降低疾病的发病率.

因此,考虑疫苗接种的传染病模型SIVS的应用也越来越普遍[10-11].Xiang等[12]研究了一类含有疫苗

接种的离散传染病模型SIRS,并在一些限制条件下证明了系统的稳定性,同时利用数值模拟验证了理

论分析结果.除对模型动力学行为的研究外,Parsamanesh等[13]用向前Euler法将连续模型离散化,
进一步研究了离散化步长对系统动力学行为的影响.在仓室模型SIVS的研究中,免疫群体除常见的

有效疫苗接种的个体外还包括经感染恢复后获得暂时免疫的个体[14].上述研究均为总种群规模是常

量的传染病模型,如果考虑因病死亡率则种群总规模显然不再为常量,例如,对具有饱和发病率的离

散传染病模型SIVS的分析[15].对于连续传染病模型SIVS的动力学分析,Parsamanesh[16]给出了系

统一致持久性以及正解存在性的证明,并用几何方法验证了地方病平衡点的全局渐近稳定性.
由于感染者自身的差异性以及接受治疗的程度不同,部分感染者可恢复获得暂时免疫,而部分

感染者仅被治愈,仍为易感者.本文首先建立一类考虑感染者差异性的离散传染病模型SIVS;其次,
求解该模型的平衡点及基本再生数,研究该模型在平衡点处的稳定性,并分析该模型在平衡点处产生

的分岔情况;最后利用数值模拟产生的分岔图、Lyapunov指数图、复平面上的特征值图以及不同参数

对应的解图验证理论分析结果,并利用敏感指数法分析模型中重要参数对疾病发病率的影响.

1 模型及分析

1.1 模型构建

图1 疾病传播流程

Fig.1 Flowchartofdiseasetransmission

用Sn,In,Vn 分别表示整个人群中易感者、感染者、免疫者在n时刻的数量,用Nn 表示n 时刻种

群的总规模,则Nn=Sn+In+Vn.本文模型做如下假设:在任意阶段人口的自然死亡率相同;人口出

生率等于自然死亡率;疾病以标准发生率βSI/N
进行传播;免疫群体存在免疫丧失率.疾病的传播

流程如图1所示.模型中所有参数均为正,参数的

生物学意义如下:易感者S表示对疾病没有免疫且

易被感染的个体;感染者I表示有能力传播疾病的

个体;免疫者V 表示通过疫苗接种或经感染恢复后

对疾病暂时免疫的个体;人口规模 N 表示人口总

数;接触率β表示一个感染者在单位时间内成功接

触的易感者数;易感者疫苗接种率δ表示易感人群

中接种疫苗的人所占比例;新生儿疫苗接种率q表
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示新增人群中接种疫苗的人所占比例;免疫丧失率θ表示免疫者丧失免疫能力的速率;自然死亡率μ
表示自然因素导致的个体死亡比率;治愈率ω表示感染个体经治愈但对疾病不免疫的比率;恢复率α
表示感染个体恢复后获得暂时免疫的比率.用差分方程系统建立模型:

Sn+1=(1-q)μNn +(1-μ-δ)Sn -βSnIn

Nn
+ωIn +θVn,

In+1=(1-α-ω-μ)In +βSnIn

Nn
,

Vn+1=(1-μ-θ)Vn +αIn +δSn +qμNn

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï .

(1)

将系统(1)的3个式子相加得 Nn+1=Nn,显然人口规模为一个常数,记作 N,则Vn=N-Sn-In.
因此模型(1)可简化为

Sn+1=(1-q)μN +(1-μ-δ-θ)Sn -βSnIn

N +(ω-θ)In +θN,

In+1=(1-α-ω-μ)In +βSnIn

N

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(2)

为保证模型(1)在初值条件(S(0),I(0),V(0))下的解非负,需满足以下条件:

μ+δ+θ+β<1,

α+ω+μ<1{ ,
(3)

其中S(0)>0,I(0)≥0,V(0)≥0.
1.2 平衡点的求解

由于该离散模型平衡点处满足Sn+1=Sn,In+1=In,故模型(2)的平衡点等价于如下系统的解:

(1-q)μN -(μ+δ+θ)S-βSI
N +(ω-θ)I+θN =0,

βSI
N -(α+ω+μ)I=0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(4)

由系统(4)的第二个方程知,I=0或βS
N =α+ω+μ.

当I=0时,

S=
(1-q)μN +θN

μ+δ+θ
,

此时为模型(2)的无病平衡点E0:

E0=(S0,I0)=
(1-q)μN +θN

μ+δ+θ
,æ

è
ç

ö

ø
÷0 . (5)

当βS
N =α+ω+μ

时,

S=
(α+ω+μ)N

β
,

I=β[(1-q)μ+θ]N-(μ+δ+θ)(α+μ+μ)N
β(α+μ+θ)

,

此时为模型(2)的地方病平衡点E*:

E* =(S*,I*)=
(α+ω+μ)N

β
,β[(1-q)μ+θ]N-(μ+δ+θ)(α+ω+μ)N

β(α+μ+θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

) . (6)

  下面用文献[17]的下代矩阵方法求解模型(2)的基本再生数R0.定义

F=βSI
N
,  V=(α+ω+μ)I,

在E0 处分别求F,V关于I的偏导得:

F=∂F∂I E0
=βS0

N =
[(1-q)μ+θ]β

μ+δ+θ
,
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V=∂V∂I E0
=α+ω+μ,

故

R0=ρ(FV-1)= β[(1-q)μ+θ]
(α+ω+μ)(μ+δ+θ)

, (7)

R0 的值表示在一个完全易感的人群中引入一个感染者后新增的感染人数.当R0<1时,疾病将会消

亡;当R0>1时,疾病持续存在.由式(5),(6)得:

S0=N[(1-q)μ+θ]
μ+δ+θ =

(α+ω+μ)N
β

R0, (8)

I* =β[(1-q)μ+θ]N-(μ+δ+θ)(α+ω+μ)N
β(α+μ+θ) =

(μ+δ+θ)(α+ω+μ)N(R0-1)
β(α+μ+θ) . (9)

显然模型(2)的无病平衡点总存在,地方病平衡点仅在R0>1时才存在.

2 稳定性分析

定理1 当R0<1时,模型(2)在无病平衡点E0 处是局部渐近稳定的.
证明:模型(2)在(S,I)处的Jacobi矩阵为

J(S,I)=
-βI

N +(1-μ-δ-θ) ω-θ-βS
N

βI
N

βS
N +1-(α+ω+μ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷)
, (10)

故模型(2)在E0 的Jacobi矩阵为

J0=J(E0)=
1-μ-δ-θ ω-θ-βS0

N
0 1-(α+ω+μ)(1-R0

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷)
. (11)

根据代数运算得J0 的特征值分别为

λ1=1-μ-δ-θ,  λ2=1-(α+ω+μ)(1-R0).
结合条件(3),λ1 <1显然成立.若 λ2 <1也成立,则需满足R0<1.故当R0<1时,J0 所有特征

值的模都小于1,模型(2)在无病平衡点E0 处是局部渐近稳定的.
定理2 当R0>1时,模型(2)在地方病平衡点E*处是局部渐近稳定的.
证明:模型(2)在E*处的Jacobi矩阵为

J* =J(E*)=
1-μ-δ-θ-βI*

N -α-ω-θ

βI*

N

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷1
, (12)

故

tr(J*)=2-μ-δ-θ-βI*

N
,

det(J*)=1-μ-δ-θ-βI*

N +βI*

N
(α+μ+θ).

令

b1=μ+δ+θ+βI*

N
,  b2=βI*

N
(α+μ+θ),

则

tr(J*)=2-b1,  det(J*)=1-b1+b2.
记模型(2)在E*处的特征方程为

p(λ)=λ2-tr(J*)+det(J*), (13)
根据二维Jury判据可知,当以下3个条件成立时,J*所有特征值的模都小于1:
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1)p(1)>0⇔1-tr(J*)+det(J*)>0;

2)p(-1)>0⇔1+tr(J*)+det(J*)>0;

3)a0<an⇔det(J*)<1.
当tr(J*)>0时,由于b2>0,故tr(J*)<1+det(J*)成立.当tr(J*)<0时,有

tr(J*)-1-det(J*)= -tr(J*)-1-det(J*)=2b1-b2-4=

2μ+δ+θ+βI*
æ

è
ç

ö

ø
÷

N -βI*

N
(α+μ+θ)-4<

-2-βI*

N
(α+μ+θ)+2βI*

N <-βI*

N
(α+μ+θ)<0,

故-tr(J*)<1+det(J*)成立.又因为βI*

N >βI
*

N
(α+μ+θ),所以-b1+b2<0,即1+det(J*)<2也

成立.
综上可知,当R0>1时,J* 所有特征值的模都小于1,模型(2)在地方病平衡点处是局部渐近

稳定的.
定理3 当R0≤1时,模型(2)在无病平衡点E0 处是全局渐近稳定的.

证明:在无病平衡点E0 处构造Lyapunov函数V(In)=In,由式(8)得R0= βSn

(α+ω+μ)N
,因此

V(In+1)=In+1=βSnIn

N +(1-α-ω-μ)In =

βSnIn

N -(α+ω+μ)In +V(In)=

(α+ω+μ) βSn

N(α+ω+μ)
-æ

è
ç

ö

ø
÷1In +V(In)≤

βSn

(α+ω+μ)N
-æ

è
ç

ö

ø
÷1In +V(In)=(R0-1)In +V(In).

当R0≤1时,V(In+1)-V(In)≤(R0-1)In≤0,即当R0≤1时,模型(2)在无病平衡点E0 处是全局

渐近稳定的.

3 分岔分析

当模型中参数变化影响平衡点的稳定性时,会产生分岔且相应Jacobi矩阵特征值的模等于1.由

分岔理论知:当特征值λ=1时,产生跨临界分岔;当λ=-1时,产生倍周期分岔;当有一对共轭复根

且模为1时,产生Neimark-Sacker分岔.
定理4 模型(2)在无病平衡点E0 处仅当R0=1时,产生跨临界分岔,没有产生倍周期分岔和

Neimark-Sacker分岔.
证明:由条件(3)得J0 的特征值0<λ1<1(λ1 ≠1).若λ2=1,则R0=1,此时模型(2)在E0 处

产生跨临界分岔.
假设λ2=-1成立,则有(α+ω+μ)(1-R0)=2,即

R0=1- 2
α+ω+μ

.

结合条件(3)知此时R0<0,与R0 的定义矛盾,因此模型(2)在无病平衡点E0 处不会产生倍周期分岔.
显然λ1,λ2 均为实数,故也不会产生Neimark-Sacker分岔.

定理5 模型(2)在地方病平衡点E* 处均不会产生跨临界分岔、倍周期分岔和 Neimark-Sacker
分岔.

证明:反设λ=1是特征方程(13)的一个解,则λ=1为J* 的一个特征值,从而1-tr(J*)+
det(J*)=0,即b2=0.由式(9)得
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βI*

N =
(μ+δ+θ)(α+ω+μ)(R0-1)

α+μ+θ
,

显然当且仅当R0=1时,b2=0才成立,但这与地方病平衡点在R0>1时存在矛盾,因此模型(2)在

E*处不会产生跨临界分岔.
假设λ=-1是特征方程(13)的一个解,则λ=-1也为J*的一个特征值,从而P(-1)=0,即

1+tr(J*)+det(J*)=4-2b1+b2=

4-2μ+δ+θ+βI*
æ

è
ç

ö

ø
÷

N +βI*

N
(α+μ+θ)=

2[2-(μ+δ+θ)]-βI*

N
[2-(α+μ+θ)]=0,

且

βI*

N =2
[2-(μ+δ+θ)]
2-(α+μ+θ) . (14)

显然与R0>1时,P(-1)>0矛盾.故模型(2)在地方病平衡点E*处不会产生倍周期分岔.
若J*处的特征方程记为P(λ)=λ2+a1λ+a2,则

a21-4a2=(-2+b1)2-4(1-b1+b2)=b21-4b2= μ+δ+θ-βI*
æ

è
ç

ö

ø
÷

N
2

>0.

显然J*的特征值均为实数,故模型(2)在地方病平衡点E*处也不会产生Neimark-Sacker分岔.
注1 上述分岔分析是基于条件(3)对β的限制,若忽略该条件限制,则由式(9)和式(14)得

R0=2
[2-(μ+δ+θ)]
2-(α+μ+θ)

α+μ+θ
(μ+δ+θ)(α+ω+μ)

+1.

此时模型(2)在地方病平衡点E*处可产生2,4,8,…形式的倍周期分岔.

4 数值模拟及分析

下面通过数值模拟验证模型(1)的动力学行为,并考察疫苗接种率q和恢复率α对疾病发病率的

影响.取初始值S(0)=1,I(0)=0.5,V(0)=0.5,将接触率β作为分岔参数,其他参数的取值分别为

A=0.25,q=0.15,μ=0.4,d=0.05,α=0.15,θ=0.25,γ=0.3,δ=0.2,ω=0.15.
图2为易感人群和感染人群关于接触率β∈[0,5]的分岔图和Jacobi矩阵关于β的Lyapunov指数

图.由图2(A),(B)可见:当β∈[0,0.802)时,R0<1,无病平衡点是全局渐近稳定的;当β=0.802
时,R0=1,此时无病平衡点处产生了一个跨临界分岔;当β>0.802时,R0>1,出现地方病平衡点且

地方病平衡点局部渐近稳定;当β=3.839时,地方病平衡点不稳定且产生2,4,8…形式的倍周期

分岔.随着β的继续增大,周期变得任意从而出现混沌现象.由图2(C)可得到相同的稳定性结论,

β=0.802和β=3.839处的Lyapunov指数值都非负,分别对应跨临界分岔和倍周期分岔的产生.

图2 易感人群(A)和感染人群(B)关于β的分岔图及Jacobi矩阵关于β的Lyapunov指数图(C)

Fig.2 Bifurcationdiagramsforsusceptiblepopiulation(A),infectedpopulation(B)intermsofβ
andLyapunovexponentdiagram(C)ofJacobianmatrixintermsofβ

图3为当β∈[0,5]时,Jacobi矩阵对应的特征值.由图3可见,模型(1)的Jacobi矩阵有一个λ=1
和λ=-1的特征值,且不存在模为1的共轭复特征值,说明该模型可产生跨临界分岔和倍周期分岔,
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但不会产生Neimark-Sacker分岔.图4和图5分别为当其他参数不变,β取不同值时,模型(1)对应的

解和相图.由图4和图5可见:当β=0.5时,模型(1)只有无病平衡点且全局渐近稳定,疾病将消亡;
当β=2时,地方病平衡点局部渐近稳定,疾病将持续存在;当β=4时,地方病平衡点不稳定,且产生

倍周期分岔;当β=4.65时,模型(1)产生混沌现象,此时疾病的爆发随机不可控.图6是模型(1)在地

方病平衡点局部渐近稳定的情形下(β=2),分别改变q和α 的值所得模型的解.由图6可见,提高疫

苗接种率和疾病的恢复率都是控制疾病的有效措施.

图3 当β∈[0,5]时,Jacobi矩阵对应的特征值

Fig.3 CorrespondingeigenvaluesofJacobianmatrixwhenβ∈[0,5]

图4 β取不同值时模型(1)的解

Fig.4 Solutionsofmodel(1)fordifferentvaluesofβ

根据R0 的表达式易得接触率β越小,R0 越小,此时疾病越可控.相反,α,ω,δ与R0 呈负相关,其

值越大,R0 越小,疾病越可控.特别地,假设疫苗接种率q=0,此时

췍R0= β(μ+θ)
(α+ω+μ)(μ+δ+θ)

,

显然췍R0>R0,说明q越大,R0 越小,疾病越可控.
下面用敏感性指数法[18-19]分析免疫丧失率θ和自然死亡率μ 对R0 的影响:

γR0
θ = θ(δ+qμ)

[(1-q)μ+θ](μ+δ+θ)>0
, (15)

γR0
μ =μ[(1-q)(α+ω+μ)(μ+δ+θ)-(α+ω+δ+θ+4μ)((1-q)μ+θ)]

[(1-q)μ+θ](α+ω+μ)(μ+δ+θ) <0, (16)
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式(15),(16)表明,增大自然死亡率μ或减小免疫丧失率θ都有利于疾病的控制.因此,政府相关部门

可综合考虑上述影响因素,进而对传染病的控制提出合理的预防干预措施.

图5 β取不同值时模型(1)的相图

Fig.5 Phasediagramsfordifferentvaluesofβ

图6 当β=2时,不同q,α值对应模型(1)的解

Fig.6 Correspondingsolutionsofmodel(1)fordifferentvaluesofqandαwhenβ=2

综上所述,本文建立了一类离散传染病模型SIVS,并通过理论方法得到了该模型在平衡点处的

稳定性结论:当R0≤1时,无病平衡点全局渐近稳定且不存在地方病平衡点;当R0>1时,地方病平

衡点局部渐近稳定.此外,本文还利用分岔理论对该模型在平衡点处是否产生以及产生的分岔类型给

出证明,只有当R0=1时,该模型才会产生跨临界分岔.实际应用中总会存在隔离检疫等措施干预β
值,因此本文通过数值模拟得到了所建立模型更丰富的动力学行为,所得结果有利于人们对疾病的了

解以便相关部门实施预防干预措施.

833   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第63卷 



参 考 文 献

[1] CÓRDOVA-LEPEF,GUTI췍RREZR,VILCHES-PONCEK.AnalysisofTwoDiscreteFormsoftheClassic
ContinuousSIREpidemiologicalModel[J].JournalofDifferenceEquationsandApplications,2019,26(1):1-24.

[2] LIUY,LIUXJ.BifurcationsandStructuresoftheParameterSpaceofaDiscrete-TimeSISEpidemicModel
[J/OL].JournalofMathematics,(2022-04-23)[2023-05-20].https://doi.org/10.1155/2022/2233452.

[3] GEORGER,GUL N,ZEB A,etal.BifurcationsAnalysisofaDiscreteTimeSIR Epidemic Modelwith
NonlinearIncidenceFunction[J].ResultsinPhysics,2022,38:105580-1-105580-18.

[4] LIB,ESKANDARIZ.DynamicalAnalysisofaDiscrete-TimeSIREpidemicModel[J].JournaloftheFranklin
Institute,2023,360(12):7989-8007.

[5] LUM,HUANGJC,RUANSG,etal.BifurcationAnalysisofanSIRSEpidemicModelwithaGeneralized
NonmonotoneandSaturatedIncidenceRate[J].JournalofDifferentialEquations,2019,267(3):1859-1898.

[6] 宋宇恒,仲崇阳,韩七星.非线性SEIR流行病模型的平稳分布 [J].东北师大学报(自然科学版),2022,54(1):

14-18.(SONGYH,ZHONGCY,HANQX.StationaryDistributionofaNonlinearSEIREpidemicModel[J].
JournalofNortheastNormalUniversity(NaturalScienceEdition),2022,54(1):14-18.)

[7] CAOBQ,SHANMJ,ZHANGQM,etal.AStochasticSISEpidemicModelwithVaccination[J].PhysicaA:

StatisticalMechanicsandApplications,2017,486:127-143.
[8] 牛新宇,吕闯,郑甲山.具饱和发生率的随机SIR传染病模型的遍历性 [J].东北师大学报(自然科学版),2021,

53(1):26-31.(NIUXY,LYUC,ZHENGJS.ErgodicityofaStochasticSIREpidemicModelwithSaturated
Incidence[J].JournalofNortheastNormalUniversity(NaturalScienceEdition),2021,53(1):26-31.)

[9] 夏兰,赵亚男.具有标准发生率的随机SIRS传染病模型的趋势分析 [J].东北师大学报(自然科学版),2021,

53(4):34-42.(XIAL,ZHAO Y N.ResearchonTrendofStochasticSIRSEpidemicModelwithStandard
Incidence[J].JournalofNortheastNormalUniversity(NaturalScienceEdition),2021,53(4):34-42.)

[10] CAILM,LIZQ,SONGXY.GlobalAnalysisofanEpidemicModelwithVaccination[J].JournalofApplied
MathematicsandComputing,2018,57(1):605-628.

[11] VIVEKANANDHANG,NOURIAN ZAVAREH M,NATIQ H,etal.InvestigationofVaccinationGame
ApproachinSpreadingCOVID-19EpidemicModelwithConsideringtheBirthandDeathRates[J].Chaos,

SolitonsandFractals,2022,163:112565-1-112565-8.
[12] XIANGL,ZHANGYY,HUANGJC.StabilityAnalysisofaDiscreteSIRSEpidemicModelwithVaccination

[J].JournalofDifferenceEquationsandApplications,2020,26(3):309-327.
[13] PARSAMANESH M,ERFANIANM,MEHRSHADS.StabilityandBifurcationsinaDiscrete-TimeEpidemic

ModelwithVaccinationandVitalDynamics[J].BMCBioinformatics,2020,21(1):525-1-525-15.
[14] PARSAMANESH M,MEHRSHADS.StabilityoftheEquilibriainaDiscrete-TimeSIVSEpidemicModelwith

StandardIncidence[J].Filomat,2019,33(8):2393-2408.
[15] PARSAMANESH M,ERFANIANM.StabilityandBifurcationsinaDiscrete-TimeSIVSModelwithSaturated

IncidenceRate[J].Chaos,SolitonsandFractals,2021,150:111178-1-111178-17.
[16] PARSAMANESH M.GlobalDynamicsofanSIVSEpidemicModelwithBilinearIncidenceRate[J].Italian

JournalofPureandAppliedMathematics,2018,40:544-557.
[17] ALLENLJS,VANDENDRIESSCHEP.TheBasicReproductionNumberinSomeDiscrete-TimeEpidemic

Models[J].JournalofDifferenceEquationsandApplications,2008,14(10/11):1127-1147.
[18] CHITNISN,HYMANJM,CUSHINGJM.DeterminingImportantParametersintheSpreadofMalaria

throughtheSensitivityAnalysisofaMathematicalModel[J].BulletinofMathematicalBiology,2008,70(5):

1272-1296.
[19] 王义琳,郑庭庭,聂麟飞.具有无症状的疟疾传播模型的最优控制和敏感性分析 [J].东北师大学报(自然科学

版),2021,53(2):42-48.(WANGYL,ZHENGTT,NIELF.OptimalControlandSensitivityAnalysisof
MalariawithAsymptomatic[J].JournalofNortheastNormalUniversity (NaturalScienceEdition),2021,

53(2):42-48.)

(责任编辑:赵立芹)

933 第2期       王 轲,等:含有疫苗接种项离散传染病模型SIVS的稳定性和分岔分析    


