
 第63卷 第2期 吉 林 大 学 学 报 (理 学 版 ) Vol.63 No.2
 2025年3月 JournalofJilinUniversity(ScienceEdition) Mar 2025

doi:10.13413/j.cnki.jdxblxb.2024164

基基于多样性和谱嵌入的张量
多视图子空间聚类

张沙沙,王长鹏
(长安大学 理学院,西安710064)

摘要:针对如何有效利用多视图的多样性信息和高阶信息,并建立系数矩阵的学习过程与

谱聚类之间联系的问题,提出一种基于多样性和谱嵌入的张量多视图子空间聚类算法.
首先,在自表示张量部分采用张量自适应对数行列式正则化,从而能根据奇异值的大小自适

应地选择逼近函数.其次,采用Hilbert-Schmidt独立准则衡量多样性,以确保不同视图的系

数表示矩阵具有足够的多样性.再次,为避免谱聚类过程的独立进行,将其引入模型中联合

学习,使低秩张量学习、多样性学习和谱嵌入学习在一个统一的框架内进行.最后,通过在

5个真实数据集上与10种优秀算法进行比较,验证了该算法在提升聚类性能方面的有效性.
关键词:多视图子空间聚类;张量自适应对数行列式;多样性;谱嵌入;Hilbert-Schmidt
独立准则

中图分类号:TP391.4  文献标志码:A  文章编号:1671-5489(2025)02-0499-14

TensorMulti-viewSubspaceClusteringBasedon
DiversityandSpectralEmbedding

ZHANGShasha,WANGChangpeng
(SchoolofSciences,Chang’anUniversity,Xi’an710064,China)

收稿日期:2024-04-17.
第一作者简介:张沙沙(2000—),女,汉族,硕士研究生,从事机器学习的研究,E-mail:3212146414@qq.com.通信作者简介:

王长鹏(1985—),男,汉族,博士,副教授,从事机器学习的研究,E-mail:cpwang@chd.edu.cn.
基金项目:国家自然科学基金(批准号:12471480)和长安大学中央高校基本科研业务费专项基金(批准号:300102122101).

Abstract:Aimingathowtoeffectivelyutilizethediversityinformationandhigher-orderinformationof
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0 引 言

聚类广泛应用于数据挖掘、机器学习等多领域,旨在将数据集分成几个由类似数据对象构成的

组.多视图数据是对同一事物由不同方式进行描述得到的数据,这些数据在本质上有一定的相关性和

多样性.多视图数据在机器学习中应用广泛,采用传统的单视图聚类算法处理这些数据易忽略视图

之间的内部联系,导致聚类性能难以提高,所以关于多视图聚类算法的研究备受关注.
近年来,已提出了许多多视图聚类算法[1-4],这些算法主要分为4类:基于协同训练的多视图聚类

算法、基于核学习的多视图聚类算法、基于图学习的多视图聚类算法以及基于子空间学习的多视图聚

类算法.本文考虑基于子空间学习的多视图聚类算法,其原理是将原始的特征数据映射到其子空间中

学习一个鲁棒系数矩阵,然后构造低秩的相似矩阵用于谱聚类.该方法保留了原始数据的某些相关信

息和互补信息,能更好揭示数据的子空间结构,从而达到满意的聚类效果.
低秩表示子空间聚类(low-rankrepresentation,LRR)[5]和稀疏子空间聚类(sparsesubspace

clustering,SSC)[6]是早期经典的两种子空间聚类算法,之后受此启发提出了一些基于自表示子空间

学习的多视图聚类算法.例如:Luo等[7]提出了一种将一致性和特异性共同用于子空间表示学习的方

法,很好地拟合了真实世界的数据集;Zhang等[8]通过一种潜在表示探索多视图的互补信息,以确保

获得更准确的子空间表示;Chen等[9]充分利用了低秩表示技术和多样性正则化项全面探索多视图的

多样性和一致性,将其应用于子空间聚类;张绎凡等[10]考虑到不同视图之间的多样性信息,采用

Hilbert-Schmidt独立准则(Hilbert-Schmidtindependencecriterion,HSIC)约束特定于视图的投影矩

阵.上述方法都取得了很好的聚类效果,但都仅通过矩阵层面挖掘不同视图之间的内在联系,而基于

张量可探索视图间更深层的互补信息.
基于张量的多视图子空间聚类算法先将多个视图的系数表示矩阵叠加成一个三阶张量,然后通过

不同的张量约束方法恢复一个低秩张量,进一步采用线性融合方法从低秩张量获得一致相似矩阵进行

谱聚类.例如,Zhang等[11]在子空间学习中引入一种独特的低秩张量约束,巧妙地捕捉了隐藏在多视

图数据中的高阶相关性.但张量展开矩阵的核范数并不是Tucker低秩和L1 范数的凸松弛.因此,Lu
等[12]提出了基于张量奇异值分解(tensorsingularvaluedecomposition,t-SVD)的张量核范数,这个新

范数解决了L1 范数存在的凸松弛问题.受此启发,Xie等[13]提出了基于t-SVD的多视图子空间聚类

算法,该算法能很好地表征多视图数据中嵌入的高阶相关信息.进一步,Gao等[14]考虑到奇异值之间

的差异性,提出了基于加权张量核范数最小化的多视图子空间聚类算法.Sun等[15]将视图表示分解为

低秩部分和多样化部分,分别采用不同的正则化项,综合考虑视图之间的一致性和多样性.这些方法

在聚类性能方面都有很大提升,但大多数方法仍存在一些问题:1)视图的相似矩阵是多样化的,他们

之间的内在差异未得到充分考虑,可能导致很难全面探索多视图数据中蕴含的信息;2)低秩张量和

聚类指标矩阵的学习过程相互独立,忽略了他们之间的依赖关系,可能导致很难获得后者的最优解.
基于以上分析,为更好地利用多视图数据中嵌入的互补信息和高阶信息,并避免谱聚类独立进

行,本文提出一种基于多样性和谱嵌入的张量多视图子空间聚类算法(tensormultiviewsubspace
clusteringbasedondiversityandspectralembedding,TMSCDSE).该算法通过重组所有视图的自表

示系数矩阵构造一个三阶张量,引入一种张量自适应对数行列式正则化更好地逼近张量的秩函数,并

借助低秩张量实现多视图之间的内在一致性.此外,通过 Hilbert-Schmidt独立准则有效地利用多视

图之间的互补信息,加强子空间表示的多样性.最后,将低秩张量学习、多样性学习和谱嵌入学习在

一个统一的框架中,得到一致相似矩阵对应的聚类指标矩阵,然后使用k-means算法获取最终的聚类

结果.图1为TMSCDSE算法的整体框架.
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图1 TMSCDSE算法的整体框架

Fig.1 OverallframeworkofTMSCDSEalgorithm

1 预备知识

1.1 符号和定义

为方便,先介绍本文使用的符号和定义.对于一个三阶张量A∈ℝn1×n2×n3,其第i个正面切片用

矩阵A(i)表示,并且用张量췍A=fft(A,[],3)表示沿着第三维的快速Fourier变换(FFT),所以张量A
也可以通过췍A 的逆进行一系列变换获得(即A=ifft(췍A,[],3)).

文献[13]提出了使用t-SVD[16]描述跨多视图的共同信息,其定义如下.
定义1(t-SVD)[16] 若给定一个张量A∈ℝn1×n2×n3,则A可被分解为如下形式:

A=USVT, (1)

其中:U∈ℝn1×n2×n3和V∈ℝn1×n2×n3是正交张量;S∈ℝn1×n2×n3是一个f 对角张量,其每个切片都是

一个对角矩阵.
通常采用张量核范数(t-SVDbasedtensornuclearnorm,t-TNN)[17]松弛张量的秩函数.而基于

t-TNN的模型中采用Fourier域中奇异值的范数近似秩函数,这种方法对较大奇异值收缩较大,但较

大奇异值通常表征嵌入在矩阵中的重要结构信息,所以导致聚类效果不理想.
定义2(t-TNN)[17] 若给定一个张量A∈ℝn1×n2×n3,则A的张量核范数可被定义为如下形式:

‖A‖* =1n3∑
n3

j=1
tr A(j)TA(j)=1n3 ∑

min{n1,n2}

i=1
∑
n3

j=1

췍D(i,i,j), (2)

其中矩阵A(j)表示张量A的第j个正面切片,tr(·)表示矩阵的迹,췍D=fft(D,[],3)通过在Fourier域

中张量A的奇异值分解获得.
文献[15]提 出 了 一 个 张 量 自 适 应 对 数 行 列 式 正 则 化 器 (tensoradaptivelog-determinant

regularization,TALR)用于低秩张量部分,该方法可以根据奇异值的差异自动选择合适的逼近函数,
其定义如下.

定义3(TALR)[15] 若给定一个张量A∈ℝn1×n2×n3,则A的张量自适应对数行列式正则化定义为

‖A‖TALR=1n3∑
n3

j=1
logdet(Υ A(j)TA(j)+I)=1n3 ∑

min{n1,n2}

i=1
∑
n3

j=1
log(Υ췍D(i,i,j)+1), (3)

其中:logdet()为对数行列式函数;췍D 可以通过Fourier域中A 的奇异值分解得到;Υ>0为自适应

收缩因子,用来保证正则化的稳定性.
1.2 多视图子空间聚类

多视图子空间聚类是能有效处理高维数据的方法之一,其旨在从原始的多视图数据中学习一个

低维的嵌入子空间.而基于自表示的模型是最常用的一种多视图子空间聚类模型,一般可表述为
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min
Z(v),E(v)

∑
V

v=1
Ω(Z(v))+λ∑

V

v=1
Φ(E(v){ }),

s.t.X(v)=X(v)Z(v)+E(v), v=1,2,…,V,
(4)

其中X(v)表示第v个视图的特征矩阵,Z(v)和E(v)分别表示第v个视图的系数矩阵和误差矩阵,λ>0
表示平衡参数,Ω(·)为正则化项,Φ(·)为设计的损失函数.所以不同的正则化和损失函数会构成不

同的多视图子空间聚类方法.Tang等[18]采用低秩表示模型学习共享的系数矩阵,然后生成亲和图,
同时采用多样性正则化为每个视图学习最优的权重值,以减少冗余并增强特定视图的特征.Zhang
等[19]提出了鲁棒的低秩核子空间聚类算法,该算法可有效处理多视图数据中的复杂噪声和非线性结

构问题.Chen等[20]提出了一种广义的非凸低秩张量逼近方法,明确地考虑到不同奇异值之间的显著

差异性,能更有效地探索不同视图之间的高阶相关性.此外,赵晓佳等[21]提出了一步张量学习的多视

图子空间聚类方法,联合学习表示张量和亲和矩阵.
1.3 多样性表示

不同视图的数据之间有一定差异,这种差异构成了多视图数据的多样性信息.而多视图子空间聚

类的主要挑战之一就是充分利用数据之间的多样性和互补性信息,获得全面的特征表示.考虑到该问

题,张绎凡等[10]将HSIC作为多样性的衡量引入多视图子空间聚类模型,这种策略尽可能地保留了视

图的多样性信息,并有效提高了聚类性能.HSIC具有以下特征:1)将变量映射到再现 Hilbert空间,
以测量变量之间的相关性,达到可解决变量之间更复杂相关性的效果,如可用于处理非线性相关的情

况;2)在不估计随机变量联合分布的情况下,也可以估计变量之间的相关性,具有明显的计算优势;

3)经验HSIC的结果等价于矩阵乘积的迹,使问题更容易求解.
定义4(HSIC)[10] 给定张量Z∶={(x1,y1),…,(xn,yn)}⊆X×Y,考虑从中得到一系列n个联合

分布pxy的独立观测数据,经验HSIC记作HSIC(Z,F,G),可表示为

HSIC(Z,F,G)=(n-1)-2tr(K1HK2H), (5)
其中:F和G 是两个可分离的再生Hilbert空间;K1 和K2 为Gram矩阵,且k1,ij=k1(xi,xj),k2,ij=
k2(yi,yj),k1(xi,xj)和k2(yi,yj)分别为X 和Y 上的核函数;hij=δij-1/n使Gram矩阵中心化,使其

在特征空间中的均值为零.
1.4 谱嵌入学习

给定一个多视图数据集X=(X1,X2,…,XV)∈ℝdn×v,其包含V 个视图和n 个样本.一般地,多视

图谱聚类方法的目的是从数据空间中学习相应的Laplace矩阵.因此,谱嵌入学习的目标函数可

表示为

min
F
tr(FTLF),

s.t.FTF=I,
(6)

其中:L=D-W 为Laplace矩阵;D 为对角矩阵,其对角元素为di=∑
j
Wij,W 是用于表示数据点之

间相似性的相似矩阵;F为谱嵌入矩阵,由Laplace矩阵L的前c个最小特征值对应的特征向量组成,

c表示簇的个数.

2 TMSCDSE算法

2.1 算法模型

给定多视图数据集X(v)=(X(v)
1 ,X(v)

2 ,…,X(v)
n )∈ℝdv×n,v=1,2,…,V,其中dv 和n 分别表示

第v 个视图的特征维数和样本数量,v表示视图数量.受LRR[5]的启发,通过低秩表示在第v个视图

中学习到的系数矩阵Z(v)具有低秩结构特征,所以从V 个视图学习到的所有系数矩阵都具有相似的低

秩结构.因此,由这些系数矩阵Z(1),Z(2),…,Z(V)可构造一个具有低秩结构的张量Z.为更好地利用低

秩结构和嵌入在张量Z中的高阶信息,目前提出的大多数张量多视图聚类算法都是基于t-SVD实现

的,并取得了满意的聚类效果[22-23].
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现有的低秩张量约束方法通常平等地对待每个奇异值的贡献,使用相同参数收缩所有的奇异值.
但在实际应用中,矩阵的这些非零奇异值存在显著差异,通常前几个较大的奇异值表征矩阵中的重要

结构信息.这种显著差异称为先验信息,其对图像去噪、矩阵补全等都有重要意义.为解决该问题,受

TALR[15]的启发,本文在低秩张量部分采用一种张量自适应对数行列式正则化器,使奇异值的贡献被

区别对待,实现根据奇异值大小自适应选择合适的逼近函数.最初的目标函数可表示为

min
Z(v),E(v)

{‖Z‖TALR+λ‖E‖2,1},

s.t.X(v)=X(v)Z(v)+E(v), v=1,2,…,V,

  E=[E(1);E(2);…;E(V)],

Z=Φ(Z(1),Z(2),…,Z(V)),

(7)

其中Φ(·)表示将多视图的所有系数矩阵Z(v)合并成一个三阶张量Z,‖E‖2,1表示对误差矩阵的稀疏

约束,λ>0用于平衡这两项.为更好地捕捉视图之间的低秩特性,降低计算复杂度,需对构造的

张量Z进行旋转操作.通过式(7)获得最优的系数矩阵,再构造出相似矩阵用于谱聚类得出聚类结果.
通常不同视图包含固有的多样化信息,促成了多视图数据的多样性.因此,为探索嵌入在多视图

数据中的互补信息,本文引入HSIC作为一种相关性的度量方式,通过 HSIC对成对的系数矩阵进行

约束.目标函数进一步表示为

min
Z(v),E(v)

‖Z‖TALR+λ‖E‖2,1+β
2∑v≠w

HSIC(Z(v),Z(w){ }),

s.t.X(v)=X(v)Z(v)+E(v), v=1,2,…,V,

E=[E(1);E(2);…;E(V)],

Z=Φ(Z(1),Z(2),…,Z(V)).

(8)

  此外,现有的大多数聚类方法都将低秩张量学习和谱聚类分两步进行,而聚类指标矩阵依赖于

相似矩阵,如果分开求解不利于得到最优的聚类指标矩阵,导致其很难较好地表征聚类结构.因此,
本文提出将低秩张量学习和谱聚类在一个统一的框架中进行联合优化,得到TMSCDSE算法的目标

函数为

min
Z(v),E(v),F

‖Z‖TALR+λ‖E‖2,1+β
2∑v≠w

HSIC(Z(v),Z(w))+2αtr(FTL췍ZF{ }),

s.t.X(v)=X(v)Z(v)+E(v), v=1,2,…,V, FTF=I,

E=[E(1);E(2);…;E(V)],

Z=Φ(Z(1),Z(2),…,Z(V)),

(9)

其中:L췍Z=D췍Z-췍Z 为Laplace矩阵,췍Z=1V∑
V

v=1

[(Z(v) + Z(v) T)/2]为构造的一致相似矩阵,D췍Z是

一个对角矩阵,其对角项为D췍Z(i,i)=∑
j

(췍Zij+췍Zji);F∈ℝc×N表示聚类指标矩阵,c表示聚类个数;α

和β为两个平衡参数.式(9)不仅充分利用了嵌入在多视图中的高阶信息和多样性信息,而且将低秩张

量学习和谱嵌入学习同时进行,使获得的聚类指标矩阵能更有效地表征聚类结构,达到提高多视图聚

类性能的目的.
2.2 算法优化

采用增广Lagrange乘子算法解决上述优化问题,即更新某个变量时固定其他变量.在优化前,先

引入一个辅助张量变量J∈ℝn×n×V,并且令J=Z,则式(9)的增广Lagrange函数为

L=(Z(1),Z(2),…,Z(V);E(1),E(2),…,E(V);J;F)=

‖J‖TALR+λ‖E‖2,1+β
2∑v≠w

HSIC(Z(v),Z(w))+2αtr(FTL췍ZF)+

∑
V

v=1

(<Y(v),X(v)-X(v)Z(v)-E(v)>+μ
2‖X

(v)-X(v)Z(v)-E(v)‖2F)+
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<W,Z-J>+ρ
2‖Z-J‖2F, (10)

其中矩阵Y(v)和张量W 为两个Lagrange乘子,μ和ρ为惩罚参数.
2.2.1 更新Z(v)

固定变量E,F和J,由于φ-1
(v)(J)=J(v),φ-1

(v)(W)=W(v),因此模型(10)可进一步变为

argmin
Z(v)

β
2∑v≠w

HSIC(Z(v),Z(w))+2αtr(FTL췍ZF)+<W,Z-J>+ρ
2‖Z-J‖2F{ +

∑
V

v=1

(<Y(v),X(v)-X(v)Z(v)-E(v)>+μ
2‖X

(v)-X(v)Z(v)-E(v)‖2F })=

argmin
Z(v)
∑
V

v=1

μ
2

X(v)-X(v)Z(v)-E(v)+Y(v)

μ

2

F
+ρ
2

Z(v)-J(v)+W (v)

ρ

2
æ

è
ç

ö

ø
÷{ F
+

β
2∑v≠w

HSIC(Z(v),Z(w))+2αtr(FTL췍ZF }). (11)

定义P=[P1,…,Pj,…,PN],其中Pj=[‖F1-Fj‖22;…;‖FN-Fj‖22],Fj 是F 的第j行,则有如下

变换:

2tr(FTL췍ZF)=tr(PT췍Z)=trPT 1
V∑

V

v=1

Z(v) + Z(v) T
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =

1
2V∑

V

v=1
tr(PT Z(v) +PT Z(v) T). (12)

  在计算Z(v)时,矩阵Z(w)(v≠w)是固定的.为方便求解,采用HSIC的内积核,即K(v)=Z(v)TZ(v),
因此HSIC可以写成:

∑
V

v=1,v≠w
HSIC(Z(v),Z(w))= ∑

V

v=1,v≠w
tr(HK(v)HK(w))= ∑

V

v=1,v≠w
tr(Z(v)HK(w)HZ(v)T)=tr(Z(v)KZ(v)T), (13)

其中K= ∑
V

v=1,v≠w
HK(v)H.

结合式(12)和式(13),可进一步将模型(11)变为

argmin
Z(v)

β
2tr
(Z(v)KZ(v)T)+ α

2Vtr
(PT Z(v) +PT Z(v) T{ )+

μ
2

X(v)-X(v)Z(v)-E(v)+Y(v)

μ

2

F
+ρ
2

Z(v)-J(v)+W(v)

ρ

2

}F , (14)

再关于Z(v)求偏导,并使求导结果为0,则得到的最优解满足下式:

L(v)Z(v)+Z(v)R(v)=C(v), (15)
其中

L(v)=ρI+μX
(v)TX(v),  R(v)=βK,

C(v)=μX
(v)TX(v)+X(v)TY(v)+ρJ

(v)-μX
(v)TE(v)-W(v)-

α
2V
(P·sign(Z(v)

t-1)+PT·sign(Z(v)
t-1)T). (16)

  上述方程是具有唯一解的标准Sylvester方程[24],所以可以有效求解.
2.2.2 更新E(v)

固定变量Z(v),F和J,则有

argmin
E

λ‖E‖2,1+∑
V

v=1

<Y(v),X(v)-X(v)Z(v)-E(v)>+∑
V

v=1

μ
2‖X

(v)-X(v)Z(v)-E(v)‖2{ }F =

argmin
E

λ
μ
‖E‖2,1+12‖E-D‖2{ }F , (17)

其最优解为
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E*
∶,i=

‖D∶,i‖2-λ/μ
‖D∶,i‖2

D∶,i, ‖D∶,i‖2 >λ
μ
,

0, 其他

ì

î

í
ïï

ïï ,
(18)

其中D∶,i表示D 的第i列,D=(D1,…,DV),Dj=X(j)-X(j)Z(j)+1
μ
Y(j),j=1,2,…,V.

2.2.3 更新J
固定变量Z(v),E(v)和F,可通过以下模型更新J:

J* =argmin
J

‖J‖TALR+<W,Z-J>+ρ
2‖Z-J‖2{ }F =

argmin
J

1
ρ
‖J‖TALR+12 J- Z+1

ρ
æ

è
ç

ö

ø
÷W

2

{ }F , (19)

  为解决上述最小化问题,首先引入下列定理,并在本文算法中总结变量J的更新过程.
定理1[15] 假设τ>0,张量X,Y∈ℝn1×n2×n3,并且Y 的t-SVD分解为Y=UDVT.则对于模型

argmin
X

τ‖X‖TALR+12‖X-Y‖2{ }F , (20)

其最优解为X*,并且X*=UDxVT.其中U∈ℝn1×n2×n3和V∈ℝn1×n2×n3是正交张量,Dx∈ℝn1×n2×n3是

一个f对角张量.当1≤i≤min{n1,n2},1≤j≤n3 时,使췍Dy=fft(Dy,[],3),췍Dx=fft(Dx,[],3),则

췍Dx 的对角元素可通过以下方程得到:

(췍Dx(i,i,j))2+ 1
γ -췍Dy(i,i,jæ

è
ç

ö

ø
÷)췍Dx(i,i,j)+1γ

(τ-췍Dy(i,i,j))=0. (21)

  通过求解式(21)可得其解为

췍Dx(i,i,j)=
(췍Dy(i,i,j)-1/γ)+ Δ

2
,Δ≥0,

0, Δ<0

ì

î

í

ïï

ïï ,
(22)

其中Δ= 1
γ-

췍Dy(i,i,jæ

è
ç

ö

ø
÷)
2

-4γ
(τ-췍Dy(i,i,j)).

算法1 基于定理1更新J.
输入:Z,W,ρ和γ;

步骤1)τ=1
ρ
,M=Z+1

ρ
W;

步骤2)～M=fft(M,[],3);
步骤3)forj=1∶n3do
  [췍U(j),췍D(j)

m ,췍V(j)]=SVD(～M(j));

  由定理1得췍Dg(i,i,j);

  췍J(j)=췍U(j)췍D(j)
m췍V(j)T;

步骤4)endfor
步骤5)J=ifft(췍J,[],3);
输出:张量J.

2.2.4 更新Lagrange乘子Y(v)和W
Y(v)和W 的更新公式分别为

Y(v)* =Y(v)+μ(X
(v)-X(v)Z(v)-E(v)), (23)

W* =W +ρ(Z-J). (24)

2.2.5 更新F
固定变量Z(v),E(v)和J,可通过求解以下模型更新F:

F=argmin
F
tr(FTL췍ZF),

s.t.FTF=I, F∈ ℝN×c.
(25)
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最优解F由Laplace矩阵L췍Z的c个最小特征值对应的特征向量组成.下列算法总结了TMSCDSE算法

的整体优化过程.
算法2 TMSCDSE算法.
输入:给定多视图数据矩阵X(1),X(2),…,X(V),λ,β,α和聚类数量K;
初始化Z(v)=0,E(v)=0,Y(v)=0,J=W=0,μ=10-5,ρ=10-4,η=2,μmax=ρmax=1010,ε=10-7;
while不收敛do
步骤1)利用式(15)更新Z(v);
步骤2)利用式(18)更新E;
步骤3)利用式(23)更新Y(v);
步骤4)得到Z=Φ(Z(1),Z(2),…,Z(V));
步骤5)由算法1得到J;
步骤6)利用式(24)更新W;
步骤7)利用式(25)更新F;
步骤8)更新参数μ和ρ:μ=min{ημ,μmax},ρ=min{ηρ,ρmax};
步骤9)得到(J(1),J(2),…,J(V))=Φ-1(J);
步骤10)根据收敛条件检查是否收敛:‖X(v)-X(v)Z(v)-E(v)‖∞<ε,‖Z(v)-J(v)‖∞<ε;
end
步骤11)得到聚类指标矩阵F,并对其执行k-means算法;
输出:聚类结果C.

2.3 复杂度分析

算法2的计算复杂度主要取决于4个变量Z(v),J,E 和F 的更新.变量Z(v)的优化过程涉及

Sylvester方程的求解,所以计算复杂度为O(VN3).在更新变量J 时,需要提前计算一个维度为

N×V×N的张量的3Dfft和ifft值,以及在Fourier域中 N×V(N≥V)矩阵的 N 个奇异值,因此计

算复杂度为O(VN2log(N)+V2N2).对于更新E的每次迭代,V 个视图的总复杂度为O(VN2).进一

步考虑谱嵌入部分,变量F的计算复杂度为O(N3).其中,V 和N 分别表示视图数量和样本数量.最

后,考虑到迭代次数t和V≤N,所以TMSCDSE算法的总计算复杂度为O(t(VN3+VN2log(N))).

3 实验与结果分析

3.1 实验数据

为验证TMSCDSE算法的有效性,在下列5个数据集上对其进行评估,各数据集的信息列于表1.
表1 多视图数据集信息

Table1 Informationofmulti-viewdatasets

数据集 样本数 视图数 聚类数 视图维数

MSRCv1 210 5 7 24,576,512,256,254
COIL20 1440 3 20 1024,3304,6750
BBCsport 544 2 5 3183,3203
yaleB 650 3 10 2500,3304,6750
ORL 400 3 40 4096,3304,6750

  MSRCv1:该数据集包含树、汽车、自行车、建筑、飞机、牛和人脸7个类别的210张图像,每个

类别有30张图像.在进行聚类实验时,从这些图像中选取5个特征组成该数据集的不同视图.
COIL20:该数据集来自哥伦比亚对象图像库,其包含了20个对象的1440张图像,每个类别由72张

图片构成;并且该数据集使用了3种类型的特征,分别是Intensity,LBP和Gabor.BBCsport:该数据

集包含来自BBC体育网站的544个文档,其对应5个不同的主题,在该数据集上提取两种类型的特征

进行实验.YaleB:该数据集是由美国耶鲁大学发布的来自10个人的650张人脸图像,其每个类包含

65张不同图像,实验选取了Intensity,LBP和Gabor3种类型的特征,从而构成3种多视图.ORL:该
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数据集是一个人脸图像数据集,其包含来自40人的400张人脸图像,在拍摄时间、光线、面部表情等

不同的情况下获取每人的10张人脸图像构成样本,然后再提取Intensity,LBP和Gabor这3种特征构

成该多视图数据的不同视图.
3.2 评价指标

实验采用6个常用的评估指标验证TMSCDSE算法的性能,包括准确性(ACC)、归一化互信息

(NMI)、准确率(Precision)、F 值(F-score)、召回率(Recall)和调整Rand系数(ARI).不同指标侧重

于聚类的不同属性,但都满足其值越大表示聚类性能越好的特点.
3.3 对比方法

基于上述5个数据集和6个评价指标,本文将提出的TMSCDSE算法与现有的多种聚类算法进行

比较.对比算法有多样性诱导的多视图子空间聚类(diversity-inducedmulti-viewsubspaceclustering,

DiMSC)[25]、低秩张量约束的多视图子空间聚类方法(low-ranktensorconstrainedmultiviewsubspace
clustering,LT-MSC)[11]、多视图张量多秩最小化方法(onunifyingmulti-viewself-representationsfor
clusteringbytensormulti-rankminimization,t-SVD-MSC)[13]、多视图光谱聚类的增强张量学习

(essentialtensorlearningformulti-viewspectralclustering,ETLMSC)[22]、自适应加权Procrustes方

法(multiviewclusteringviaadaptivelyweightedProcrustes,AWP)[26]、多视图一致图聚类方 法

(multiviewconsensusgraphclustering,MCGC)[27]、基于图的多视图聚类系统方法(astudyofgraph-
basedsystemformulti-viewclustering,GBS)[28]、多视图聚类的相似矩阵低秩逼近与不一致分离融合

方法(asimilaritymatrixlow-rankapproximationandinconsistencyseparationfusionapproachfor
multi-viewclustering,FAMvC)[29]、基于低秩矩阵分解的秩一致性诱导多视图子空间聚类方法(rank
consistencyinducedmultiviewsubspaceclusteringvialow-rankmatrixfactorization,RC-MSC)[30]和
统一一步多视图光谱聚类方法(unifiedone-stepmulti-viewspectralclustering,UOMvSC)[31].

在对所有对比算法进行实验时都采用原文献中所给的最优参数,以实现最佳结果.此外,由于所

有算法最终都是基于k-means实现的,所以为减少随机初始化带来的误差,对所有对比算法以及

TMSCDSE算法都重复运行20次,取其平均值作为最终聚类结果进行记录.
3.4 实验结果

表2~表6分别列出了各算法在上述5个数据集上的聚类结果.由表2~表6可见,大多数情况下

TMSCDSE算法都优于其他聚类算法.这可能是因为该算法能根据奇异值的不同大小,自适应地选择

合适的逼近函数.此外,TMSCDSE算法将低秩张量学习、多样性学习和谱嵌入学习在一个统一的框

架中进行,使学习到的系数矩阵能更好地表征聚类结构,并有效结合了多视图数据的一致性信息和多

样性信息.例如,在数据集BBCsport上与次优方法相比,TMSCDSE算法在 ACC,NMI,F-score,

Precision,Recall和ARI6个指标上分别实现了1.1,3.5,1.4,1.9,2.5,2.6个百分点的改进.在数据

集yaleB上这6个指标分别提高了33.4,27.7,41.4,38.8,36.0,43.4个百分点,提升效果更明显.
表2 不同算法在数据集 MSRCv1上的聚类性能对比

Table2 ComparisonofclusteringperformanceofdifferentalgorithmsonMSRCv1dataset

算法 ACC NMI Precision F-score Recall ARI
DiMSC 0.722 0.627 0.606 0.613 0.621 0.550
LT-MSC 0.820 0.750 0.694 0.717 0.741 0.670
t-SVD-MSC 0.991 0.982 0.980 0.981 0.982 0.978
ETLMSC 0.849 0.801 0.753 0.770 0.789 0.732
AWP 0.748 0.716 0.605 0.682 0.783 0.623
MCGC 0.762 0.712 0.647 0.691 0.741 0.637
GBS 0.833 0.790 0.703 0.749 0.803 0.706
FAMvC 0.767 0.724 0.658 0.697 0.741 0.645
RC-MSC 0.859 0.758 0.759 0.754 0.749 0.714
UOMvSC 0.905 0.819 0.814 0.819 0.826 0.790
TMSCDSE 0.995 0.989 0.990 0.990 0.990 0.989
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表3 不同算法在数据集COIL20上的聚类性能对比

Table3 ComparisonofclusteringperformanceofdifferentalgorithmsonCOIL20dataset

算法 ACC NMI Precision F-score Recall ARI
DiMSC 0.764 0.834 0.714 0.724 0.734 0.709
LT-MSC 0.703 0.784 0.613 0.637 0.663 0.617
t-SVD-MSC 0.809 0.884 0.753 0.772 0.793 0.760
ETLMSC 0.882 0.955 0.849 0.884 0.923 0.878
AWP 0.679 0.886 0.525 0.663 0.898 0.641
MCGC 0.748 0.859 0.547 0.647 0.792 0.625
GBS 0.791 0.941 0.694 0.794 0.929 0.782
FAMvC 0.843 0.949 0.743 0.828 0.934 0.818
RC-MSC 0.759 0.824 0.724 0.715 0.706 0.699
UOMvSC 0.824 0.941 0.795 0.819 0.926 0.809
TMSCDSE 0.910 0.950 0.890 0.899 0.908 0.893

表4 不同算法在数据集BBCsport上的聚类性能对比

Table4 ComparisonofclusteringperformanceofdifferentalgorithmsonBBCsportdataset

算法 ACC NMI Precision F-score Recall ARI
DiMSC 0.829 0.654 0.759 0.750 0.741 0.673
LT-MSC 0.926 0.803 0.845 0.858 0.871 0.813
t-SVD-MSC 0.987 0.958 0.984 0.978 0.972 0.971
ETLMSC 0.928 0.925 0.931 0.925 0.919 0.902
AWP 0.634 0.501 0.454 0.564 0.744 0.380
MCGC 0.570 0.330 0.324 0.456 0.770 0.181
GBS 0.857 0.865 0.802 0.877 0.968 0.834
FAMvC 0.559 0.304 0.392 0.489 0.649 0.272
RC-MSC 0.840 0.725 0.796 0.793 0.791 0.728
UOMvSC 0.526 0.314 0.379 0.437 0.935 0.209
TMSCDSE 0.998 0.993 0.998 0.997 0.997 0.997

表5 不同算法在数据集yaleB上的聚类性能对比

Table5 ComparisonofclusteringperformanceofdifferentalgorithmsonyaleBdataset

算法 ACC NMI Precision F-score Recall ARI
DiMSC 0.620 0.644 0.497 0.523 0.552 0.468
LT-MSC 0.468 0.473 0.323 0.346 0.373 0.269
t-SVD-MSC 0.554 0.583 0.423 0.448 0.476 0.384
ETLMSC 0.244 0.173 0.164 0.167 0.171 0.074
AWP 0.585 0.579 0.478 0.505 0.529 0.444
MCGC 0.414 0.411 0.282 0.282 0.346 0.186
GBS 0.434 0.449 0.204 0.265 0.378 0.157
FAMvC 0.605 0.574 0.318 0.386 0.492 0.303
RC-MSC 0.511 0.501 0.410 0.341 0.292 0.255
UOMvSC 0.400 0.409 0.234 0.273 0.328 0.179
TMSCDSE 0.954 0.921 0.911 0.911 0.912 0.902

  在这些对比算法中,基于张量的方法包括LT-MSC,t-SVD-MSC和ETLMSC,从聚类结果可观察

到TMSCDSE算法的性能基本都优于这些算法,原因可能是这些算法将低秩张量的学习过程与谱聚类

的过程分两步进行,忽略了其中的依赖关系,使学习聚类指标矩阵的准确性降低,从而进一步影响了

最终的聚类结果.针对该问题,TMSCDSE算法将低秩张量学习和谱嵌入学习集成在一个统一的模型

中同时进行优化,经过迭代后可直接获得聚类指标矩阵.
基于图的方法 MCGC,GBS和FAMvC在5个数据集上的结果都不如张量低秩方法,这是因为数
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据集中通常包含一些噪声和冗余信息,对构造出的图质量会产生一定影响.DiMSC算法与TMSCDSE
算法都采用了HSIC作为多样性的衡量,表明充分利用视图间的多样性信息对提升聚类性能有较大作

用.此外,TMSCDSE算法能更全面地探索嵌入在所有多视图中的高阶相关信息和互补信息.
表6 不同算法在数据集ORL上的聚类性能对比

Table6 ComparisonofclusteringperformanceofdifferentalgorithmsonORLdataset

算法 ACC NMI Precision F-score Recall ARI
DiMSC 0.798 0.909 0.694 0.738 0.789 0.732
LT-MSC 0.806 0.914 0.708 0.752 0.802 0.746
t-SVD-MSC 0.963 0.992 0.945 0.964 0.985 0.964
ETLMSC 0.880 0.969 0.826 0.879 0.939 0.876
AWP 0.683 0.873 0.567 0.652 0.769 0.643
MCGC 0.712 0.873 0.462 0.567 0.734 0.555
GBS 0.633 0.857 0.232 0.360 0.801 0.337
FAMvC 0.780 0.898 0.643 0.706 0.783 0.699
RC-MSC 0.777 0.865 0.704 0.669 0.637 0.652
UOMvSC 0.858 0.926 0.768 0.798 0.832 0.794
TMSCDSE 0.973 0.995 0.960 0.974 0.989 0.974

3.5 参数分析

TMSCDSE算法中含有3个重要参数,分别为α,β和λ.其中,参数α表示谱嵌入项的重要性,
参数β表示视图之间的差异,参数λ表示与多视图数据的损坏程度密切相关.即在[1×10-9,1×10-8,

1×10-7,1×10-6,1×10-5]内调整α,在[1×10-4,5×10-4,1×10-3,5×10-3,0.01,0.05,0.1,0.5]内
调整λ,在[1×10-5,5×10-5,1×10-4,5×10-4,1×10-3,5×10-3,0.01,0.05]内调整β.通过在上述

范围内进行参数调优,找到每个数据集对应的最优参数,然后获取最优的聚类结果.
以两个数据集 MSRCv1和COIL20为例,图2为固定参数α时,不同参数β,λ对评价指标ACC的

影响.由图2(A)可见,数据集 MSRCv1对β和λ 有一定的敏感性,不同参数取值使算法性能出现波

动.由图2(B)可见,当参数β在[5×10-5,1×10-4,5×10-4,1×10-3,5×10-3,0.01]内调整和参数λ
在[1×10-4,5×10-4,1×10-3,5×10-3,0.01,0.05,0.1]内调整时,算法性能的波动较小,有一定的鲁

棒性.说明低秩张量学习和多样性学习之间相互联系,只有同时考虑这两项的不同重要性才能获得最

佳的聚类结果.

图2 在数据集 MSRCv1和COIL20上对参数β和λ的敏感性分析

Fig.2 SensitivityanalysisofparametersβandλonMSRCv1andCOIL20datasets

图3为固定参数β和λ时,参数α在数据集 MSRCv1和COIL20上的取值变化对算法聚类性能的

影响.由图3可见,随着α的变化,ACC和NMI对应的值发生明显波动.当α=1×10-8时,两个数据

集均可获得最佳性能.而当α>1×10-8时,TMSCDSE算法的聚类性能显著下降.这可能是因为低秩

张量学习捕获了嵌入在不同视图之间的高阶相关信息和互补信息,且多样性项充分考虑到多视图的多

样性信息,使学习到的系数矩阵已经很好地表征了数据之间的关系.谱嵌入项是为了使学习到的系数
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图3 在数据集 MSRCv1和COIL20上对参数α的敏感性分析

Fig.3 SensitivityanalysisofparametersαonMSRCv1andCOIL20datasets

矩阵进一步利用聚类结构,为减少其对前两部分已经取得效果的影响,所以应给参数α赋予一个

较小值.
3.6 收敛性分析

当存在3个或更多变量时,非精确的ALM的收敛性无法确定[5].由算法2可见,TMSCDSE算法

存在4个块变量Z,E,J和F,所以很难证明该算法的收敛性.因此,为验证优化算法的收敛性,本文

采用重构误差(RE)和匹配误差(ME)绘制收敛曲线,并在图4中给出 TMSCDSE算法在数据集

BBCsport和yaleB上的收敛曲线.其中,重构误差和匹配误差分别定义为

RE=1V∑
V

v=1
‖X(v)-X(v)Z(v)-E(v)‖∞, (26)

ME=1V∑
V

v=1
‖Z(v)-J(v)‖∞. (27)

图4 在数据集BBCsport和yaleB上的收敛曲线

Fig.4 ConvergencecurvesonBBCsportandyaleBdatasets

  由图4可见,随着迭代次数的增加,停止准则的值趋于0,而且在迭代约45次时已经达到稳定水

平,从而证明了TMSCDSE算法的收敛性.
3.7 消融实验

为进一步说明TMSCDSE算法的有效性,对其进行消融实验分别考察谱嵌入部分和多样性部分的

作用.第一个实验:去掉其中的多样性项,仅考虑谱嵌入项的作用,将其表示为TMSCDSE-S.第二个

实验:仅考虑加入多样性项,去除最后的谱嵌入项,将其表示为 TMSCDSE-D.这两个实验以及

TMSCDSE算法在 ACC和 NMI指标上的聚类结果如图5所示.由图5可见,TMSCDSE-D 和

TMSCDSE-S算法的聚类效果在5个数据集上都不如TMSCDSE算法.因此,只有同时考虑到多视图

数据的多样性,以及将系数矩阵和谱聚类的学习过程在一个统一框架中同时进行,才能实现最佳的

聚类效果.
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图5 TMSCDSE算法性能的消融实验结果

Fig.5 ResultsofablationexperimentofTMSCDSEalgorithmperformance

综上所述,针对如何有效利用多视图的多样性信息和高阶信息,并建立系数矩阵的学习过程与谱

聚类之间联系的问题,本文提出了一种融合低秩张量学习、多样性学习和谱嵌入学习的多视图子空间

聚类统一框架,称为基于多样性和谱嵌入的张量多视图子空间聚类算法(TMSCDSE).首先,利用

所有视图的系数矩阵构造一个三阶张量,以充分挖掘多视图数据中的高阶相关性,并采用对数行列式

正则化项恢复低秩张量.其次,考虑到不同视图的多样性,采用Hilbert-Schmidt独立准则对视图的系

数矩阵进行约束.最后,通过联合谱嵌入构建统一的模型框架,学习更有效的聚类指标矩阵,再利用

k-means算法得到最终的聚类结果.在5个真实数据集上进行大量对比实验的结果表明,TMSCDSE
算法优越性显著.
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