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摘要:首先,通过给定一个Hom-李代数及其表示,证明Hom-李代数上的强拟迹函数可以诱

导3-Hom-李代数及其表示,从而证明Hom-李代数上的广义Reynolds算子也是诱导3-Hom-
李代数上的广义Reynolds算子;其次,研究Hom-NS-李代数和广义Reynolds算子的相互导

出性质,并给出相应范畴的伴随关系.
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Reynolds算子[1],也称为时间平均算子,目前广泛应用于泛函分析和不变理论中,并且与几何、
代数自同构、导子、有理G-模等有密切联系.在对扭曲Poisson理论的研究中,Uchino[2]在结合代数

上引入了广义Reynolds算子(也称为扭曲Rota-Baxter算子)的概念.受 Uchino工作的启发,Das[3]

引入了李代数上广义Reynolds算子的上同调,并研究了其形变理论;Hou等[4]建立了3-李代数上的

广义Reynolds算子的上同调,并给出了广义Reynolds算子、Nijenhuis算子和 NS-3-李代数之间的

关系;Li等[5]给出了3-Hom-李代数的广义Reynolds算子的上同调,并利用 Hom-李代数的迹函数方

法,构造了3-Hom-李代数上的广义Reynolds算子和3-Hom-NS-李代数.



作为迹函数的推广,文献[6]引入了李代数的拟迹函数的概念,并证明其可以诱导3-李代数;
文献[7]利用李代数的拟迹函数得到了相对Rota-Baxter算子的若干刻画.本文考虑迹函数在 Hom-型
代数上的推广,首先引入Hom-李代数的拟迹函数和强拟迹函数,并证明Hom-李代数的强拟迹函数可

以诱导出3-Hom-李代数及其表示;其次,证明在强拟迹函数条件下,给定一个 Hom-李代数及其表

示,Hom-李代数的广义 Reynolds算子也是强拟迹函数诱导的3-Hom-李代数及其表示的广义

Reynolds算子;最后,研究Hom-NS-李代数与广义Reynolds算子的相互导出性质,得到了其对应范

畴间的伴随关系.本文所有的线性空间和代数都在特征为零的域KK上.

1 预备知识

定义1[8] Hom-李代数(g,[·,·],α)由一个线性空间g、一个双线性映射[·,·]:∧2g→g和

一个线性映射α:g→g组成,且满足如下Hom-Jacobi恒等式:
[α(x),[y,z]]+[α(y),[z,x]]+[α(z),[x,y]]=0,  ∀x,y,z∈g.

如果α满足α([x,y])=[α(x),α(y)],则称(g,[·,·],α)是保积Hom-李代数.
本文考虑保积Hom-李代数,并简称为Hom-李代数.由于任意一个李代数(g,[·,·])均可视为

一个Hom-李代数(g,[·,·],Idg),因此,Hom-李代数是李代数的一种推广.
定义2[9] 设(g,[·,·],α)是Hom-李代数,V 是线性空间,g在线性空间V 上关于A∈gl(V)的

表示是一个线性映射ρ:g→gl(V),满足

ρ(α(x))췍A=A췍ρ(x),

ρ([x,y])췍A=ρ(α(x))췍ρ(y)-ρ(α(y))췍ρ(x),  ∀x,y∈g.
Hom-李代数g在V 上关于A∈gl(V)的表示记作(V,ρ,A).

特别地,(g,ad,α)是 Hom-李代数g在自身g上关于α的表示,称为 Hom-李代数的伴随表示,
其中ad:g→gl(g)定义为ad(x)(y)=[x,y],∀x,y∈g.

下面考虑Hom-李代数的上同调[9].设(g,[·,·],α)是Hom-李代数,(V,ρ,A)是g关于A 的表

示.对任意的xi∈g,定义g上且系数在(V,ρ,A)中的p-Hom-上链空间为

Cp
α,A(g,V)={f∈Hom(∧pg,V)A췍f(x1,…,xp)=f(α(x1),…,α(xp))}.

令f∈Cp
α,A(g,V),定义d:Cp

α,A(g,V)→Cp+1
α,A (g,V)为

d(f)(x1,…,xp+1)=∑
p+1

j=1

(-1)j+1ρ(αp(xj))f(x1,…,̂xj,…,xp+1)+

∑
1≤j<k≤p+1

(-1)j+kf([xj,xk],α(x1),…,̂xj,…,̂xk,…,α(xp+1)), (1)

其中αp 表示线性映射α的p 次复合.于是d췍d=0,因此d是上边缘算子.用Zp(g,V)和Bp(g,V)分别

表示p-阶闭链和p-阶上边缘的集合,则Hom-李代数(g,[·,·],α)的p-阶上同调群为

Hp
ρ(g,V)=Zp

ρ(g,V)/Bp
ρ(g,V).

特别地,将伴随表示ad对应的p-阶闭链、p-阶上边缘和p-阶上同调群分别记作Zp
ad(g),Bp

ad(g)和
Hp
ad(g).此时,若f=-[·,·],即f(x,y)=-[x,y],∀x,y∈g,则f∈Z2ad(g).

定义3[10-11] 设(g,[·,·],α)是 Hom-李代数,(V,ρ,A)是g关于A 的表示,令Φ∈Z2ρ(g,V).
如果线性映射R:V→g满足如下恒等式:

α췍R=R췍A,
[Ru,Rv]=R(ρ(Ru)v-ρ(Rv)u+Φ(Ru,Rv)),  ∀u,v∈V,

则线性映射R 称为Hom-李代数(g,[·,·],α)上的Φ-广义Reynolds算子.
定义4 设(g,[·,·],α)是Hom-李代数,τ∈g*,如果τ满足

τ(α(x))τ(y)=τ(x)τ(α(y)), τ([x,y,z]τ)=0, ∀x,y,z∈g,
其中

[x,y,z]τ=τ(x)[y,z]+τ(y)[z,x]+τ(z)[x,y]∶=
x,y,z

τ(x)[y,z], (2)
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这里
x,y,z

表示对变量x,y,z的轮换求和,则称线性函数τ是Hom-李代数(g,[·,·],α)上的拟迹函数.
如果τ满足

τ췍α=τ, τ([x,y,z]τ)=0, ∀x,y,z∈g, (3)
则称线性函数τ是Hom-李代数(g,[·,·],α)上的强拟迹函数.

注1 由定义4可知,Hom-李代数(g,[·,·],α)上的强拟迹函数一定是拟迹函数.另一方面,
当α=Idg时,Hom-李代数上的强拟迹函数和拟迹函数等价,其含义即为李代数(g,[·,·])上的拟迹

函数[6].因此,Hom-李代数上的强拟迹函数和拟迹函数是李代数上拟迹函数概念的推广.
定义5[12] 3-Hom-李代数(g,[·,·,·],α)由一个线性空间g、一个三元反对称线性映射

[·,·,·]:∧3g→g和一个线性映射α:g→g组成,满足

α([x1,x2,x3])=[α(x1),α(x2),α(x3)],  ∀x1,x2,x3 ∈g,
且对∀x,y,z,w,t∈g有下列3-Hom-Jacobi恒等式成立:

[α(x),α(y),[z,w,t]]=[[x,y,z],α(w),α(t)]+[α(z),[x,y,w],α(t)]+
[α(z),α(w),[x,y,t]].

  引理1 设τ是Hom-李代数(g,[·,·],α)上的强拟迹函数,则(g,[·,·,·]τ,α)是3-Hom-
李代数,称为由强拟迹函数诱导的3-Hom-李代数,简记为gτ,其中三元括号[·,·,·]τ 由式(2)
给出.

证明:由定义5直接验证即得.
定义6[13] 设(g,[·,·,·],α)是3-Hom-李代数,V 是线性空间,g在线性空间V 上关于

A∈gl(V)的表示是一个线性映射 ～ρ:∧2g→gl(V),满足如下恒等式:
～ρ(α(x),α(y))췍A=A췍～ρ(x,y), (4)

～ρ(α(x),α(y))～ρ(z,w)- ～ρ(α(z),α(w))～ρ(x,y)=
(～ρ([x,y,z],α(w))+ ～ρ(α(z),[x,y,w]))췍A, (5)

～ρ([x,y,z],α(w))췍A- ～ρ(α(x),α(y))～ρ(z,w)=
～ρ(α(y),α(z))～ρ(x,w)+ ～ρ(α(z),α(x))～ρ(y,w), ∀x,y,z,w∈g. (6)

3-Hom-李代数g在V 上关于A∈gl(V)的表示记作(V,～ρ,A).

显然,(g,～ad,α)是3-Hom-李代数g在自身g上关于α的表示,称为3-Hom-李代数g的伴随表

示,这里 ～ad:∧2g→gl(g)定义为 ～ad(x,y)(z)=[x,y,z],∀x,y,z∈g.
引理2 设(V,ρ,A)是Hom-李代数(g,[·,·],α)的表示,τ∈g*是(g,[·,·],α)的强拟迹函数.

定义ρτ:∧2g→gl(V)为
ρτ(x,y)=τ(x)ρ(y)-τ(y)ρ(x),  x,y∈g, (7)

则(V,ρτ,A)是诱导3-Hom-李代数(g,[·,·,·]τ,α)的表示.
证明:由定义6,只需证式(4)~(6)成立.不失一般性,下面只证式(6)成立.对任意的

x,y,z,w∈g和v∈V,由式(3)可知

ρτ([x,y,z]τ,α(w))췍A-ρτ(α(x),α(y))ρτ(z,w)=
-τ(α(w))ρ([x,y,z]τ)췍A-
(τ(α(x))ρ(α(y))-τ(α(y))ρ(α(x)))(τ(z)ρ(w)-τ(w)ρ(z))=
-τ(w)τ(x)ρ([y,z])췍A-τ(w)τ(y)ρ([z,x])췍A-

τ(w)τ(z)ρ([x,y])췍A-τ(x)τ(z)ρ(α(y))ρ(w)+
τ(x)τ(w)ρ(α(y))ρ(z)+τ(y)τ(z)ρ(α(x))ρ(w)-
τ(y)τ(w)ρ(α(x))ρ(z)=
τ(w)τ(x)ρ(α(z))ρ(y)-τ(w)τ(y)ρ(α(z))ρ(x)-
τ(w)τ(z)ρ(α(x))ρ(y)+τ(w)τ(z)ρ(α(y))ρ(x)-
τ(x)τ(z)ρ(α(y))ρ(w)+τ(y)τ(z)ρ(α(x))ρ(w)=
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ρτ(α(y),α(z))ρτ(x,w)+ρτ(α(z),α(x))ρτ(y,w),
因此式(6)成立,证毕.

下面给出3-Hom-李代数的上同调[13].设(g,[·,·,·],α)是3-Hom-李代数,(V,～ρ,A)是g
关于A 的表示,g上并且系数在(V,～ρ,A)中的p-Hom-上链空间췍Cp

α,A(g,V)定义为如下集合:
{f∈Hom(췍p-1(∧2g)∧g,V)A췍f(X1,…,Xp-1,z)=f(α(X1),…,α(Xp-1),α(z))},

其中Xi=xi∧yi∈∧2g,α(Xi)=α(xi)∧α(yi),z∈g,1≤i≤p-1.
对任意的f∈췍Cp

α,A(g,V),定义∂:췍Cp
α,A(g,V)→췍Cp+1

α,A (g,V)为
∂(f)(X1,…,Xp,z)= ∑

1≤j<k≤p

(-1)jf(α(X1),…,̂Xj,…,α(Xk-1),[Xj,Xk]F,α(Xk+1),…,α(Xp),α(z))+

∑
p

j=1

(-1)jf(α(X1),…,̂Xj,…,α(Xp),[Xj,z])+

∑
p

j=1

(-1)j+1～ρ(αp(Xj))f(X1,…,̂Xj,…,Xp,z)+

(-1)p+1～ρ(αp(yp),αp(z))f(X1,…,Xp-1,xp)+
(-1)p+1～ρ(αp(z),αp(xp))f(X1,…,Xp-1,yp), (8)

这里Xi=xi∧yi∈∧2g,z∈g,1≤i≤p,[Xj,z]=[xj,yj,z],并且[Xj,Xk]F 定义为

[Xj,Xk]F =[xj,yj,xk]∧α(yk)+α(xk)∧ [xj,yj,yk].
由于∂췍∂=0,因此∂是上边缘算子.用췍Zp

ρ~
(g,V)和췍Bp

ρ~
(g,V)分别表示p-阶闭链和p-阶上边缘的集合,

则3-Hom-李代数(g,[·,·,·],α)的p-阶上同调群为
～Hp

ρ~
(g,V)=췍Zp

ρ~
(g,V)/췍Bp

ρ~
(g,V).

特别地,伴随表示 ～ad对应的p-阶闭链、p-阶上边缘和p-阶上同调群分别记为췍Zp
～ad(g),췍Bp

～ad(g)和～Hp
～ad(g).

定义 7[5] 设(g,[·,·,·],α)是 3-Hom-李 代 数,(V,～ρ,A)是g关 于 A 的 表 示,令

Φ∈췍Z2
ρ~
(g,V).对任意u,v,w∈V,如果线性映射R:V→g满足如下恒等式:

α췍R=R췍A, (9)
[Ru,Rv,Rw]=R(～ρ(Ru,Rv)w+ ～ρ(Rv,Rw)u+ ～ρ(Rw,Ru)v+Φ(Ru,Rv,Rw)), (10)

则线性映射R 称为3-Hom-李代数(g,[·,·,·],α)上的Φ-广义Reynolds算子.
引理3 设(V,ρ,A)是Hom-李代数(g,[·,·],α)的表示,τ∈g*是(g,[·,·],α)的强拟迹函数,

则下列结论成立:

1)Z1ρ(g,V)⊆췍Z1
ρτ
(gτ,V);

2)令Φ∈Z2ρ(g,V),定义
췍Φ(x,y,z)∶=τ(x)Φ(y,z)+τ(y)Φ(z,x)+τ(z)Φ(x,y),  ∀x,y,z∈g,

则췍Φ∈췍Z2
ρτ
(gτ,V),其中ρτ 是强拟迹函数τ诱导的3-Hom-李代数gτ 的表示,由式(7)给出.

证明:1)对任意的f∈Z1ρ(g,V),有A췍f=f췍α,且

d(f)(x,y)=ρ(α(x))f(y)-ρ(α(y))f(x)-f([x,y])=0,  ∀x,y∈g.
令x,y,z∈g,由式(7),(8)和τ췍α=τ,直接计算可知

∂(f)(x,y,z)=ρτ(α(x),α(y))f(z)+ρτ(α(y),α(z))f(x)+

ρτ(α(z),α(x))f(y)-f([x,y,z]τ)=
τ(x)d(f)(y,z)+τ(y)d(f)(z,x)+τ(z)d(f)(x,y)=0.

  2)由于Φ∈Z2ρ(g,V),所以对任意的x,y∈g,有A췍Φ(x,y)=Φ(α(x),α(y))且d(Φ)=0.其中,

d(Φ)(x,y,z)=ρ(α2(x))Φ(y,z)+ρ(α2(y))Φ(z,x)+ρ(α2(z))Φ(x,y)-
Φ([x,y],α(z))-Φ([y,z],α(x))-Φ([z,x],α(y)), ∀x,y,z∈g.

一方面,对任意的x,y,z∈g,由于A췍Φ(x,y)=Φ(α(x),α(y))且τ췍α=τ,因此

A췍췍Φ(x,y,z)=A(τ(x)Φ(y,z)+τ(y)Φ(z,x)+τ(z)Φ(x,y))=
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τ(x)Φ(α(y),α(z))+τ(y)Φ(α(z),α(x))+τ(z)Φ(α(x),α(y))=
τ(α(x))Φ(α(y),α(z))+τ(α(y))Φ(α(z),α(x))+τ(α(z))Φ(α(x),α(y))=
췍Φ(α(x),α(y),α(z)),

从而췍Φ∈췍C2
α,A(gτ,V).另一方面,对任意的X1=x1∧x2,X2=x3∧x4∈∧2g,x5∈g,有

∂(췍Φ)(X1,X2,x5)=-췍Φ([X1,X2]F,α(x5))-췍Φ(α(x3),α(x4),[x1,x2,x5]τ)+
췍Φ(α(x1),α(x2),[x3,x4,x5]τ)+

ρτ(α2(x1),α2(x2))췍Φ(x3,x4,x5)-ρτ(α2(x3),α2(x4))췍Φ(x1,x2,x5)-

ρτ(α2(x4),α2(x5))췍Φ(x1,x2,x3)-ρτ(α2(x5),α2(x3))췍Φ(x1,x2,x4)=
τ(x1)τ(x3)d(췍Φ)(x2,x4,x5)+τ(x1)τ(x4)d(췍Φ)(x2,x5,x3)+
τ(x1)τ(x5)d(췍Φ)(x2,x3,x4)-τ(x2)τ(x3)d(췍Φ)(x1,x4,x5)-
τ(x2)τ(x4)d(췍Φ)(x1,x5,x3)-τ(x2)τ(x5)d(췍Φ)(x1,x3,x4)=0,

从而得췍Φ∈췍Z2
ρτ
(gτ,V).证毕.

设(V,ρ,A)是 Hom-李代数(g,[·,·],α)的表示,τ∈g* 是(g,[·,·],α)的强拟迹函数.由

引理1和引理2知,(g,[·,·,·]τ,α)是强拟迹函数τ 诱导的3-Hom-李代数,且(V,ρτ,A)是
(g,[·,·,·]τ,α)的表示.进一步,由引理3可得如下定理.

定理1 若R:V→g是 Hom-李代数(g,[·,·],α)上的Φ-广义Reynolds算子,则R 也是诱导

3-Hom-李代数(g,[·,·,·]τ,α)上的췍Φ-广义Reynolds算子.
证明:由于R 是Hom-李代数(g,[·,·],α)上的Φ-广义Reynolds算子,所以Φ∈Z2ρ(g,V).由

引理3可知,췍Φ∈췍Z2
ρτ
(gτ,V).因此,只需证式(9)和式(10)成立,其中式(9)成立显然,下证式(10)成

立.对任意的u,v,w∈V,有

[Ru,Rv,Rw]τ=τ(Ru)[Rv,Rw]+τ(Rv)[Rw,Ru]+τ(Rw)[Ru,Rv]=
τ(Ru)R(ρ(Rv)w-ρ(Rw)v+Φ(Rv,Rw))+τ(Rv)R(ρ(Rw)u-ρ(Ru)w+
Φ(Rw,Ru))+τ(Rw)R(ρ(Ru)v-ρ(Rv)u+Φ(Ru,Rv))=
R(τ(Ru)ρ(Rv)w-τ(Rv)ρ(Ru)w+τ(Rv)ρ(Rw)u-τ(Rw)ρ(Rv)u+
τ(Rw)ρ(Ru)v-τ(Ru)ρ(Rw)v+τ(Ru)Φ(Rv,Rw)+
τ(Rv)Φ(Rw,Ru)+τ(Rw)Φ(Ru,Rv))=
R(ρτ(Ru,Rv)w+ρτ(Rv,Rw)u+ρτ(Rw,Ru)v+췍Φ(Ru,Rv,Rw)),

结论得证.
注2 由定义4可知,定理1是在τ∈g*强拟迹函数条件下得到的,文献[5]考虑了关于线性函数τ

的其他条件,即在

τ(α(x))ρ(y)=τ(x)ρ(y), τ([x,y])=0, ∀x,y∈g
的情况下也得到了定理1的类似结果.

2 主要结果

作为 Hom-李 代 数 的 广 义 Reynolds算 子 的 底 层 结 构,下 面 考 虑 Hom-NS-李 代 数,并 给 出

Hom-NS-李代数和广义Reynolds算子的相互导出性质.进一步,考虑 Hom-NS-李代数范畴和广义

Reynolds算子范畴,并给出它们之间的伴随关系.
定义8[11] Hom-NS-李代数(g,{·,·},·,· ,α)是一个向量空间g,并赋予双线性映射

{·,·}:g췍g→g,  ·,· :g∧g→g
和一个线性映射α:g→g,满足对任意的x,y,z∈g下式成立:

α({x,y})={α(x),α(y)},  α(x,y )= α(x),α(y),
{{x,y},α(z)}-{α(x),{y,z}}-{{y,x},α(z)}+{α(y),{x,z}}+{x,y ,α(z)}=0,

x,y,z
α(x),[y,z]* +

x,y,z
{α(x),y,z }=0,
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其中[x,y]*={x,y}-{y,x}+ x,y .
引理4[11] 设(g,{·,·},·,· ,α)是 Hom-NS-李代数,则(g,[·,·]*,α)是 Hom-李代数,

称为(g,{·,·},·,· ,α)的相邻 Hom-李代数,并且(g,{·,·},·,· ,α)称为(g,[·,·]*,α)
的兼容Hom-NS-李代数.

定义9 Hom-NS-李代数之间的态射η:(g,{·,·},·,· ,α)→(g′,{·,·}′,·,·′,α′)是
一个线性映射η:g→g′,满足对任意的x,y∈g下式成立:

η({x,y})={η(x),η(y)}′, η(x,y )= η(x),η(y)′, η췍α=α′췍η.
  设(g,{·,·},·,· ,α)是Hom-NS-李代数,线性映射β:g→gl(g)和Φ:∧2g→g分别定义为

β(x)(y)={x,y}, Φ(x,y)= x,y , ∀x,y∈g.
  定理2 沿用上述记号,则下列结论成立:

1)(g,β,α)是相邻Hom-李代数(g,[·,·]*,α)的表示;

2)恒等映射Idg:g→g是(g,[·,·]*,α)关于表示(g,β,α)的Φ-广义Reynolds算子.
证明:1)因为对任意的x,y∈g,α({x,y})={α(x),α(y)},所以β(α(x))췍α=α췍β(x)成立.下面

只需证

β([x,y]*)췍α=β(α(x))췍β(y)-β(α(y))췍β(x).
令x,y,z∈g,直接计算可得

β([x,y]*)(α(z))={{x,y}-{y,x}+ x,y ,α(z)}={α(x),{y,z}}-{α(y),{x,z}}=

β(α(x))(β(y)(z))-β(α(y))(β(x)(z)),
从而结论1)成立.
2)一方面,α췍Idg=Idg췍α显然成立.另一方面,对任意的x,y∈g,有

Idg(β(Idgx)(y)-β(Idgy)(x)+Φ(x,y))={x,y}-{y,x}+ x,y =
[x,y]* =[Idgx,Idgy]*,

因此Idg是(g,[·,·]*,α)关于表示(g,β,α)的Φ-广义Reynolds算子.证毕.
引理5[11] 设R:V→g是Hom-李代数(g,[·,·],α)上关于表示(V,ρ,A)的Φ-广义Reynolds算

子,则(V,{·,·}V,·,· V,A)是一个Hom-NS-李代数,其中

{u,v}V =ρ(Ru)v, u,v V =Φ(Ru,Rv), ∀u,v∈V.
  定理3 设(g,[·,·],α)是Hom-李代数,则在g上存在一个兼容的 Hom-NS-李代数结构当且

仅当存在(g,[·,·],α)上关于一个表示 (V,ρ,A)的可逆的Φ-广义Reynolds算子R:V→g.进一步,

g上兼容的Hom-NS-李代数结构如下:
{x,y}=R췍ρ(x)췍R-1(y), x,y =R췍Φ(x,y), ∀x,y∈g.

  证明:由定理2可知必要性成立,下证充分性.假设存在(g,[·,·],α)上关于一个表示(V,ρ,A)
的可逆的Φ-广义Reynolds算子R:V→g,则由引理5可知,在V 上存在一个Hom-NS-李代数结构:

{u,v}V =ρ(Ru)v, u,v V =Φ(Ru,Rv), ∀u,v∈V.
因为R:V→g是可逆的Φ-广义Reynolds算子,所以

{x,y}∶=R{R-1(x),R-1(y)}V =R췍ρ(x)췍R-1(y),

x,y ∶=R R-1(x),R-1(y)V =R췍Φ(x,y),  ∀x,y∈g,
定义了g上的Hom-NS-李代数(g,{·,·},·,· ,α).下面只需证兼容性,对任意的x,y∈g,有

{x,y}-{y,x}+ x,y =R췍ρ(x)췍R-1(y)-R췍ρ(y)췍R-1(x)+R췍Φ(x,y)=
R(ρ(x)R-1(y)-ρ(y)R-1(x)+Φ(x,y))=
[R(R-1(x)),R(R-1(y))]=[x,y],

结论得证.
令HNSL表示Hom-NS-李代数范畴,其对象是Hom-NS-李代数,态射由定义9给出.令GRO表

示广义Reynolds算子范畴,其对象是Hom-李代数上的Φ-广义Reynolds算子,Φ 为2-阶闭链.态射

定义如下:设R:V→g是Hom-李代数(g,[·,·],α)上关于表示(V,ρ,A)的Φ-广义Reynolds算子,
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R′:V′→g′是Hom-李代数(g′,[·,·]′,α′)上关于表示(V′,ρ′,A′)的Φ′-广义Reynolds算子,则R 到

R′的态射是线性映射ϕ:g→g′和ψ:V→V′组成的二元组(ϕ,ψ),满足ϕ췍α=α′췍ϕ,ψ췍A=A′췍ψ,且
下式成立:

ψ(ρ(x)v)=ρ(ϕ(x))ψ(v), ψ췍Φ=Φ′췍(ϕ췍ϕ), ϕ췍R=R′췍ψ, ∀x∈g, v∈V.
由引理5可知,给定一个Φ-广义Reynolds算子,可以构造 Hom-NS-李代数,因此,这个构造给出了

从GRO范畴到HNSL范畴的函子F:GRO→HNSL.
另一方面,设(g,{·,·},·,· ,α)是 Hom-NS-李代数,由引理4知,其相邻 Hom-李代数是

(g,[·,·]*,α),简记为gHLie.由定理2知,Hom-李代数gHLie在g上有一个表示(g,β,α):
β(x)(y)={x,y}, ∀x∈gHLie, y∈g.

进一步,定义Φ:gHLie췍gHLie→g,Φ(x,y)= x,y ,∀x,y∈g,则由定义8可知,Φ 是 Hom-李代数

gHLie关于上述表示的2-阶闭链,且恒等映射Idg:g→g是(g,[·,·]*,α)关于表示(g,β,α)的Φ-广义

Reynolds算子.上述过程给出了从Hom-NS-李代数到Φ-广义Reynolds算子的构造,并且保持函子性

质,从而可得从HNSL范畴到GRO范畴的函子G:HNSL→GRO.因此,有如下结果.
定理4 存在函子的伴随对F:GRO⇆HNSL:G,且存在伴随关系

HomHNSL(g,F(R))≅HomGRO(G(g),R).
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