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适适型分数阶微分方程解的存在唯一性与稳定性

张鲁潮,刘锡平,贾 梅,宇振盛
(上海理工大学 理学院,上海200093)

摘要:利用Schauder不动点定理和Banach压缩映射原理,研究一类具有时滞的适型分数阶

脉冲微分方程边值问题,建立了其解的存在唯一性定理,并基于此得到了Ulam-Hyers稳定

性和Ulam-Hyers-Rassias稳定性的结论,最后给出一个实例验证理论结果.
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Abstract:ByusingSchauderfixedpointtheoremandBanachcompressionmappingprinciple,we
studiedaclassofconformablefractionalimpulsivedifferentialequationboundaryvalueproblemswith
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0 引 言

分数阶微分方程应用广泛,目前,关于分数阶微分方程边值问题理论与应用的研究已取得了许多

成果[1-8].例如:Khalil等[7]提出了适型分数阶导数和分数阶积分的定义;Abdeljawad[8]拓展了适型分

数阶微积分的定义,提出并讨论了其链式法则、指数函数、Gronwall不等式、分部积分、Taylor幂级

数展开、Laplace变换和线性微分系统等.近年来,对适型分数阶导数和积分的研究也取得了丰富成

果[9-12].例如:Li等[9]研究了适型分数阶微分方程初值问题解的存在性和稳定性;Thaiprayoon等[10]

利用上下解方法和单调迭代技术研究了非线性时滞脉冲适型分数阶微分方程解的存在性;Wan等[11]

研究了适型脉冲微分方程反周期边值问题解的存在性和稳定性;张敏等[12]利用Leray-Schauder度理

论和Banach压缩映射原理研究了适型分数阶时滞微分方程边值问题解的存在性与唯一性.



Ulam稳定性理论由于广泛应用于最优化、生物学、经济学等领域,因此得到广泛关注[9,11,13-17].
Wang等[13]研究了一阶脉冲常微分方程的Ulam稳定性;Wang等[14]研究了非线性脉冲切换耦合演化

方程初值问题的Ulam稳定性;Muthaiah等[15]研究了非线性耦合Caputo-Hadamard型分数阶微分系

统解的存在性和Ulam稳定性;Agarwal等[16]研究了Caputo分数阶微分方程边值问题的 Ulam稳定

性;白玉洁等[17]研究了一类含有Riemann-Liouville分数阶导数的时滞随机发展方程温和解的存在唯

一性和Ulam稳定性.
但上述研究多数是关于初值问题的Ulam稳定性,而关于分数阶微分方程边值问题的Ulam稳定

性研究目前报道较少.基于此,本文考虑一类具有时滞的适型分数阶脉冲微分方程边值问题解的存在

唯一性和Ulam稳定性:

Tα
0x(t)+f1(t,x(t),x(t+τ))=0, t∈ (0,t0),

Tα
t0x(t)+f2(t,x(t),x(t-τ))=0, t∈ (t0,1),

Δx(t)t=t0=p(x(t0)), Δx′(t)t=t0=q(x(t0)),

x(0)=x′(1)=0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï ,

(1)

其中1<α<2,Tα
β 是以β为起点的α阶适型分数阶微分算子,0<t0<1,J=[0,1],p,q∈C(ℝ,ℝ),

0≤τ≤min{t0,1-t0},f1,f2∈C(J×ℝ2,ℝ),Δx(t)t=t0=x(t
+
0 )-x(t-0 ),Δx(t)t=t0=x(t

+
0 )-

x(t-0 ),x(t+0 ),x(t-0 ),x′(t+0 ),x′(t-0 )分别是x(t)和x′(t)在t0 处的左右极限.

1 预备知识

令J1=[0,t0],J2=(t0,1],J′=J\{t0},λ=max{t0,1-t0}.设分段连续函数空间

PC(J,ℝ)={x:J→ ℝ x∈C(J′,ℝ),∃x(t+
0)和x(t-

0),使得x(t-
0)=x(t0)},

并赋予范数‖x‖PC=sup
t∈J

x(t),则PC(J,ℝ)是Banach空间.

定义1[8] 设γ∈(n,n+1],x:[a,+∞)→ℝ,对任意的t>a,x是n 阶可微的,则函数x在t>a
处的γ阶适型分数阶导数定义为

Tγ
ax(t)=lim

ε→0

x(n)(t+ε(t-a)n+1-γ)-x(n)(t)
ε .

  注1 给定γ∈(0,1],如果x 可微,则 Tγ
ax(t)=(t-a)1-γx′(t).给定γ∈(n,n+1],有

Tγ
a(t-a)k=0,其中k=0,1,2,…,n.

定义2[8] 设γ∈(n,n+1],x:[a,+∞)→ℝ,则函数x在t>a处的γ 阶适型分数阶积分定义为

Iγ
ax(t)=1n!∫

t

a
(t-s)nsγ-n-1x(s)ds.

  引理1[8] 设γ∈(n,n+1],x:[a,+∞)→ℝ使得x(n)(t)连续,则对所有的t>a,有

Tγ
aIγ

ax(t)=x(t).
  引理2[8] 设γ∈(n,n+1],x:[a,+∞)→ℝ对t>a是(n+1)阶可微的,则对所有的t>a,有

Iγ
aTγ

ax(t)=x(t)-∑
n

k=0

x(k)(a)(t-a)k
k! .

  引理3 设1<α<2,y1,y2∈C(J,ℝ),p,q∈ℝ,则线性适型分数阶脉冲微分方程边值问题

Tα
0+x(t)+y1(t)=0,t∈ (0,t0),

Tα
t+0
x(t)+y2(t)=0,t∈ (t0,1),

Δx(t)t=t0=p, Δx′(t)t=t0=q,

x(0)=x′(1)=

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 0

(2)

有唯一解

x(t)=∫
1

0
G(t,s)R(s,y1,y2)ds+φ(t),
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其中

G(t,s)=
s,0≤s≤t≤1,

t,0≤t≤s≤1{ ,
(3)

R(s,y1,y2)=R(s,y1(s),y2(s))=
sα-2y1(s), 0≤s≤t0 ≤1,
(s-t0)α-2y2(s),0≤t0 ≤s≤1{ ,

(4)

φ(t,p,q)=
-qt, t∈J1,

p-qt0,t∈J2{ .
(5)

  证明:假设x=x(t)是边值问题(2)的解,则对任意的t∈J1,存在常数c10,c11∈ℝ,使得

x(t)=-∫
t

0
(t-s)sα-2y1(s)ds+c10+c11t,  x′(t)=-∫

t

0
sα-2y1(s)ds+c11.

由x(0)=0知c10=0,故

x(t-
0)=-∫

t0

0
(t0-s)sα-2y1(s)ds+c11t0,  x′(t-

0)=-∫
t0

0
sα-2y1(s)ds+c11.

对任意的t∈J2,存在常数c20,c21∈ℝ,使得

x(t)=-∫
t

t0

(t-s)(s-t0)α-2y2(s)ds+c20+c21(t-t0),

x′(t)=-∫
t

t0

(s-t0)α-2y2(s)ds+c21,

x(t+
0)=c20, x′(t+

0)=c21, (6)

x′(1)=-∫
1

t0

(s-t0)α-2y2(s)ds+c21.

再由x′(1)=0知c21=∫
1

t0

(s-t0)α-2y2(s)ds.

考虑脉冲条件

Δx(t)t=t0=x(t+
0)-x(t-

0)=c20+∫
t0

0
(t0-s)sα-2y1(s)ds-c11t0,

Δx′(t)t=t0=x′(t+
0)-x′(t-

0)=c21+∫
t0

0
sα-2y1(s)ds-c11.

由脉冲条件Δx(t)t=t0=p,Δx′(t)t=t0=q,再结合式(6)可得

c11=∫
t0

0
sα-2y1(s)ds+∫

1

t0

(s-t0)α-2y2(s)ds-q,

c20=∫
t0

0
sα-1y1(s)ds+t0∫

1

t0

(s-t0)α-2y2(s)ds+p-qt0,

故对任意的t∈J1,有

x(t)=∫
t

0
sα-1y1(s)ds+∫

t0

t
tsα-2y1(s)ds+∫

1

t0
t(s-t0)α-2y2(s)ds-qt,

对任意的t∈J2,有

x(t)=∫
1

t
t(s-t0)α-2y2(s)ds+∫

t

t0
s(s-t0)α-2y2(s)ds+∫

t0

0
sα-1y1(s)ds+p-qt0.

因此,x(t)=∫
1

0
G(t,s)R(s,y1,y2)ds+φ(t,p,q).证毕.

由函数G(t,s)的定义,易知对任意的t,s∈[0,1],有

G(t,s)≤1. (7)
记

φ(t,p,q)=φ(t,p(x(t0)),q(x(t0)))=
-tq(x(t0)), t∈J1,

p(x(t0))-t0q(x(t0)),t∈J2{ ,
(8)

对任意的x∈PC(J,ℝ),设
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Λx(t)=∫
1

0
G(t,s)R(s,f1,f2)ds+φ(t,p,q), (9)

则易知Λ:PC(J,ℝ)→PC(J,ℝ),并且边值问题(1)与积分方程(9)等价.即x=x(t)是边值问题(1)
的解当且仅当x=x(t)是算子Λ的不动点.

2 存在唯一性

为方便叙述,下面给出假设条件.
(H1)存在函数ωi,μi,υi∈C(Ji,[0,+∞))(i=1,2),使得对任意的u,v∈ℝ,t∈Ji,有

fi(t,u,v)≤ωi(t)+μi(t)u +υi(t)v ,
且记

ω* =max{sup
t∈J1

ω1(t),sup
t∈J2

ω2(t)},  μ* =max{sup
t∈J1

μ1(t),sup
t∈J2

μ2(t)},

υ* =max{sup
t∈J1

υ1(t),sup
t∈J2

υ2(t)};

  (H2)存在常数Mp,Np,Mq,Nq>0,使得对任意的u∈ℝ,有

p(u)≤Mp u +Np,  q(u)≤Mq u +Nq;

  (H3)存在常数Mfi
,Nfi

,使得对任意的u,v,u,v∈ℝ,t∈Ji(i=1,2),有

fi(t,u,v)-fi(t,u,v)≤Mfi u-u +Nfi v-v ;

  (H4)存在常数l,l*>0,使得对任意的u,v,u,v∈ℝ,有

p(u)-p(u)≤lu-u ,  q(u)-q(u)≤l* u-u .
  定理1 假设(H1)和(H2)成立,若2λα-1(μ*+υ*)<(α-1)(1-Mp-Mq)成立,则适型分数阶时

滞脉冲微分方程边值问题(1)至少有一个解.
证明:令

r≥ 2λα-1ω* +(α-1)(Np -Nq)
(α-1)(1-Mp -Mq)-2λα-1(μ* +υ*),

并设

Br={x x∈PC(J,ℝ),‖x‖PC ≤r}.
  1)证明Λ:Br→Br.

对任意的x∈Br 和任意的t∈Jk(k=1,2),由条件(H1)可得

f1(t,x(t),x(t+τ))≤ω1(t)+μ1(t)x(t)+υ1(t)x(t+τ)≤ω* +(μ* +υ*)r,

f2(t,x(t),x(t-τ))≤ω2(t)+μ2(t)x(t)+υ2(t)x(t-τ)≤ω* +(μ* +υ*)r.
从而由式(7)和式(9),可得

Λx(t)≤∫
1

0
G(t,s) R(s,f1,f2)ds+ φ(t,p,q)≤

∫
1

0
R(s,f1,f2)ds+max{tq(x(t0)),p(x(t0))-t0q(x(t0))}≤

∫
t0

0
sα-2 f1(s,x(s),x(s+τ))ds+∫

1

t0

(s-t0)α-2 f2(s,x(s),x(s-τ))ds+

p(x(t0))+ q(x(t0))≤
1

α-1
tα-1
0 (ω* +(μ* +υ*)r)+

1
α-1

(1-t0)α-1(ω* +(μ* +υ*)r)+(Mp +Mq)r+Np +Nq <

(α-1)r-(2λα-1(μ* +υ*))r
α-1 +2λ

α-1(μ* +υ*)
α-1

r=r.

故‖Λx‖PC≤r.
2)证明Λ:Br→Br 是全连续算子.
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设xn,x∈Br(n=1,2,…),且‖xn-x‖PC→0,n→∞.由于f1,f2,p,q是连续函数,因此对任意

的ε>0,存在正整数N,使得对任意的t∈Ji,当n≥N 时,有

f1(t,xn(t),xn(t+τ))-f1(t,x(t),x(t+τ))<ε,

f2(t,xn(t),xn(t-τ))-f2(t,x(t),x(t-τ))<ε,

p(xn(t))-p(x(t))<ε,  q(xn(t))-q(x(t))<ε.
因此,对任意的t∈Jk(k=1,2),有

Λxn(t)-Λx(t)≤∫
1

0
G(t,s) R(s,f1(s,xn(s),xn(s+τ)),f2(s,xn(s),xn(s-τ)))-

    R(s,f1(s,x(s),x(s+τ)),f2(s,x(s),x(s-τ)))ds+
    max{tq(xn(t0))-q(x(t0)),p(xn(t0))-p(x(t0))+t0 q(xn(t0))-q(x(t0))}≤

    ∫
1

0
R(s,f1(s,xn(s),xn(s+τ)),f2(s,xn(s),xn(s-τ)))-

    R(s,f1(s,x(s),x(s+τ)),f2(s,x(s),x(s-τ)))ds+2ε≤

    ∫
t0

0
sα-2 f1(s,xn(s),xn(s+τ))-f1(s,x(s),x(s+τ))ds+

    ∫
1

t0

(s-t0)α-2 f2(s,xn(s),xn(s-τ))-f2(s,x(s),x(s-τ))ds+2ε≤

    2
(λα-1+α-1)

α-1
ε.

故Λ:Br→Br 是连续的.
对任意的x∈Br,t1,t2∈Jk(k=1,2),且t1<t2,有

Λx(t2)-Λx(t1)≤∫
1

0
G(t2,s)-G(t1,s) R(s,f1,f2)ds+ φ(t2,p,q)-φ(t1,p,q)≤

(t2-t1)∫
1

0
R(s,f1,f2)ds+(t2-t1)q(x(t0))≤

(t2-t1)∫
t0

0
sα-2 f1(s,x(s),x(s+τ))d( s+

∫
1

t0

(s-t0)α-2 f2(s,x(s),x(s-τ))d )s +(t2-t1)(Mqr+Nq)≤

(t2-t1)2λ
α-1

α-1
(ω* +(μ* +υ*)r)+(Mqr+Nq

é

ë
êê

ù

û
úú),

因此,

Λx(τ2)-Λx(τ1)→0, t1 →t2, t1,t2 ∈Jk, k=1,2.
  由上述证明可知,算子Λ等度连续.由Arzela-Ascoli定理[18]知算子Λ 是紧的,故算子Λ 是全连

续的.由Schauder不动点定理[1]可知算子Λ在Br 上有不动点,即适型分数阶时滞脉冲微分方程边值

问题(1)至少有一个解.证毕.
定理2 假设(H3)和(H4)成立,若不等式

λα-1(Mf1 +Nf1 +Mf2 +Nf2
)+(α-1)(l+l*)<α-1 (10)

成立,则适型分数阶时滞脉冲微分方程边值问题(1)有唯一解.
证明:对任意的x1,x2∈PC(J,ℝ)和任意的t∈Jk(k=1,2),由条件(H3)可知

f1(s,x2(s),x2(s+τ))-f1(s,x1(s),x1(s+τ))≤ (Mf1 +Nf1
)‖x2-x1‖PC,

f2(s,x2(s),x2(s-τ))-f2(s,x1(s),x1(s-τ))≤ (Mf2 +Nf2
)‖x2-x1‖PC,

于是,有

Λx2(t)-Λx1(t)≤∫
1

0
G(t,s) R(s,f1(s,x2(s),x2(s+τ)),f2(s,x2(s),x2(s-τ)))-

    R(s,f1(s,x1(s),x1(s+τ)),f2(s,x1(s),x1(s-τ)))ds+
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    max{tq(x2(t0))-q(x2(t0)),p(x2(t0))-p(x1(t0))+t0 q(x2(t0))-q(x1(t0))}≤

    ∫
t0

0
sα-2 f1(s,x2(s),x2(s+τ))-f1(s,x1(s),x1(s+τ))ds+

    ∫
1

t0

(s-t0)α-2 f2(s,x2(s),x2(s-τ))-f2(s,x1(s),x1(s-τ))ds+

    lx2(t0)-x1(t0)+l* x2(t0)-x1(t0)≤

    
λα-1(Mf1 +Nf1 +Mf2 +Nf2

)+(α-1)(l+l*)
α-1

‖x2-x1‖PC,

因此,

‖Λx2-Λx1‖PC ≤
λα-1(Mf1 +Nf1 +Mf2 +Nf2

)+(α-1)(l+l*)
α-1

‖x2-x1‖PC.

  由式(10)可知Λ 是压缩的,因此由Banach压缩映射原理[1]知,Λ 在PC(J,ℝ)上有唯一的不动

点,即边值问题(1)有唯一解.证毕.

3 Ulam稳定性

定义3[9] 设x∈PC(J,ℝ)是边值问题(1)的解,z∈PC(J,ℝ)是不等式

Tα
0z(t)-f1(t,z(t),z(t+τ))≤ε,t∈ [0,t0],

Tα
t0z(t)-f2(t,z(t),z(t-τ))≤ε,t∈ (t0,1],

Δz(t)t=t0 -p(z(t0))≤ε,

Δz′(t)t=t0 -q(z(t0))≤ε,

z(0)=z′(1)=

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï 0

(11)

的解,如果存在常数cf1,f2>0,使得对任意的ε>0,有

‖z-x‖PC ≤cf1,f2ε
成立,则称边值问题(1)具有Ulam-Hyers稳定性.

定义4[9] 设x∈PC(J,ℝ)是边值问题(1)的解,z∈PC(J,ℝ)是不等式

Tα
0z(t)-f1(t,z(t),z(t+τ))≤εg(t),t∈ [0,t0],

Tα
t0z(t)-f2(t,z(t),z(t-τ))≤εg(t),t∈ (t0,1],

Δz(t)t=t0 -p(z(t0))≤εδ,

Δz′(t)t=t0 -q(z(t0))≤εδ,

z(0)=z′(1)=

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï 0

(12)

的解,如果存在连续函数g:J→(0,+∞)和常数δ,cf1,f2,g>0,使得对任意的ε>0,有

‖z-x‖PC ≤cf1,f2,gε(g(t)+δ)
成立,则称边值问题(1)具有Ulam-Hyers-Rassias稳定性.

注2 函数z∈PC(J,ℝ)是不等式(11)的解,当且仅当存在函数ϕ1,ϕ2∈PC(J,ℝ)和常数

γ,γ′∈ℝ,使得下列结论成立:

1)ϕ1(t)≤ε,ϕ2(t)≤ε,γ ≤ε,γ′ ≤ε,t∈J;

2)Tα
0z(t)=f1(t,z(t),z(t+τ))+ϕ1(t),t∈(0,t0);

3)Tα
t0z(t)=f2(t,z(t),z(t-τ))+ϕ2(t),t∈(t0,1];

4)Δz(t)t=t0=p(z(t0))+γ;

5)Δz′(t)t=t0=q(z(t0))+γ′;

6)z(0)=z(1)=0.
注3 函数z∈PC(J,ℝ)是不等式(12)的解,当且仅当存在函数ϕ1,ϕ2∈PC(J,ℝ)和常数

γ,γ′∈ℝ,使得下列结论成立:
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1)ϕ1(t)≤εg(t),ϕ2(t)≤εg(t),γ ≤εδ,γ′ ≤εδ,t∈J;

2)Tα
0z(t)=f1(t,z(t),z(t+τ))+ϕ1(t),t∈(0,t0);

3)Tα
t0z(t)=f2(t,z(t),z(t-τ))+ϕ2(t),t∈(t0,1);

4)Δz(t)t=t0=p(z(t0))+γ;

5)Δz′(t)t=t0=q(z(t0))+γ′;

6)z(0)=z(1)=0.
由引理3可得以下引理.
引理4 假设ϕ1,ϕ2∈PC(J,ℝ),γ,γ′∈ℝ,则适型分数阶时滞脉冲微分方程边值问题

Tα
0z(t)=f1(t,z(t),z(t+τ))+ϕ1(t),t∈ (0,t0),

Tα
t0z(t)=f2(t,z(t),z(t-τ))+ϕ2(t),t∈ (t0,1),

Δz(t)t=t0=p(z(t0))+γ,

Δz′(t)t=t0=q(z(t0))+γ′,

z(0)=z(1)=

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï 0

的等价积分方程为

z(t)=∫
1

0
G(t,s)R(s,f1+ϕ1,f2+ϕ2)ds+φ(t,p+γ,q+γ′).

  定理3 设定理2的所有条件都满足,则适型分数阶时滞脉冲微分方程边值问题(1)具有

Ulam-Hyers稳定性.
证明:因 为 定 理2的 所 有 条 件 都 满 足,所 以 边 值 问 题(1)存 在 唯 一 解 x∈PC(J,ℝ).设

z∈PC(J,ℝ)是不等式(11)的解,则由注2和引理4知,对任意的t∈Jk(k=1,2),有

z(t)-x(t)=∫
1

0
G(t,s)R(s,f1+ϕ1,f2+ϕ2)ds+φ(t,p+γ,q+γ′)-

∫
1

0
G(t,s)R(s,f1,f2)ds-φ(t,p,q)≤

∫
1

0
G(t,s) R(s,f1+ϕ1,f2+ϕ2)-R(s,f1,f2)ds+

(p(z(t0))+γ)-t0(q(z(t0))+γ′)-(p(x(t0))-t0q(x(t0)))≤

∫
t0

0
sα-2 f1(s,z(s),z(s+τ))+ϕ1-f1(s,x(s),x(s+τ))ds+

∫
1

t0

(s-t0)α-2 f2(s,z(s),z(s-τ))+ϕ2-f2(s,x(s),x(s-τ))ds+

γ + γ′ + p(z(t0))-p(x(t0))+ q(z(t0))-q(x(t0))≤

∫
t0

0
sα-2ds(Mf1 +Nf1

)‖z-x‖PC+∫
1

t0

(s-t0)α-2ds(Mf2 +Nf2
)‖z-x‖PC+

∫
t

0
sα-2dsϕ1 +∫

1

t0

(s-t0)α-2dsϕ2 + γ + γ′ +(l+l*)‖z-x‖PC ≤

λα-1(Mf1 +Nf1 +Mf2 +Nf2
)+(α-1)(l+l*)

α-1
‖z-x‖PC+2λ

α-1+α-1
α-1

ε,

故

‖z-x‖PC ≤
λα-1(Mf1 +Nf1 +Mf2 +Nf2

)+(α-1)(l+l*)
α-1

‖z-x‖PC+2λ
α-1+α-1
α-1

ε.

  由式(10)可得

‖z-x‖PC ≤ 2(λα-1+α-1)
(α-1)(1-l-l*)-λα-1(Mf1 +Nf1 +Mf2 +Nf2

)ε.

记
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cf1,f2∶=
2(λα-1+α-1)

(α-1)(1-l-l*)-λα-1(Mf1 +Nf1 +Mf2 +Nf2
),

则

‖z-x‖PC ≤cf1,f2ε.
根据定义3,适型分数阶时滞脉冲微分方程边值问题(1)具有Ulam-Hyers稳定性.证毕.

定理4 设定理2的所有条件都满足,如果存在连续函数g:J→(0,+∞)和常数cg>0,使得对

任意的t∈J,有

∫
t0

0
sα-2g(s)ds≤cgg(t),  ∫

1

t0

(s-t0)α-2g(s)ds≤cgg(t)

成立,则适型分数阶时滞脉冲微分方程边值问题(1)具有Ulam-Hyers-Rassias稳定性.
证明:因 为 定 理2的 所 有 条 件 都 满 足,所 以 边 值 问 题(1)存 在 唯 一 解 x∈PC(J,ℝ).设

z∈PC(J,ℝ)是不等式(12)的解,则由注3和引理4知,类似定理3,对任意的t∈Jk(k=1,2),有

z(t)-x(t)=∫
1

0
G(t,s)R(s,f1+ϕ1,f2+ϕ2)ds+φ(t,p+γ,q+γ′)-

∫
1

0
G(t,s)R(s,f1,f2)ds-φ(t,p,q)≤

∫
1

0
R(s,f1+ϕ1,f2+ϕ2)-R(s,f1,f2)ds+ γ + γ′ +

p(z(t0))-p(x(t0))+ q(z(t0))-q(x(t0))≤

∫
t0

0
sα-2ds(Mf1 +Nf1

)‖z-x‖PC+∫
1

t0

(s-t0)α-2ds(Mf2 +Nf2
)‖z-x‖PC+

(l+l*)‖z-x‖PC+∫
t0

0
sα-2 ϕ1(s)ds+

∫
1

t0

(s-t0)α-2 ϕ2(s)ds+ γ + γ′ ≤

λα-1(Mf1 +Nf1 +Mf2 +Nf2
)+(α-1)(l+l*)

α-1
‖z-x‖PC+2(cgg(t)+δ)ε.

  由式(10)可得

‖z-x‖PC ≤cf1,f2,g
(2cgg(t)+2δ)ε,

其中

cf1,f2,g∶=
α-1

(α-1)(1-l-l*)-λα-1(Mf1 +Nf1 +Mf2 +Nf2
).

根据定义4,适型分数阶时滞脉冲微分方程边值问题(1)具有Ulam-Hyers-Rassias稳定性.证毕.

4 应用实例

考虑边值问题

T3/2
0 x(t)=115e

2t+x(t)
1+t+xt+æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
3

, t∈ 0,æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
,

T3/2
1/2x(t)=110sint+x(t)

1+t+xt-æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
3

, t∈ 1
2
,æ

è
ç

ö

ø
÷1 ,

Δx(t)t=1/2= x(1/2)
10+ x(1/2)

, Δx′(t)t=1/2= x(1/2)
20+ x(1/2)

,

x(0)=x(1)=0

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï ,

(13)

其中α=32
,t0=12

,τ=13
,λ=12

,

f1(t,x(t),x(t+τ))=115e
2t+x(t)
1+t+xt+æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
3

, t∈ 0,æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
, pxæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 = x(1/2)

10+ x(1/2)
,
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f2(t,x(t),x(t-τ))=110sint+x(t)
1+t+xt-æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
3

, t∈ 1
2
,æ

è
ç

ö

ø
÷1 , qxæ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2 = x(1/2)

20+ x(1/2).

  设

ω1(t)=e
2t

15
, μ1(t)=

1
15(1+t)

, υ1(t)=115
, ω2(t)=sint10

, μ2(t)=
1

10(1+t)
, υ2(t)=110

,

则

ω* =e15
, μ* =110

, υ* =110.

显然,

Mp =110
, Np =1, Mq=120

, Nq=1, Mf1 =Nf1 =115
, Mf2 =Nf2 =110

, l=110
, l* =120.

  对任意的u,v,u,v∈ℝ,t∈[0,1],有

f1(t,u,v)≤e
2t

15+ 1
15(1+t)u +115v ,

f2(t,u,v)≤sint10 + 1
10(1+t)u +110v ,

p(u)≤ 110u +1, q(u)≤ 120u +1,

f1(t,u,v)-f1(t,u,v)≤ 115
(u-u + v-v ), p(u)-p(u)≤ 110u-u ,

f2(t,u,v)-f1(t,u,v)≤ 110
(u-u + v-v ), q(u)-q(u)≤ 120u-u .

故条件(H1)~(H4)成立.又因为

2λα-1(μ* +υ*)≈0.28284< (α-1)(1-Mp -Mq)=0.42500,
定理1的所有条件都满足,因此,适型分数阶时滞脉冲微分方程边值问题(13)至少有一个解.由于

λα-1(Mf1 +Nf1 +Mf2 +Nf2
)+(α-1)(l+l*)≈0.31070<0.5=α-1,

因此,由定理2可知适型分数阶时滞脉冲微分方程边值问题(13)有唯一解,由定理3可知适型分数阶

时滞脉冲微分方程边值问题(13)具有Ulam-Hyers稳定性.
对任意的t∈[0,1],设g(t)=t+1,有

∫
1/2

0
s3/2-2(s+1)ds≈1.65≤2(t+1),

∫
1

1/2
s-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

3/2-2
(s+1)ds≈2.36≤3(t+1),

再设cg=3,故定理4的所有条件都满足,因此适型分数阶时滞脉冲微分方程边值问题(13)具有

Ulam-Hyers-Rassias稳定性.
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