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一类p-Monge-Ampère系统径向解的存在性

马雅男,丁欢欢
(西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070)

摘要:考虑一类带多参数的p-Monge-Ampère系统Dirichlet问题径向解的存在性.当参数充

分大且非线性项满足适当的增长条件时,用锥上的不动点指数定理证明其径向解的存在性

结果.
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Abstract:WeconsideredtheexistenceofradialsolutionstoDirichletproblemsforaclassofp-Monge-
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0 引 言

假设:(H)fi,gi:[0,∞)→[0,∞)连续.
考虑如下一类p-Monge-Ampère问题:

det(D(Du1
p-2Du1))=λ1f1(-u1)+μ1g1(-u2),x∈B,

det(D(Du2
p-2Du2))=λ2f2(-u2)+μ2g2(-u1),x∈B,

u1=u2=0, x∈∂

ì

î

í

ï
ï

ïï B

(1)

径向解的存在性,其中B={x∈ℝn: x <1},p≥2,i=1,2,λi,μi>0是参数,fi,gi 满足假设

条件(H).
式(1)中det(D(Du p-2Du))表示p-Monge-Ampère算子[1],是 Monge-Ampère算子的推广.当

p=2时,该算子即为Monge-Ampère算子.目前,关于Monge-Ampère问题的研究已有很多结果[2-6].
Shen[7]建立了 Monge-Ampère问题

det(D2u)=λh(x)(-u)n +F(x,-u,-u′,λ),x∈B,

u(x)=0, x∈∂{ B
(2)



从平凡 解 轴 或 无 穷 远 处 的 全 局 分 歧 结 果,其 中λ>0,权 函 数 h(x)∈C(췍B)是 径 向 对 称 的,

F∈(췍B×(ℝ)3,ℝ+).Feng[8]用Krasnosel’skii不动点定理讨论了 Monge-Ampère问题:

det(D2u1)=λh1(x )f1(-u2),x∈B,

det(D2u2)=λh2(x )f1(-u1),x∈B,

u1=u2=0, x∈∂

ì

î

í

ï
ï

ïï B

(3)

非平凡凸解的存在性和多解性,其中λ>0,权函数hi∈C(B),fi 是连续函数且在∞处满足n-超线性

增长条件.
p-Monge-Ampère方程在Riemann几何、凸体理论等领域应用广泛,但由于p-Monge-Ampère问

题的复杂性,对其研究结果目前报道较少.Feng[9]用特征值理论研究了奇异的p-Monge-Ampère问题

det(D(Du p-2Du))=μh(x )f(-u),x∈B,

u=0, x∈∂{ B
(4)

非平凡解对参数的依赖性,其中μ>0,p≥2,权函数h∈C[0,1)在边界处奇异.当μ=0时,Feng[10]用
锥上的不动点指数理论研究了问题(4)的n维系统问题径向解的存在性和多解性.

受上述研究结果的启发,本文用锥上的不动点指数定理讨论含多参数的 p-Monge-Ampère
系统(1)非平凡径向解的存在性.

令

f0i(z)=lim
z→0

fi(z)
z(p-1)n,  f∞

i (z)=lim
z→∞

fi(z)
z(p-1)n,

g0i(z)=lim
z→0

gi(z)
z(p-1)n,  g∞

i (z)=lim
z→∞

gi(z)
z(p-1)n,

其中i=1,2.

1 预备知识

令r= x = x21+x22+…+x2n .设径向函数ui(x )=ui(r)(i=1,2),则问题(1)可转化为如下

问题:

r1-n 1n
(u′1)(p-1)æ

è
ç

ö

ø
÷

n ′=λ1f1(-u1)+μ1g1(-u2),0<r<1,

r1-n 1n
(u′2)(p-1)æ

è
ç

ö

ø
÷

n ′=λ2f2(-u2)+μ2g2(-u1),0<r<1,

u′1(0)=u′2(0)=0, u1(1)=u2(1)=0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï .

(5)

令vi=-ui(i=1,2),则系统(5)等价于

r1-n 1n
(-v′1)(p-1)æ

è
ç

ö

ø
÷

n ′=λ1f1(v1)+μ1g1(v2),0<r<1,

r1-n 1n
(-v′2)(p-1)æ

è
ç

ö

ø
÷

n ′=λ2f2(v2)+μ2g2(v1),0<r<1,

v′1(0)=v′2(0)=0, v1(1)=v2(1)=0

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï .

(6)

因此,求解问题(1)的径向解等价于求解问题(6)的径向解.
引理1[11] 令E 是Banach空间,K⊂E 是一个锥.对r>0,定义 Kr={u∈K:‖x‖<r}.设

T:췍Kr→K是全连续算子,使得对每个x∈∂Kr={u∈K,‖x‖=r},均有Tx≠x.
1)若对每个x∈∂Kr 均有‖Tx‖≥‖x‖,则i(T,Kr,K)=0.
2)若对每个x∈∂Kr 均有‖Tx‖≤‖x‖,则i(T,Kr,K)=1.
令X∶=C[0,1]×C[0,1],对任意的(v1,v2)∈X,定义范数

‖(v1,v2)‖=‖v1‖∞ +‖v2‖∞,
这里‖vi‖∞=max

t∈[0,1]
vi(t)(i=1,2),则X 在此范数下构成一个Banach空间.

引理2 假设(H)成立,则(v1,v2)是问题(6)的解当且仅当(v1,v2)∈X 满足
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v1(r)=∫
1

r∫
τ

0
nsn-1(λ1f1(v1(s))+μ1g1(v2(s)))d( )s

1/((p-1)n)

dτ,

v2(r)=∫
1

r∫
τ

0
nsn-1(λ2f2(v2(s))+μ2g2(v1(s)))d( )s

1/((p-1)n)

dτ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(7)

  证明:充分性.对问题(6)在0到r上积分,并由边界条件v′1(0)=v′2(0)=0,可得

(-v′1)(p-1)n =∫
r

0
nsn-1(λ1f1(v1(s))+μ1g1(v2(s)))ds,

(-v′2)(p-1)n =∫
r

0
nsn-1((λ2f2(v2(s))+μ2g2(v1(s)))ds

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(8)

再对式(8)在r到1上积分,并由边界条件v1(1)=v2(1)=0可得式(7)成立.
必要性.当式(7)成立时,将式(7)代入问题(6)中通过计算可得等式成立,即必要性成立.证毕.
定义

K∶= (v1,v2)∈X:vi(t)≥0,t∈ [0,1], min
1/4≥t≥3/4

vi(t)≥ 14‖vi‖∞,i=1,{ }2 ,

则K⊂X 是一个锥.对任意的r>0,定义

Ωr={(v1,v2)∈K:‖(v1,v2)‖ <r}.
对(v1,v2)∈K,定义Ti:K→K(i=1,2),满足

T1(v1,v2)(r)=∫
1

r∫
τ

0
nsn-1(λ1f1(v1(s))+μ1g1(v2(s)))d( )s

1/((p-1)n)

dτ,  r∈ [0,1],

T2(v1,v2)(r)=∫
1

r∫
τ

0
nsn-1(λ2f2(v2(s))+μ2g2(v1(s)))d( )s

1/((p-1)n)

dτ,  r∈ [0,1].

令T=(T1,T2).显然T 是全连续的且易验证问题(6)等价于不动点方程

T(v1,v2)=(v1,v2),  (v1,v2)∈K.
因此,如果(v1,v2)∈K 是T 的不动点,则(-v1,-v2)是系统(5)的一个径向解.令

Γ=14∫
3/4

1/4∫
τ

1/4
nsn-1d( )s

1/((p-1)n)

dτ>0.

  引理3 令(v1,v2)∈K,存在M>0,使得如果

fi(vi(t))≥ (Mvi(t))(p-1)n, t∈ 1
4
,é

ë
êê

ù

û
úú

3
4
, i=1,2,

则

‖T(v1,v2)‖ ≥λ1/((p-1)n)
1 ΓM‖v1‖∞,

或者

‖T(v1,v2)‖ ≥λ1/((p-1)n)
2 ΓM‖v2‖∞.

  证明:不失一般性,当f1(v1(t))≥(Mv1(t))(p-1)n时,根据T(v1,v2)的定义,有

‖T(v1,v2)‖ ≥max
t∈[0,1]

T1(v1,v2)(t)≥∫
3/4

1/4∫
τ

1/4
nsn-1(λ1f1(v1(s))+μ1g1(v2(s)))d( )s

1/((p-1)n)

dτ≥

∫
3/4

1/4∫
τ

1/4
nsn-1λ1f1(v1(s))d( )s

1/((p-1)n)

dτ≥

λ1/((p-1)n)
1 ∫

3/4

1/4∫
τ

1/4
nsn-1(Mv1(s))(p-1)nd( )s

1/((p-1)n)

dτ≥

λ1/((p-1)n)
1 M∫

3/4

1/4∫
τ

1/4
nsn-1 1

4‖v1‖
æ

è
ç

ö

ø
÷∞

(p-1)n

dæ

è
ç

ö

ø
÷s
1/((p-1)n)

dτ=λ1/((p-1)n)
1 ΓM‖v1‖∞.

同理可证当f2(v2(t))≥(Mv2(t))(p-1)n时,有

‖T(v1,v2)‖ ≥ max
t∈[0,1]

T2(v1,v2)(t)≥λ1/((p-1)n)
2 ΓM‖v2‖∞.

证毕.
定义函数F1=max{̂f1,̂g1},F2=max{̂f2,̂g2},其中

f̂1=max{f1(z):0≤z≤t},  ̂g1=max{g1(z):0≤z≤t},
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f̂2=max{f2(z):0≤z≤t},  ̂g2=max{g2(z):0≤z≤t}.

令f̂0
1=lim

t→0

f̂1(t)
t(p-1)n,̂f∞

1 =lim
t→∞

f̂1(t)
t(p-1)n,̂f0

2,̂f∞
2 ,̂g01,̂g∞

1 ,̂g02,̂g∞
2 类似定义.

引理4 假设条件(H)成立,令t>0,如果对ηi= 1
λi+μi

(i=1,2),有

f̂1(t)≤ (η1t)
(p-1)n,  ̂g1(t)≤ (η1t)

(p-1)n,

f̂2(t)≤ (η2t)
(p-1)n,  ̂g2(t)≤ (η2t)

(p-1)n.
则对任意的(v1,v2)∈∂Ωr,η=max{η1,η2},有

‖T(v1,v2)‖ ≤2η‖(v1,v2)‖.
  证明:由T 的定义可知,对于(v1,v2)∈∂Ωr,有

‖T(v1,v2)‖=∑
2

i=1
max

t∈[0,1]
Ti(v1,v2)(t)≤∫

1

0∫
1

0
nsn-1(λ1f1(v1(s))+μ1g1(v2(s)))d( )s

1/((p-1)n)

dτ+

∫
1

0∫
1

0
nsn-1(λ2f2(v2(s))+μ2g2(v1(s)))d( )s

1/((p-1)n)

dτ≤

∫
1

0
nsn-1(λ1+μ1)F1d( )s

1/((p-1)n)

+∫
1

0
nsn-1(λ2+μ2)F2d( )s

1/((p-1)n)

≤

η1r∫
1

0
nsn-1d( )s

1/((p-1)n)

+η2r∫
1

0
nsn-1d( )s

1/((p-1)n)

≤2η‖(v1,v2)‖.

2 主要结果

定理1 假设条件(H)成立,则:

1)如果f0i=g0i=0,f∞
i =g∞

i =∞,λ1+μ1≫1,λ2+μ2≫1,则问题(1)存在一个径向解;

2)如果f0i=g0i=∞,f∞
i =g∞

i =0,λ1+μ1≫1,λ2+μ2≫1,则问题(1)存在一个径向解.
证明:1)因为f̂0

i=f0i=0,̂g0i=g0i=0(i=1,2),所以存在r1>0,使得f̂1(r1)≤(η1r1)
(p-1)n,

ĝ1(r1)≤(η1r1)
(p-1)n,̂f2(r1)≤(η2r1)

(p-1)n,̂g2(r1)≤(η2r1)
(p-1)n成立.由引理4,有

‖T(v1,v2)‖ ≤2η‖(v1,v2)‖ < ‖(v1,v2)‖,  (v1,v2)∈∂Ωr1.
由于f∞

i =∞(i=1,2),故存在M>0,̂H>0,使得当v1,v2>Ĥ 时,有

fi(vi)≥ (Mvi)(p-1)n (i=1,2),  12λ
1/((p-1)n)
1 ΓM >1.

  令r2=max{2r1,8̂H}.如果(v1,v2)∈∂Ωr2
,则至少存在一个vi 满足max

t∈[0,1]
vi≥12r2

,i=1,2.不妨

设max
t∈[0,1]

v1≥12r2
,则 min

1/4≤t≤3/4
v1(t)≥ 14‖v1‖∞ ≥ 18r2 ≥ Ĥ,故

f1(v1(t))≥ (Mv1(t))(p-1)n,  t∈ 1
4
,é

ë
êê

ù

û
úú

3
4 .

由引理3,有

‖T(v1,v2)‖ ≥λ1/((p-1)n)
1 ΓM‖v1‖∞ > 12λ

1/((p-1)n)
1 ΓMr2 >r2=‖(v1,v2)‖췍(v1,v2)∈∂Ωr2.

由引理1知,i(T,Ωr1
,K)=1,i(T,Ωr2

,K)=0,则

i(T,Ωr2\췍Ωr1
,K)=i(T,Ωr2

,K)-i(T,Ωr1
,K)=-1.

根据不动点指数定理,算子T 存在不动点(v1,v2)∈Ωr2\췍Ωr1.因此,(-v1,-v2)∈Ωr2\췍Ωr1
是问题(1)

的一个径向解.
2)因为f01=∞,f02=∞,所以存在M′>0,H>0,使得当0<v1,v2<H 时,有

fi(vi)≥ (M′vi)(p-1)n, 12λ
1/((p-1)n)
i ΓM′>1, i=1,2.

如果(v1,v2)∈∂Ωr1
,则

fi(vi(t))≥ (Mvi(t))(p-1)n, i=1,2, t∈ [0,1].
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由引理3,有

‖T(v1,v2)‖ ≥ 12
(λ1/((p-1)n)
1 ΓM′‖v1‖∞ +λ1/((p-1)n)

2 ΓM′‖v2‖∞)> ‖(v1,v2)‖, (v1,v2)∈∂Ωr1.

取r2>2r1,因为f̂∞
i =f∞

i =0,̂g∞
i =g∞

i =0,i=1,2,所以

f̂1(r2)≤ (η1r2)
(p-1)n, ̂g1(r2)≤ (η1r2)

(p-1)n, ̂f2(r2)≤ (η2r2)
(p-1)n, ̂g2(r2)≤ (η2r2)

(p-1)n.
由引理4,有

‖T(v1,v2)‖ ≤2η‖(v1,v2)‖ < ‖(v1,v2)‖,  (v1,v2)∈∂Ωr2.
由引理1知,i(T,Ωr1

,K)=0,i(T,Ωr2
,K)=1,则

i(T,Ωr2\췍Ωr1
,K)=i(T,Ωr2

,K)-i(T,Ωr1
,K)=1.

根据不动点指数定理,算子T 存在不动点(v1,v2)∈Ωr2\췍Ωr1.因此,(-v1,-v2)∈Ωr2\췍Ωr1
是问题(1)

的一个径向解.证毕.
例1 考虑问题

det(D(Du1
p-2Du1))=c1(-u1)q1 +d1(-u2)q2,x∈B,

det(D(Du2
p-2Du2))=c2(-u2)q1 +d2(-u1)q2,x∈B,

u1=u2=0, x∈∂B

ì

î

í

ï
ï

ïï ,
(9)

其中:B={x∈ℝn:x <1},n≥2;p≥2;ci,di(i=1,2)是正参数,满足ci+di≫1(表明ci+di 是

一个充分大的正参数);0<q1,q2≤p-1.易验证

lim
ui→0

(-ui)q1
u(p-1)n

i
=∞, lim

ui→0

(-ui)q2
u(p-1)n

i
=∞, lim

ui→∞

(-ui)q1
u(p-1)n

i
=0, lim

ui→∞

(-ui)q2
u(p-1)n

i
=0,

由定理1中条件2)可知问题(9)存在径向解.
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