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基于热超构材料的设计与时域有限元模拟

鲍守珠,和 斌
(兰州交通大学 数理学院,兰州730070)

摘要:利用分层近似思想和有效介质理论设计变换热力学装置的材料参数,并给出时域有限

元模拟.首先,利用变换热力学理论,推导出热斗篷、热集中器和热旋转器3种装置的理想

材料参数.其次,利用分层近似思想消除参数的非均匀性,设计出分层结构,为消除分层结

构的各向异性,利用有效介质理论设计各向同性的材料参数.最后,给出数值测试结果以验

证装置的性能及设计的可行性.结果表明,当分层层数越多时,该装置实现的热效应越好,
可达到与理想装置相同的效果.
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Abstract:Wedesignedthematerialparametersoftransformationthermodynamicdevicesandgave
time-domainfiniteelementsimulationsbyusingthelayeredapproximationideaandeffectivemedium
theory.Firstly,wederivedtheidealmaterialparametersofthethreedevices:heatcloak,heat
concentratorandheatrotatorbyusingthetheoryoftransformationalthermodynamics.Secondly,we
eliminatedthenon-uniformityoftheparametersanddesignedthelayeredstructurebyusingtheidea
oflayeredapproximation,andinordertoeliminatetheanisotropyofthelayeredstructure,weused
theeffectivemediumtheorytodesigntheisotropicmaterialparameters.Finally,wegavenumerical
testresultstoverifytheperformanceofthedeviceandthefeasibilityofthedesign.Theresultsshow
thatwhenthenumberoflayeredlayersishigher,thedesigneddevicerealizesbetterthermaleffects,

whichcanachievethesameeffectastheidealdevice.
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近年来,热学装置的应用范围逐渐扩大.为提高热能的实际利用效率,研究人员致力于装置热量

控制技术的研究[1-2].因超材料[3]在热量控制方面的独特性能,现已广泛应用于3D打印机和高效电冰

箱等领域.Pendry等[4]和Leonhardt[5]利用超材料的特性,通过变换光学原理成功设计出电磁隐身斗

篷后,变换光学技术被广泛应用于热学[6-8]和电磁学[9]等领域.



Fan等[10]将变换光学原理引入热学领域,并提出稳态的变换热力学概念,推动了热斗篷、热集中

器、热旋转器和热二极管等多种功能性热学器件的发展[11-17];Guenneau等[18]证明了坐标变换下热传

导方程的不变性,并设计出二维热斗篷和热集中装置;Han等[6]基于特征值关系提出实现非均质装置

均匀化的方法,设计了一种仅由各向异性主导的新型热斗篷,该设计为后续研究均质、各向同性材料

替代超材料奠定了基础;Guenneau等[7]提出了一种热旋转装置,并验证时域下的热流变化特性;Shen
等[19]设计了一种双功能热超材料器件———热斗篷集中器,该装置实现了热斗篷与热聚集器之间的相

互转换;Zhou等[20]结合旋转和隐身功能,设计了一种可在旋转过程中实现热隐身的装置,从而在旋

转的同时控制热通量,并确保中心区域的不可见性;刘洋等[21]用自适应热源设计了一种可控式热隐身

装置,并推导出二维任意对称截面上隐身区域的自适应热源分布通解;Feng等[22]设计出随温度变化

可切换的瞬态热集中器,并验证了该装置对温度的依赖性;Lin等[23]建立了具有非完美界面的瞬态热

隐身斗篷的解析模型;Xing等[24]基于共形离散化方法,设计了同时具备旋转和隐身功能的非保形热

旋转斗篷,并验证了其热性能.
目前,关于热斗篷、热集中器和热旋转器3种装置的研究成果较多[25-28],但针对均匀化材料的设

计研究仍较少.基于此,本文受文献[29]启发,基于变换热力学理论,采用分层近似思想消除材料非

均匀性,利用均质材料设计以上3种热学装置的分层结构,并根据有效介质理论设计具有各向同性材

料的层状系统.

1 模型方程和参数推导

1.1 模型方程

本文考虑无热源的二维热传导问题,模型方程为

ρC
∂T
∂t+∇·(-k0∇T)=0, (1)

其中ρ和C 分别为密度和比热容,T 为温度,k0 为热导率,t为时间,∇为散度算子.
根据变换热力学理论,方程(1)在坐标变换x=ψ(x)下的表达式为

ρ′C′
∂T′
∂t +∇·(-k′∇T′)=0, (2)

坐标变换前后的参数有如下关系:

k′=
k′xx k′xy
k′yx k′
æ

è
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=Jk0JT

det(J)
,  ρ′C′= ρC

det(J)
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其中
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(4)

为原始空间到物理空间的Jacobi矩阵,k0 和k′分别为原始空间和物理空间的热导率,ρ′和C′分别为物

理空间的密度和比热容,JT 为J的转置矩阵,det(J)为J的行列式.在无热源稳态条件下,即∂T
∂t=0

时,热传导方程可简化为

∇·(-k′∇T′)=0. (5)

1.2 热隐身斗篷的参数推导

考虑二维圆形热斗篷,将原始空间内的圆形区域(0<r≤r1)压缩为物理空间中的环形区域

(r2≤r′≤r1),极坐标下的变换为

r′=r2+r1-r2
r1

r,0≤r≤r1,

θ′=θ, 0≤θ≤2π

ì

î

í
ïï

ïï .
(6)
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考虑笛卡尔坐标系,式(6)极坐标变换可写为

x′=r′cos(θ′)=r2 x
x2+y2

+r1-r2
r1

x,

y′=r′sin(θ′)=r2 y
x2+y2

+r1-r2
r1 y

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

(7)

  由式(3)和式(4)计算物理空间中的材料参数为

k′=

r′-r2
r′ + 2r2

r′ + r22
(r′-r2)

æ

è
ç

ö

ø
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r′ sin2(θ) - 2r2
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r′ sin(θ)cos(θ)

sym r′-r2
r′ + 2r2

r′ + r22
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k0, (8)

ρ′C′=r21(r′-r2)
(r1-r2)2r′ρ

C,

其中sym表示对称部分.
1.3 热集中装置的参数推导

考虑二维圆形热集中装置,分别将原始空间中的圆形区域(0<r≤r3)沿径向压缩为物理空间中的

区域(0<r′≤r2)及环形区域(r3<r≤r1)沿径向扩展为物理空间中的区域(r2<r′≤r1),这样压缩和

扩展互相抵消,使初始和变换的空间保持一致.变换如下:

r′=r2
r3
r, 0≤r≤r3,

r′=r1-r2
r1-r3

r+r2-r3
r1-r3

r1,r3 ≤r≤r1,

θ′=θ, 0≤θ≤2θ
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  由式(3)和式(4)可先求出r′≤r2 内的热导率

k1=
1 0æ

è
ç

ö

ø
÷

0 1
k0, (10)

ρ′C′=r23
r22ρ

C,

其中半径关系为r2<r3<r1.再求出物理空间r2≤r′≤r1 内的热导率

k2=

r′(r1-r3)-(r2-r3)r1
r′(r1-r3) +Lsin2(θ) -Lsin(θ)cos(θ)

sym r′(r1-r3)-(r2-r3)r1
r′(r1-r3) +Lcos2(θ
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ρ′C′=
(r1-r3)2r′-(r1-r3)(r2-r3)r1

(r1-r2)2r′ ρC,

其中

L=
(r2-r3)r1(2r′(r1-r3)-(r2-r3)r1)
r′2(r1-r3)2-r′(r2-r3)(r1-r3)r1

.

1.4 热旋转装置的参数推导

考虑二维热旋转装置,若只改变该装置的角度而不改变半径,则该装置的变换方程可表示为

r′=r,

θ′=θ+θ0, 0≤r≤r1,

θ′=θ+θ0r2-r
r2-r1

,r1 ≤r≤r2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

(12)

  由式(3)和式(4)先求出r≤r1 内的热导率

k′1=
1 0æ

è
ç

ö

ø
÷

0 1
k0, (13)
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ρ′C′=ρC.
再求出r1≤r≤r2 内的热导率

k′2=
1+θ0rsin2(θ+m)

r2-r1 + θ20r2
(b-a)2sin

2(θ+m) -θ0rcos2(θ+m)
r2-r1 - θ20r2

2(b-a)2sin2
(θ+m)

sym 1-θ0rsin2(θ+m)
r2-r1 + θ20r2

(b-a)2cos
2(θ+m

æ

è

ç
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ç
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÷
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k0,(14)

ρ′C′=ρC,

其中m=θ0r2-rr2-r1.

1.5 任意隐身装置的参数推导

考虑二维任意热斗篷,将原始空间的区域(0<r≤R2(θ))压缩为物理空间中的区域(R1(θ′)≤r′≤
R2(θ′)),坐标变换方程[30]为

r′=R1(θ′)+R2(θ′)-R1(θ′)
R2(θ′)

r,

θ′=θ

ì

î

í
ïï

ïï .
(15)

  利用式(3)和式(4)计算物理空间中的材料参数为

k′=
Acos2(θ)-2Bsin(θ)cos(θ)+sin

2(θ)
a A-1æ

è
ç

ö

ø
÷

a sin(θ)cos(θ)+Bcos(2θ)

sym Asin2(θ)+2Bsin(θ)cos(θ)+cos
2(θ)

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
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a

k0, (16)

ρ′C′=R2(θ)2(r′-R1(θ))
(R2(θ)-R1(θ))2r′ρ

C,

其中

A=a+cd+2bc+ab2, B=d+b, a=r′-R1(θ)
r′

,

b=R1(θ)R′2(θ)-R′1(θ)R2(θ)
R2(θ)(R2(θ)-R1(θ))

, c=R′1(θ)
r′

, d= R′1(θ)
r′-R1(θ)

.

2 材料设计

若几何参数固定,则上述3种装置的材料参数在环形区域内是非均匀、各向异性的,在其他区域

均为均匀、各向同性.为消除物理空间中参数的非均匀性和各向异性,本文利用均匀、各向同性材料

构建热隐身和热集中装置,并消除标准圆形热隐身、热集中及热旋转装置中材料参数的不均匀性.
第一步,用分层近似思想固定装置半径消除材料的非均匀性.首先,对具有非均匀参数的物理空

间以圆环形状进行均匀分层;其次,将每个圆环分层对应的半径r′i(i=1,2,…,n)取固定值,即取相邻

两圆半径的平均值(ri-1+ri)/2;最后,将计算出的半径r′i(i=1,2,…,n)分别代入式(8),(11),(14),
即可得每种装置在分层结构中的每层非奇异均匀热导率k′i(i=1,2,…,n),可知若半径r′i 值不同则所

得的热导率也不同.本文在此基础上研究圆形热装置,通过上述步骤可得圆形装置的分层结构如

图1(A)所示.由图1(A)可见,其由n层层厚相等的均匀环状组成.
第二步,利用有效介质理论消除材料的各向异性.将图1(A)中的每个各向异性圆环层i(i=1,

2,…,n)均匀分为2个各向同性的同心子层;用扇形结构设计热集中装置,将图1(A)中每个各向异性

圆环层按设定的角向进行均匀划分,划分成由2种各向同性的扇形交替构建的层状系统.其中设第i
层交替子层的热导率分别为k′Ai和k′Bi(i=1,2,…,n),热隐身层状结构如图1(B)所示,热集中层状结

构如图1(C)所示.下面推导热隐身和热集中装置二维层状系统中各向同性的材料参数k′Ai和k′Bi.
对称张量热导率k′i(i=1,2,…,n)可映射为对角张量

ki=
kri 0

0 kθ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷
i

,
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图1 二维圆形装置结构设计示意图

Fig.1 Schematicdiagramofstructuraldesignoftwo-dimensionalcirculardevice

矩阵ki(i=1,2,…,n)中对角线分量可由

kri =k′ixx +k′iyy + (k′ixx -k′iyy)2+(2k′ixy)2
2

,

kθi =k′ixx +k′iyy - (k′ixx -k′iyy)2+(2k′ixy)2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 2

计算求得.
若每层交替子层的密度为ρAi

和ρBi
,比热容为CAi

和CBi
,层厚为dAi

和dBi
,则热隐身装置交替子

层的热导率k′Ai和k′Bi可由

kri =
k′Aik′Bi(dAi +dBi

)
dAik′Bi +dBik′Ai

,

kθi =
dAik′Ai +dBik′Bi

dAi +dBi

, i=1,2,…,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï n

(17)

计算求得.
由于热集中装置是沿角向分层的,因此其交替子层的热导率k′Ai和k′Bi可由

kθi =
k′Aik′Bi(dAi +dBi

)
dAik′Bi +dBik′Ai

,

kri =
dAik′Ai +dBik′Bi

dAi +dBi

, i=1,2,…,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï n

(18)

计算求得.
本文考虑层状系统中交替子层层厚相同的情况,即dAi=dBi

(i=1,2,…,n),根据式(17),(18)及
给定的几何参数,可计算出热斗篷和热集中装置每个交替子层的热导率.

3 数值结果

本文将热导率不均匀且各向异性未进行材料设计的热学装置称为理想装置,下面用有限元方法对

装置进行数值模拟,并验证设计的合理性.仿真条件为:矩形计算域的左右边界温度分别为400,

300K,顶 部 和 底 部 设 为 热 绝 缘 条 件,即∂T
∂n=0

,背 景 空 间 材 料 为 尼 龙,ρ=1150kg/m3,

C=1700J/(kg·K),热导率k0=0.25W/(m·K).

3.1 二维热隐身装置

设置二维 热 隐 身 装 置 进 行 数 值 模 拟 的 几 何 参 数 如 下:内 外 半 径 分 别 为r2=0.015 m 和

r1=0.03m,外部矩形计算域的边长为0.1m×0.1m.
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3.1.1 热隐身分层结构的热效应

通过有限元方法对分层结构在稳态式(5)下的温度进行求解,计算结果如图2所示,其中

图2(A)~(D)分别为理想隐身装置和n=1,2,4层时分层结构的温度分布图,图中线为等温线.由图

2(A)可见,当热流经过隐身区域时,其等温线位于r2<r′<r1 环内,绕过中心区域(r′<r2),其温度梯

度为零,而在隐身区域外热流是均匀分布的.由图2(B)可观察到一层结构的热流经过中心区域,无法

实现隐身;由图2(C),(D)可见,将物理空间分为二层和四层后,热流运动轨迹与理想状态基本一致,
此时外界观测者对中心区域的状态不可见,可实现隐身.图3为各分层结构与理想装置在y=0上的

温度变化.由图3可见,当装置分层层数越多时,分层结构在中心区域的温度梯度越趋近于零,越接

近理想装置,隐身特性越好,这与本文的理论设计结果吻合.

图2 热斗篷装置温度示意图

Fig.2 Schematicdiagramoftemperatureofheatcloakdevice

图3 y=0上的温度变化

Fig.3 Temperaturevariationony=0

3.1.2 热隐身层状结构的热效应

通过有限元方法对根据有效介质理论设计出的

层状结构进行数值模拟,令上述材料设计步骤中的

n=5,此时的层状结构具有5×2种均匀、各向

同性的材料.由式(17)可得:

k′A1 =0.04k0, k′B1 =21.96k0, k′A2 =0.12k0,

k′B2 =8.56k0, k′A3 =0.16k0, k′B3 =5.84k0,

k′A4 =0.2k0,  k′B4 =4.64k0,

k′A5 =0.24k0,  k′B5 =3.96k0.
层状结构在稳态和瞬态下的数值结果如图4所示.
由于矩形内部左右温差,因此区域的热流将由左边

流向右边,由层状结构图4(A)与图2(A)理想装置温度图可见,层状结构在背景区域内热流几乎也是

均匀分布的,并且热流运动轨迹与理想装置基本相同.由图4(B)~(D)可见,在一定时间内热流从高

温流向低温,最终温度均匀分布,实现了热隐身效果,从而验证了层状结构设计的合理性与有效性.

图4 热斗篷装置层状结构的温度示意图

Fig.4 Schematicdiagramoftemperatureoflayeredstructureofheatcloakdevice

3.2 二维热集中装置

设置二维圆形热集中装置的几何参数如下:内外半径分别为r2=0.005m和r1=0.02m,外部
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矩形计算域的边长为0.06m×0.06m.

3.2.1 热集中分层结构的热效应

图5为热集中装置在稳态下的温度示意图,其中图5(A)为理想热集中装置,图5(B)~(D)分别为

n=1,2,4时分层结构的温度变化,图中线为等温线.由图5(A)可见,当热流经过环形区域(r2<r′<
r1)时,等温线向中心区域(r′<r2)靠拢,使其温度梯度升高,在环形区域外,热流均匀分布.由

图5(B)~(D)可见,当n=1时,物理空间中的等温线已发生明显偏移,使热流向中心区域挤压,导致

其温度梯度升高,表现出较好的集热效应,当n=2,4时,分层结构的温度分布与n=1时相同.表明

分层近似思想将热导率的性质变为均匀、各向异性后,热集中装置在一层结构时即可实现较好的集热

效果.

图5 热集中装置温度示意图

Fig.5 Schematicdiagramoftemperatureofheatcentralizationdevice

为更精确观察n=1,2,4时分层结构的数值结果,计算理想装置与分层结构温度的相对误差

RE= Ti-T
T

,

图6 y=0上的相对误差

Fig.6 Relativeerrorsony=0

其中T 为理想装置的温度,Ti(i=1,2,4)为n=1,

2,4对应的分层结构温度,温度在y=0上的相对

误差如图6所示.由图6可见,当n=1时,相对误

差RE最大,随着层数的增加,RE逐渐减小,因此

分层近似存在误差,分层越多,误差越小,实现效

果越好.
3.2.2 热集中层状结构的热效应

对热集中装置的层状结构进行稳态和瞬态数值

模拟,考虑n=1,2时的层状结构,按角向将每层

圆环均匀划分为由两种均匀且各向同性材料交替组

成的36个扇形,此时层状结构共有12×2种均匀、
各向同性的材料,热导率可由式(18)计算.该数值模拟结果如图7所示.

图7 热集中装置层状结构温度示意图

Fig.7 Schematicdiagramoftemperatureoflayeredstructureofheatcentralizationdevice

由图7可见,稳态下的层状结构与理想装置对应的温度场具有一致性,并且随着时间的增加,热
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流不断由高温流向低温且向中心区域集中,最后趋于稳定,具有较好的热集中效应.
3.3 二维热旋转装置

为更好验证分层结构设计的合理性,考虑对二维圆形热旋转装置的分层结构进行数值模拟.装置

的旋转角度为π/2,矩形计算域的几何参数设置为:内外半径分别为r2=0.015m 和r1=0.03m,
外部矩形计算域的边长为0.1m×0.1m.

通过求解方程(5)得到的稳态数值结果如图8所示,其中图8(A)为理想状态下热旋转装置的

温度,图8(B)~(D)分别为n=1,2,4层时的分层结构温度,图中线为等温线.由图8(A)可见,当热

流经过环形区域(r2<r′<r1)时,等温线从0°开始旋转,热流到达中心区域(r′<r2)后旋转到90°,同时

环形区域外的热流均匀分布.由图8(B)~(D)可见,分层结构在n=1时内部等温线偏移明显超过预

设角π/2,n=2时热流在中心区域的旋转角比n=1时更接近90°,n=4时热流由环形区域开始旋转,
到达中心区域后旋转π/2个角度,此时等温线与背景区域的等温线垂直,由于背景区域的热流均匀分

布不受任何影响,同理想装置的热流分布相同,因此在分层层数到达一定数量时,装置的热流存在

一种负热导率现象,即由低温向高温流动,从而实现了对外界隐藏装置内部真实情况的效果.

图8 热旋转装置温度示意图

Fig.8 Schematicdiagramoftemperatureofheatrotatingdevice

n=4时的热旋转装置时域计算结果如图9所示.由图9可见,该装置的热流整体上由高温向低温

流动,在一定时间内可获得较好的热旋转效果.

图9 四层热旋转装置瞬态温度示意图

Fig.9 Schematicdiagramoftransienttemperatureoffour-layerheatrotatingdevice

3.4 二维任意非共形隐身装置

对二维非共形热隐身装置进行数值模拟,外部矩形计算域的边长为0.2m×0.2m,内外边界的参

数方程分别为

R1(θ)= ab
sin2(θ)a2+cos2(θ)b2

,  R2(θ)=0.2+0.02cos(6θ)
3 .

  数值计算结果如图10所示,其中图10(A)为非共形隐身装置的稳态温度,图10(B)~(D)为瞬态

温度,图中线为等温线.由图10(A)可见,当热流经过隐身区域时,其等温线绕过中心区域,使椭圆内

部的温度梯度为零,由于非隐身区域热流均匀分布,因此实现了热隐身效果.由图10(B)~(D)可见,
非共形热隐身斗篷在时域下的热流运动状态符合自然规律,且在一定时间内装置的温度可达到稳定

状态,中心区域温度梯度为0,实现了较好的隐身效果,从而验证了非共性热隐身装置数值计算的合
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理性.

图10 非共性隐身装置温度示意图

Fig.10 Schematicdiagramoftemperatureofnon-commonstealthdevices

综上,本文利用变换热力学理论推导出热斗篷、热集中器和热旋转器的理想材料参数.由于材料

的非均匀和各向异性,因此先通过分层近似思想,提出一种消除非均匀性的方法,构建出二维热装置

的分层结构,再根据有效介质理论,设计出各向同性的层状结构.通过对分层结构和层状结构的有限

元模拟,得到热学装置的温度分布.模拟结果表明,当分层层数越多时,设计的装置实现的热效应

越好,可达到与理想装置相同的效果.在瞬态下热旋转装置分层结构的温度变化表明,利用分层近似

思想构建出的模型,其热流随时间增加逐渐由左侧边界流向右侧边界,符合实际要求,通过对非共性

热隐身装置的数值模拟,验证了数值计算的合理性.
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