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一一阶广义零一堆积Poisson-Lindley
整数值自回归模型的统计推断

张 洁,杨志鹏,董小刚
(长春工业大学 数学与统计学院,长春130012)

摘要:针对过分散、零一堆积且个体之间具有相依结构的整数值时间序列数据的建模问题,
提出一个具有零一堆积Poisson-Lindley新息的一阶广义整数值自回归模型.首先,给出模型

的一些统计性质:期望、方差、自协方差和转移概率;其次,利用条件极大似然估计方法对

模型的未知参数进行估计;最后,将该模型应用到一组实际数据中进行拟合,并用一些评估

准则对模型进行验证.实例分析结果表明,该模型拟合效果较好.
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integer-valuedautoregressivemodelwithzero-and-oneinflatedPoisson-Lindleyinnovation.Firstly,

wegavesomestatisticalpropertiesofthemodel,includingexpectation,variance,autocovariance,and
transitionprobability.Secondly,theconditionalmaximumlikelihoodestimationmethodwasusedto
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时间序列模型是一种用于分析和预测按时间顺序排列的数据或观测值的统计模型.传统的时间序

列模型能很好地处理连续型数据,但在实际应用中,经常需要分析一些只能取整数值的数据,即计数

数据.从随机计数过程中获得的数据称为整数值时间序列,它在经济学、社会科学、人寿保险等领域



应用广泛.
Al-Osh等[1]在二项稀疏算子[2]的基础上,建立了一类一阶整数值自回归模型,其中模型以

Poisson分布为边际,简称为INAR(1)模型;Alzaid等[3]将INAR(1)模型推广到p阶的整数值自回归

模型;Al-Osh等[4]考虑了INAR(1)模型中边际分布为几何分布的情形并对其进行了讨论.目前,关

于整数值自回归模型及其性质的研究得到广泛关注.但在以Poisson分布为边际的整数值自回归模型

中,Poisson分布的均值与方差相等,而实际应用中的计数数据经常表现出过分散等特性,因此应用

Poisson分布拟合此类数据时会出现一定的局限性.基于此,Sankaran[5]提出了Poisson-Lindley(PL)
分布,是一种复合Poisson分布,具有单峰性、过分散、无限可分性等性质,在针对具有过分散特征的

数据时,相较于一些常规分布具有更好的拟合效果;Mohammadpour等[6]提出了具有Poisson-Lindley
边际的一阶整数值自回归模型,并研究了它的一些统计性质,考虑了几种估计模型未知参数的方法,
通过模拟验证比较了这些估计方法的性能.

基于Poisson-Lindley分布的整数值自回归模型可以很好地拟合具有过分散类型的数据,但在

一些实际问题中,可能还会出现许多零或者一堆积的情况,而基础的模型并不能对其进行有效拟合.
针对该类出现堆积情况的数据,Jazi等[7]提出了一类带零堆积Poisson新息的INAR(1)模型;Zhu[8]提
出了一类带零堆积Poisson和负二项整数值的 GARCH 模型;Qi等[9]提出了一类具有零和一堆积

Poisson新息的INAR(1)模型,即ZOINAR(1)模型.而考虑到Poisson-Lindley分布的优良性能,

Xavier等[10]提 出 了 零 修 正 Poisson-Lindley(ZMPL)分 布;Sharafi等[11]提 出 了 一 类 具 有 零 修 正

Poisson-Lindley新息的一阶整数值自回归模型,并给出了模型的一些统计性质,采用几种估计方法估

计模型未知参数;Mohammadi等[12]提出了一类具有零和一堆积Poisson-Lindley新息的一阶整数值自

回归模型,简称为ZOIPL-INAR(1)模型.Poisson-Lindley分布可以有效处理一些实际问题,但当零

和一的数量超过Poisson-Lindley分布的预期水平时,ZOIPL-INAR(1)模型比Poisson-Lindley分布更

有效.
二项稀疏算子是基于独立同分布的Bernoulli随机变量序列提出的,若此时将模型应用到个体

之间具有相依结构的数据中则可能会使该模型的拟合效果不佳.基于此,Ristic'等[13]提出了一个新的

算子———广义二项稀疏算子,为具有相依结构的整数值时间序列数据的研究提供了参考,并将广义二

项稀疏算子应用于具有几何新息的一阶整数值自回归模型,研究了该模型的一些统计性质,同时给出

了参数估计的一些数值模拟结果;Shirozhan等[14]基于混合Pegram算子和广义二项稀疏算子,提出了

一类新的具有几何边际的一阶整数值自回归(MPDBGINAR(1))模型,研究了该模型的统计性质,同

时采用基于EM(expectationmaximization)算法的极大似然估计方法估计模型参数,并通过 Monte
Carlo模拟验证了估计值的性能;Kang等[15]将广义二项稀疏算子引入到二项自回归模型中,提出了一

类一阶广义二项自回归(GBAR(1))模型;在此基础上,Zhang等[16-17]分别提出了几类混合GBAR(1)
模型和一类高阶GBAR模型.基于上述研究工作,为更有效地刻画个体之间具有相依性且带有零一堆

积结构特征的过离散整数值时间序列数据,本文将广义二项稀疏算子引入到ZOIPL-INAR(1)模型中,建

立一类具有零一堆积Poisson-Lindley新息的一阶广义整数值自回归模型,并通过参数估计得到有效

的拟合结果,为具有相依结构的过分散数据研究提供一定的理论依据.

1 模型理论

1.1 零一堆积Poisson-Lindley分布的定义及性质

如果随机变量Y 的概率质量函数为

P(Y=k)=

φ0+(1-φ0-φ1)
δ2(δ+2)
(1+δ)3

,k=0,

φ1+(1-φ0-φ1)
δ2(δ+3)
(1+δ)4

,k=1,

(1-φ0-φ1)
δ2(δ+2+k)
(1+δ)k+3

, k=2,3

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï ,…,

(1)
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则称随机 变 量Y 服 从 零 一 堆 积 Poisson-Lindley分 布[12],用Y~ZOIPL(φ0,φ1,δ)表 示,其 中

0≤φ0,φ1<1,δ>0.
ZOIPL(φ0,φ1,δ)分布是零和一堆积分布以及一个PL(δ)分布的混合,因此式(1)也可表示为

P(Y=k)=φ0P(ζ0=k)+φ1P(ζ1=k)+(1-φ0-φ1)P(Z=k), (2)

其中P(ζ0=0)=P(ζ1=1)=1,Z~PL(δ),P(Z=z)=
δ2(z+δ+2)
(δ+1)z+3

,z=0,1,2,…,δ>0.

特别地,当φ0=0时,ZOIPL分布退化为一个一堆积Poisson-Lindley(OIPL)分布;当φ1=0时,

ZOIPL分布退化为零堆积Poisson-Lindley(ZIPL)分布;当φ0=φ1=0时,ZOIPL分布退化为参数为δ
的标准Poisson-Lindley分布.ZOIPL分布的统计性质如下:

1)E(Y)=φ1+φ2
δ+2

δ(1+δ)=
(1-φ0)(δ+2)+φ1(δ2-2)

δ(1+δ)
;

2)Var(Y)=φ1(1-φ1)+φ2
δ3+5δ2+10δ+6

δ2(1+δ)2 -φ22
(δ+2)2

δ2(1+δ)2-2φ1φ2
δ+2

δ(δ+1)
;

3)E(Yn)=φ1+φ2E(Zn).
其中φ2=1-φ0-φ1∈(0,1],Z~PL(δ).Mohammadi等[12]在注2.1中给出了基于Fisher离散指数对

ZOIPL分布离散程度的相关讨论.
1.2 广义二项稀疏算子的定义及性质

广义二项稀疏算子定义[13]为

α췍θX =∑
X

i=1
Ui, (3)

其中:X 是一个非负的整数值随机变量;Ui=(1-Vi)Wi+ViZ,{Wi}是独立同分布的以α为参数的

Bernoulli随机变量序列,{Vi}是独立同分布的以θ为参数的Bernoulli随机变量序列,Z为服从参数为

α的Bernoulli分布随机变量;α∈(0,1);θ∈(0,1).由广义二项稀疏算子的定义可知,Ui 之间的相关

性可利用Z 刻画,广义二项稀疏算子也可表示为

U1+U2+…+Un——
d Bin(n,α(1-θ)), w.p.1-α,

Bin(n,α+θ-αθ),w.p.α{ ,
(4)

其中Bin(n,α)表示二项分布,w.p.表示以概率.广义二项稀疏运算的部分统计性质如下:

1)E(α췍θX X)=αX;

2)Var(α췍θX X)=α(1-α)[θ2X2+(1-θ2)X];

3)Cov(α췍θX,Y)=αCov(X,Y).
1.3 模型的定义及性质

下面给出一类 具 有 零 一 堆 积 Poisson-Lindley新 息 的 一 阶 广 义 整 数 值 自 回 归 模 型,简 称 为

ZOIPL-GINAR(1)模型,并讨论其基本性质.
定义1 假设{Xt}t∈ℕ是一个ZOIPL-GINAR(1)过程,则{Xt}t∈ℕ满足

Xt=α췍θXt-1+εt,  t=1,2,…, (5)
其中:α∈(0,1);췍θ 为式(3)提出的广义二项稀疏算子,θ∈(0,1);序列{εt}是一个独立同分布的服从

ZOIPL(φ0,φ1,δ)分布的随机变量序列,对所有的k≥1,εt 与Xt-k均无关,新息项εt 也与广义二项

稀疏算子中包含的计数级数无关.
由于过程{Xt}是一个 Markov链,因此其转移概率有以下形式:

Pij =P(Xt=j Xt-1=i)=P(α췍θXt-1+εt=j Xt-1=i)=

∑
min{i,j}

k=0
P(α췍θXt-1=k,εt=j-k Xt-1=i)=

∑
min{i,j}

k=0
P(α췍θXt-1=k Xt-1=i)×P(εt=j-k Xt-1=i)=
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∑
min{i,j}

k=0

(1-α)
æ

è
ç

ö

ø
÷

i
k
(α(1-θ))k(1-α(1-θ))i-k+α

æ

è
ç

ö

ø
÷

i
k
(θ+α(1-θ))k(1-θ-α(1-θ))i-

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

k ×

P(εt=j-k). (6)

  下面给出ZOIPL-GINAR(1)过程的严平稳性及遍历性.
命题1 设序列{Xt}t∈ℤ满足式(5),则:

1){Xt}t∈ℤ是一个不可约、非周期、正常返的 Markov链;

2){Xt}t∈ℤ是遍历的,并存在一个严平稳过程满足式(5).
证明:1){Xt}t∈ℤ是ℕ上的 Markov链,其转移概率如式(6)所示,有P(Xt=j Xt-1=i)>0恒成

立,故{Xt}t∈ℤ 是 不 可 约、非 周 期 的 Markov 链.下 面 证 明 {Xt}t∈ℤ 是 正 常 返 的,只 需 证 明

∑
∞

t=1
Pt(0,0)= +∞,其中Pt(x,y)=P(Xt=y X0=x).已知X0=0,对式(5)迭代(t-1)次可得

Xt=αt췍θX0+∑
t-1

i=0
αi췍θεt-i.

于是

Pt(0,0)=P(Xt=0X0=0)=P(αt췍θX0=0X0=0)×P ∑
t-1

i=0
αi췍θεt-i=( )0 =

P(εt=0)×∏
t-1

i=1
P(αi췍θεt-i=0)=

P(εt=0)×∏
t-1

i=1
∑
∞

k=0

[P(αi췍θεt-i=0εt-i=k)×P(εt-i=k)]=

P(εt=0)×∏
t-1

i=1
∑
∞

k=1

[P(αi췍θεt-i=0εt-i=k)×P(εt-i=k)+P(εt-i=0)]≥

P(εt=0)×∏
t-1

i=1
P(εt-i=0)=

P(εt=0)P(εt-1=0)…P(ε1=0)>0.

因此∑
+∞

t=1
P(Xt=0X0=0)=+∞,即证明了{Xt}t∈ℤ是一个正常返的 Markov链,因此它是遍历的.

2)是1)的直接结论,根据文献[18]中定理1.3即可证明.
命题2 假设{Xt}t∈ℤ满足ZOIPL-GINAR(1)过程,且με=E(εt),σ2ε=Var(εt),则对于t≥1,有

以下结论:

1)E(Xt Xt-1=x)=αx+με;

2)Var(Xt Xt-1=x)=α(1-α)(θ2x2+(1-θ2)x)+σ2ε;

3)E(Xt)= με

1-α
;

4)Var(Xt)= 1
1-α(α+θ2-αθ2)×

αθ2
1-αμ

2
ε+α(1-θ2)με+σ2é

ë
êê

ù

û
úúε ;

5)γ(k)=αkγ(0).
证明:结论1)~3)和结论5)显然成立,因此只需给出结论4)的证明.由方差公式可知,

Var(Xt)=Var[E(Xt Xt-1)]+E[Var(Xt Xt-1)]=

α2Var(Xt-1)+α(1-α)θ2Var(Xt-1)+ αθ2
1-αμ

2
ε +α(1-θ2)με+σ2ε,

进行求和并移项可得

[1-α2-α(1-α)θ2]Var(Xt)= αθ2
1-αμ2

ε +α(1-θ2)με+σ2ε,

整理后可得模型的方差.
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基于文献[12]中注2.1可得以下推论.
推论1 当新息序列εt~ZOIPL(φ0,φ1,δ)是过度离散,即σ2ε/με>1时,由式(5)定义的 Xt 的

方差-均值比为

Id =σ2X
μX

= 1-α
[1-α(α+θ2-αθ2)]×με

× αθ2
1-αμ2

ε +α(1-θ2)με+σ2é

ë
êê

ù

û
úúε =

αθ2με

1-α+α(1-θ2)+σ2ε
με

1+α(1-θ2) >1,

此时,ZOIPL-GINAR(1)过程也是过度离散的.

2 参数估计

下面讨论ZOIPL-GINAR(1)模型的参数估计问题.假设{Xt}t∈ℕ是ZOIPL-GINAR(1)模型的一个

严平稳遍历解,令η=(α,φ0,φ1,δ,θ)T 为待估参数向量,考虑通过条件极大似然(CML)方法估计

参数η.
2.1 条件极大似然估计

对一个固定的初值x0,模型(5)的条件似然函数为

L(η)=P(X1=x1,…,XN =xN X0=x0)=∏
N

t=1
P(Xt=xt=j Xt-1=xt-1=i), (7)

其中转移概率P(Xt=j Xt-1=i)由式(6)给出.则条件极大似然估计量η̂CML=(̂αCML,̂φCML
0 ,̂φCML

1 ,̂δCML,

θ̂CML)T 可通过最大化条件对数似然函数得到:

l(η)=log(L(η))=∑
N

t=1
log(P(Xt Xt-1))=

∑
N

t=1
log ∑

min{i,j}

k=0
P(α췍θXt-1=k Xt-1=i)×P(εt=j-k( )). (8)

  下面给出CML估计量η̂CML=(̂αCML,̂φCML
0 ,̂φCML

1 ,̂δCML,̂θCML)T 渐近正态性的相关结果.假设:
(H1)集合{k:P(εt=k)=f(k,β)>0}不依赖于β=(φ0,φ1,δ)T췍(β1,β2,β3)T;

(H2)E(ε3t)=φ1+φ2
δ+2

δ(1+δ
æ

è
ç

ö

ø
÷

)
3

<∞;

(H3)P(εt=k)关于β三阶连续可微;
(H4)对任意的β′∈B,存在β′的一个邻域U,使得

∑
∞

k=0
sup
β∈U

f(k,β)< ∞, ∑
∞

k=0
sup
β∈U

∂f(k,β)
∂βu

< ∞, u=1,2,3,

∑
∞

k=0
sup
β∈U

∂2f(k,β)
∂βu∂βv

< ∞,  u,v=1,2,3,

其中B 是[0,1)×[0,1)×(0,+∞)上的一个开子集;
(H5)对任意的β′∈B,存在一个β′的邻域U 和递增序列ψu(j),ψuv(j),ψuvw(j)(u,v,w=1,2,3,

j≥0),使得对所有的β∈U,k≤j及f(k,β),均有

∂f(k,β)
∂βu

≤ψu(j)f(k,β), ∂
f(k,β)
∂βu∂βv

≤ψuv(j)f(k,β), ∂f(k,β)
∂βu∂βv∂βw

≤ψuvw(j)f(k,β),

并且{Xt}是平稳分布,故Eψu(X1)<∞,EX1ψuv(X2)<∞,Eψu(X1)ψvw(X2)<∞,Eψuvw(X2)<∞;
(H6)令I(η)=(σpq(η))5×5表示Fisher信息矩阵,即

σ11(η)=E ∂
∂αlogP(X1,X2
æ

è
ç

ö

ø
÷)
2
,

σ1p(η)=E ∂
∂αlogP(X1,X2) ∂

∂β(p-1)
logP(X1,X2

æ

è
ç

ö

ø
÷)=σp1(η),  p=2,3,4,

σpq(η)=E ∂
∂β(p-1)

logP(X1,X2) ∂
∂β(q-1)

logP(X1,X2
æ

è
ç

ö

ø
÷),  p,q=2,3,4,
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σ5p(η)=E ∂
∂θlogP(X1,X2) ∂

∂β(p-1)
logP(X1,X2

æ

è
ç

ö

ø
÷)=σp5(η),  p=2,3,4,

σ55(η)=E ∂
∂θlogP(X1,X2
æ

è
ç

ö

ø
÷)
2
,

其中:I(η)是非奇异矩阵;P(X1,X2)表示转移概率,由式(6)给出.
定理1 在假设条件(H1)~(H6)成立的情况下,条件极大似然估计η̂CML是相合的,并有如下渐近

分布:

N (̂ηCML-η) →
d

N(0,I-1(η)), (9)
其中I(η)是Fisher信息矩阵.

证明:与文献[19]中定理3.3.1和定理3.3.2及文献[20]中定理3.2的讨论类似,由于定理1是

文献[21]中定理2.1和定理2.2的特例,因此只需证明假设条件(H1)~(H6)成立,即可得文献[21]中
定理2.1和定理2.2成立.

条件(H1)~(H4)显然满足,此外,由零一堆积Poisson-Lindley分布的性质及ZOIPL-GINAR(1)
过程的期望和方差可知,条件(H5)也成立:

ψ1(j)=c, ψ2(j)=c, ψ3(j)=c1(c2+j),

ψ13(j)=cj, ψ23(j)=cj, ψ31(j)=c1(c2+j), ψ32(j)=c1(c2+j),

ψ33(j)=c1(c2+j2), ψ313(j)=cj2, ψ323(j)=cj2, ψ333(j)=cj3,
其他值都为零,c,c1,c2 是一些合适的常数.对于条件(H6),只需证明以下条件成立:

E ∂
∂αlogP(X1,X2)

2
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2
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∂θlogP(X1,X2)

2

< ∞,

E ∂
∂αlogP(X1,X2)·∂∂βu

logP(X1,X2)< ∞, E ∂
∂βu
logP(X1,X2)·∂∂θlogP(X1,X2)< ∞,

E ∂
∂αlogP(X1,X2)·∂∂θlogP(X1,X2)< ∞,
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logP(X1,X2)·∂∂θlogP(X1,X2)< ∞.

  下面证明转移概率P(X1,X2)取对数再对参数α求偏导,即∂
∂αlogP(X1,X2)的二阶矩有界.根据

转移概率可得
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同理,可得∂P(X1,X2)
∂α ≥-X1+1

1-α
,其中m=min{X1,X2},故可得

-X1+1
1-α ≤ ∂∂αlogP(X1,X2)≤2

(X1+1)
α

(10)

对所有满足P(X1,X2)>0和α>0的X1,X2 均成立,表明在平稳状态下,

E ∂
∂αlogP(X1,X2)

2

≤c1·E(X1+c2)2 < ∞ (11)

成立,其中c1,c2 是一个合适的常数.类似地,由条件(H5)可得

∂
∂βu
logP(X1,X2)≤ 1

P(X1,X2) ∑
min{X1,X2}
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÷

k
(C1+C2) ∂P

(X1,X2)
∂βu

≤ψu(X2),

因此

E ∂
∂βu
logP(X1,X2)

2

≤E(ψu(X2))2 < ∞. (12)

同理可得

- X1

α(1-θ)≤
∂
∂θlogP(X1,X2)≤ X1

θ+α
,

故得到对所有满足P(X1,X2)>0和θ>0的X1,X2 也均成立,表明在平稳状态下,

E ∂
∂θlogP(X1,X2)

2

≤C·E(X1)2 < ∞ (13)

同样成立,其中C是一个合适的常数.由式(11)~(13)和条件(H5),可以证明

E ∂
∂αlogP(X1,X2)·∂∂βu

logP(X1,X2)< ∞,

E ∂
∂βu
logP(X1,X2)·∂∂θlogP(X1,X2)< ∞,

E ∂
∂αlogP(X1,X2)·∂∂θlogP(X1,X2)< ∞,

E ∂
∂αlogP(X1,X2)·∂∂βu

logP(X1,X2)·∂∂θlogP(X1,X2)< ∞

均成立.因此Fisher信息矩阵I(η)有意义.最后通过一些简单且繁琐的计算表明条件(H6)也成立.
2.2 数值模拟

下面对ZOIPL-GINAR(1)模型进行数值模拟,通过参数估计的偏差和均方误差比较条件极大似

然估计的估计效果.根据参数α,φ0,φ1,δ,θ的取值空间,选取以下4组不同的参数组合进行数值模拟.
第一组参数:α=0.4,φ0=0.4,φ1=0.4,δ=0.5,θ=0.4;

第二组参数:α=0.3,φ0=0.5,φ1=0.3,δ=0.5,θ=0.4;

第三组参数:α=0.5,φ0=0.5,φ1=0.3,δ=0.7,θ=0.6;

第四组参数:α=0.3,φ0=0.4,φ1=0.4,δ=0.7,θ=0.6.

ZOIPL-GINAR(1)模型在上述4组参数下的样本路径和自相关函数(ACF)如图1所示,其中样本

量N=100.由图1可见,4个序列都是平稳的且表现出一定的零一堆积特征.
对上述4组参数组合,在R 软件环境下进行1000次重复实验,分别在样本量N 为100,200,500,
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1000的4种情形下给出估计结果.表1列出了在不同参数组合下模型的条件极大似然估计结果.由

表1可见,随着样本量的增大,估计值的偏差(Bias)和均方误差(MSE)均越来越小,表明模型参数的条

件极大似然估计值是相合且有效的,因此用条件极大似然估计方法可以对模型参数进行可靠估计.

图1 4组参数的样本路径图和ACF图

Fig.1 SamplepathdiagramsandACFdiagramsoffoursetsofparameters

图2为当样本量为500时第一组参数下ZOIPL-GINAR(1)模型的条件极大似然估计值的 Q-Q
图.由图2可见,其曲线大致呈预期的正态分布.采用其他参数组合的ZOIPL-GINAR(1)模型也可得
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到类似结果.图3为当样本量N=100,200,500,1000时在第一组参数下模型条件极大似然估计值的

箱线图.由图3可见,随着样本量的增大,估计值的Bias和 MSE均减小.
表1 不同样本量下4组参数的条件极大似然估计结果

Table1 Conditionalmaximumlikelihoodestimationresultsoffoursetsofparametersunderdifferentsamplesizes

组别 参数
N=100

Bias MSE
N=200

Bias MSE
N=500

Bias MSE
N=1000

Bias MSE
第一组 α=0.4 -0.0133 0.0085 -0.0063 0.0052 -0.0036 0.0032 -0.0012 0.0026

φ0=0.4 -0.0192 0.0127 -0.0115 0.0069 -0.0063 0.0039 -0.0017 0.0030

φ1=0.4 -0.0054 0.0096 -0.0013 0.0053 0.0011 0.0033 0.0002 0.0025

δ=0.5 0.0649 0.0788 0.0256 0.0257 0.0101 0.0145 0.0047 0.0111

θ=0.4 -0.0700 0.0519 -0.0328 0.0249 -0.0097 0.0089 -0.0054 0.0045
第二组 α=0.3 -0.0113 0.0266 -0.0066 0.0221 -0.0017 0.0195 -0.0005 0.0188

φ0=0.5 -0.0167 0.0221 -0.0058 0.0204 -0.0036 0.0184 -0.0024 0.0181

φ1=0.3 -0.0030 0.0237 -0.0039 0.0212 -0.0007 0.0191 0.0004 0.0184

δ=0.5 0.0621 0.0826 0.0230 0.0355 0.0105 0.0247 0.0051 0.0209

θ=0.4 -0.0755 0.0685 -0.0445 0.0417 -0.0187 0.0187 -0.0046 0.0117
第三组 α=0.5 -0.0167 0.0256 -0.0105 0.0225 -0.0027 0.0194 -0.0026 0.0187

φ0=0.5 -0.0518 0.0617 -0.0206 0.0249 -0.0079 0.0193 -0.0034 0.0190

φ1=0.3 -0.0090 0.0790 -0.0017 0.0699 -0.0010 0.0679 -0.0005 0.0667

δ=0.7 0.1396 0.3668 0.0571 0.1302 0.0219 0.0769 0.0089 0.0600

θ=0.6 -0.0334 0.0545 -0.0170 0.0346 -0.0039 0.0273 -0.0006 0.0254
第四组 α=0.3 -0.0128 0.0660 -0.0054 0.0595 -0.0025 0.0562 -0.0017 0.0552

φ0=0.4 -0.0461 0.0656 -0.0173 0.0353 -0.0054 0.0304 -0.0036 0.0293

φ1=0.4 -0.0168 0.0391 -0.0091 0.0325 -0.0023 0.0291 -0.0002 0.0287

δ=0.7 0.1469 0.3512 0.0635 0.1564 0.0214 0.0945 0.0114 0.0821

θ=0.6 -0.0723 0.1028 -0.0295 0.0566 -0.0093 0.0433 -0.0049 0.0376

图2 当样本量N=500时在第一组参数下CML估计量的Q-Q图

Fig.2 Q-QplotsofCMLestimatorsunderthefirstsetofparameterswhensamplesizeN=500
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图3 当样本量N=100,200,500,1000时在第一组参数下CML估计量的箱线图

Fig.3 BoxplotsofCMLestimatorsunderthefirstsetofparameterswhensamplesizesN=100,200,500,1000

3 实例分析

实例分析数据采用Kang等[22]给出的在2006年6月1日至2007年2月28日期间,CWβTeXpert
程序的每日下载次数数据.该组数据由267个观测值组成,其中74个(占总量的27.72%)观测值为0,

57个(占总量的21.35%)观测值为1,其余136个(占总量的50.93%)观测值为该程序的每日下载次

数1次以上的数量.通过离散指数Id=Var(Y)/E(Y)测量随机变量Y 的离散程度,如果Id>1(<1)或

Id=1,则随机变量Y 分别表现为过离散(欠离散)或等离散.利用公式计算该数据集的离散指数为

3.1383,说明该数据集过离散,且由推论1可知ZOIPL-GINAR(1)过程可刻画过离散数据,因此可考

图4 2006-06-01—2007-02-28期间,CWβTeXpert程序的每日下载次数数据集信息

Fig.4 DailydownloadcountdatasetinformationofCWβTeXpertprogramduringperiodof2006-06-01—2007-02-28

虑使用ZOIPL-GINAR(1)模型进行拟合.原始数据样本路径图及其ACF图和PACF图如图4所示,
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该组数据的最小值为0.000,最大值为14.000,中位数为2.000,均值为2.401,方差为7.534,离散指

数为3.1383,0占比为27.72%,1占比21.35%.将ZOIPL-GINAR(1)模型应用于该组数据,并与

ZOIPL-INAR(1),ZIPL-INAR(1),OIPL-INAR(1),PL-INAR(1),ZINAR(1),NGINAR(1)和

INAR(1)模型 进 行 比 较,通 过 比 较 各 模 型 参 数 的 赤 池 信 息 准 则(AIC)和 离 散 指 数(Id)说 明

ZOIPL-GINAR(1)模型拟 合 的 优 良 性.实 例 分 析 结 果 列 于 表2.由 表2的 AIC 和Id 值 可 见,

ZOIPL-GINAR(1)模型比其他模型拟合效果更好.
表2 不同模型实例分析结果比较

Table2 Comparisonofcaseanalysisresultsbydifferentmodels

模型 α̂ φ̂0 φ̂1 δ̂ λ̂ μ̂ θ̂ AIC Id

ZOIPL-GINAR(1) 0.2558 0.1972 0.0614 0.6886 0.5932 1078.609 3.2897
ZOIPL-INAR(1) 0.1585 0.1736 0.0620 0.6383 1083.571 2.8953
ZIPL-INAR(1) 0.1567 0.1374 0.6890 1083.186 2.7194
OIPL-INAR(1) 0.1194 0.0100 0.7600 1088.058 2.3406
PL-INAR(1) 0.1179 0.7555 1086.113 2.5302
ZINAR(1) 0.2428 0.4290 3.1340 1143.534 2.0820
NGINAR(1) 0.1514 2.3309 1082.431 3.3309
INAR(1) 0.1630 2.0138 1296.098 1.0000

  下面利用

et=Xt-E(Xt Xt-1)
Var(Xt Xt-1)

,  t=2,3,…,N (14)

对ZOIPL-GINAR(1)模型的Pearson残差进行分析.根据ZOIPL-GINAR(1)模型的条件期望和条件

方差公式,计算该模型在条件极大似然估计方法下的残差均值和方差.估计拟合残差的均值和方差分

别越接近0和1,模型的拟合效果越好.在实际数据中,条件极大似然 估 计 方 法 下 所 拟 合 的

ZOIPL-GINAR(1)模 型 残 差 的 均 值 和 方 差 分 别 为0.0099和1.1392.该 结 果 再 次 说 明 了 用

ZOIPL-GINAR(1)模型拟合这组数据更合适.
综上所述,将ZOIPL-GINAR(1)模型应用于CWβTeXpert程序的每日下载次数数据进行拟合,

与几类整数值自回归模型进行比较的结果表明,ZOIPL-GINAR(1)模型的拟合效果优于其他模型,且

该模型不仅能拟合存在过分散以及零和一堆积的数据,同时还能刻画数据中个体之间存在的相依

情况.
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