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三点边值问题有限差分格式数值正解的存在性

漆调艳,路艳琼
(西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070)

摘要:利用临界点理论证明三点边值问题

-u″(x)=f(x,u(x)), x∈ [a,b],

u(a)=αu(η), u(b)={ 0
的有限差分格式

-Δ2u(k-1)=fk(u(k)), k∈ [1,n]ℤ,

u(0)=αu(η), u(n+1)={ 0
非平凡解的存在性,并得到了上述连续问题数值相关解的存在性结果,其中:n≥3为正整

数;α,η是常数,且α1- η
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+1 ≠1
;对任意的k∈[1,n]ℤ,fk:ℝ→ℝ连续.
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Abstract:Byusingthecriticalpointtheory,weprovetheexistenceofthenon-trivialsolutionofthe
finitedifferencescheme

-Δ2u(k-1)=fk(u(k)), k∈ [1,n]ℤ,

u(0)=αu(η), u(n+1)={ 0
forthethree-pointboundaryvalueproblem

-u″(x)=f(x,u(x)), x∈ [a,b],

u(a)=αu(η), u(b)=0{ ,

andgettheexistenceresultofthenumericalcorrelationsolutionfortheabovecontinuousproblem,

wheren≥3isapositiveinteger,α,ηareconstants,andα1- η
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+1 ≠1
,fk:ℝ→ℝiscontinuousfor

anyk∈[1,n]ℤ.
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0 引 言

微分方程三点边值问题在研究横截面相同而密度分段不同的支索振动以及弹性稳定性理论等方面

有重要应用[1].文献[2]最早研究了多点边值问题.Gupta等[3-4]给出了关于二阶三点边值问题解的存

在性结果.文献[5-7]建立了研究该类问题正解存在性的关键条件,并且对非线性常微分方程非局部问

题进行了全面论述.文献[8-18]在不同限制条件下获得了二阶非局部边值问题解的存在性结果.
Ma[5]利用锥上的不动点定理获得了如下非线性三点边值问题

u″(x)+a(x)f(u)=0, x∈ (0,1),

u(0)=0, u(1)=αu(η{ )
的正解,其中给定α>0,η∈(0,1),αη<1,且a∈C([0,∞],[0,∞]).但关于这类问题数值解的研究

成果目前报道较少.为研究上述问题的数值解,文献[19-20]考虑了二阶三点离散边值问题正解的存

在性,但未讨论离散问题的解是否收敛到连续问题的解.Ganies[21]证明了二阶常微分方程Sturm-
Liouville边值问题存在相关数值解,并且提出只要相应有限差分格式的所有可能解的先验界与步长无

关,则该问题的相关数值解即存在.文献[22-24]得到了一些二阶常微分方程边值问题相关数值解的存

在性结果.Amoroso等[25]研究了Dirichlet边值问题

-u″(x)=f(x,u(x)), x∈ [a,b],

u(a)=0, u(b)={ 0
有限差分格式非平凡解的存在性及先验界估计,获得了其收敛于上述Dirichlet边值问题的结论,为其

数值解的研究提供了理论依据.
受上述研究工作的启发,本文用临界点理论、变分方法、截断技术和先验界理论研究三点边值

问题

-u″(x)=f(x,u(x)), x∈ [a,b],

u(a)=αu(η), u(b)={ 0
(1)

的有限差分格式

-Δ2u(k-1)=fk(u(k)), k∈ [1,n]ℤ,

u(0)=αu(η), u(n+1)={ 0
(2)

正解的存在性及一些定性信息,并由式(2)的解近似收敛到问题(1)的解,进而获得问题(1)数值相关

解的存在性结果.特别地,本文获得了问题(1)的解及其导数的先验界,这里n≥3为正整数,α,η是

常数,且α1- η
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

+1 ≠1
,对任意的k∈[1,n]ℤ,fk:ℝ→ℝ连续.

1 预备知识

设ℤ表示整数集,a,b∈ℤ,对任意的k∈[1,n+1]ℤ,用 Δu(k-1)∶=u(k)-u(k-1)和

Δ2u(k-1)∶=u(k+1)-2u(k)+u(k-1)分别表示前向差分算子和二阶差分算子.
定义n维空间X={u∈ℝn+2 u(0)=αu(η),u(n+1)=0}.不难验证 X 按范数 ‖u‖X∶=

∑
n+1

k=1
Δu(k-1)( )2

1/2
构成Banach空间.定义范数

‖u‖2∶= ∑
n

k=1
u(k)( )2

1/2,  ∀u∈X,

‖u‖∞ = max
k∈[1,n+1]ℤ

u(k), ‖u‖1=∑
n

k=1
u(k), ∀k∈ [1,n]ℤ.

易证‖·‖X,‖·‖2,‖·‖∞和‖·‖X 等价.

设对任意的k∈[1,n]ℤ,fk:ℝ→ℝ连续,令Fk(t)∶=∫
t

0
fk(s)ds,考虑算子Φ,Ψ,I:X→ℝ,对

任意的u∈X,定义
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Φ(u)∶=∑
n+1

k=1
Δu(k-1)2, Ψ(u)=∑

n

k=1
Fk(u(k)), I(u)∶=Φ(u)-Ψ(u). (3)

由于Φ和Ψ 都是Gatêaux可微的,因此对任意的u,v∈X,有

Φ′(u)(v)=∑
n+1

k=1
Δu(k-1)Δv(k-1),  Ψ′(u)(v)∶=∑

n

k=1
fk(u(k))v(k).

特别地,它们都是C1 泛函.显然,I也是C1 泛函,并且有

I′(u)(v)=∑
n+1

k=1
Δu(k-1)Δv(k-1)-∑

n

k=1
fk(u(k))v(k).

对问题(2)中的差分方程-Δ2u(k-1)=fk(u(k))两边同乘v∈X,并从1到n求和得

-∑
n

k=1
Δ2u(k-1)v(k)=∑

n

k=1
fk(u(k))v(k),

因此,u∈X 是问题(2)的一个解当且仅当u是I的一个临界点.
定理1 设v∈ℝ,且v(k)≥0,则线性差分问题

-Δ2u(k-1)=v(k), k∈ [1,n]ℤ,

u(0)=αu(η), u(n+1)={ 0
(4)

存在唯一解un∈X,满足

un(k)=∑
n

j=1
G(k,j)v(j),  ∀k∈ [1,n]ℤ, (5)

其中G(k,j):[1,n]×[1,n]→ℝ为问题(4)的Green函数:

G(k,j)=G0(k,j)+ α(n+1-k)
n+1-α(n+1-η)

G0(η,j), (6)

G0(k,j)=

j(n+1-k)
n+1

,j≤k,

k(n+1-j)
n+1

,j≥k

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(7)

此外,un 满足

‖un‖∞ ≤Bn‖v‖∞, (8)
其中

Bn = max
k∈[1,n]ℤ

k(n+1-k)
2 + αη(n+1-k)2(n+2-k)

2(n+1)[n+1-α(n+1-η{ })] .

  证明:由文献[26]知式(7)中的G0(k,j)为

-Δ2u(k-1)=v(k), k∈ [1,n]ℤ,

u(0)=0, u(n+1)={ 0
(9)

的Green函数,式(9)的解表示为w(k)=∑
n

j=1
G0(k,j)v(j)(∀k∈ [1,n]ℤ),且

w(0)=0, w(n+1)=0, w(η)=∑
n

j=1
G0(η,j)v(j). (10)

  下面用待定系数法求问题(4)的解:

u(k)=w(k)+(c+dk)w(η), (11)
其中c,d为待定系数.由式(10)和式(11)得

u(0)=cw(η), u(n+1)=(c+dn+d)w(η), u(η)=(c+dη+1)w(η), (12)

将式(12)代入问题(4)的边界条件得c=α(c+dη+1),c+dn+d=0,解得c+dk= α(n+1-k)
n+1-a(n+1-η)

,

故问题(4)的解为

u(k)=∑
n

j=1
G0(k,j)v(j)+ α(n+1-k)

n+1-a(n+1-η)∑
n

j=1
G0(η,j)v(j),  ∀k∈ [1,n]ℤ. (13)
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因此,式(5)成立且问题(4)的Green函数如式(6)所示.易验证式(12)满足线性差分问题(4),结论

得证.
下面证明式(8)成立,由式(6)和式(7)直接计算得

∑
n

j=1
G(k,j)=k(n+1-k)

2 + αη(n+1-k)2(n+2-k)
2(n+1)[n+1-α(n+1-η)]

,

对任意的v∈X,由式(5)得 ‖un‖∞ ≤ max
k∈[1,n]ℤ

∑
n

j=1
G(k,j{ })‖v‖∞.定义

max
k∈[1,n]ℤ

k(n+1-k)
2 + αη(n+1-k)2(n+2-k)

2(n+1)[n+1-α(n+1-η{ })]∶=Bn,

从而‖un‖∞≤Bn‖v‖∞.

2 有界差分格式解的存在性和先验界

定理2 令n≥1,对任意的k∈[1,n]ℤ,设fk:ℝ→ℝ连续.假设存在两个常数r∶=r(n)和

d∶=d(n),满足r>0,d ≤Bnr,并使得:

1)对任意的k∈[1,n]ℤ, max
t ≤Bnr

fk(t)≤r;

2)d2 <∫
d

0
fk(t)dt,k∈[1,n]ℤ.

则问题(2)至少有一个解un∈X,且0<‖un‖∞≤Bnr.
证明:固定n≥3,r满足条件1),对任意的k∈[1,n]ℤ,令fk:ℝ→ℝ连续,定义为

fk,r(t)=
fk(-Bnr),t<-Bnr,

fk(t), t <Bnr,

fk(Bnr), t>Bnr

ì

î

í

ï
ï

ïï .
显然,由条件1)得

fk,r(t)≤ max
t ≤Bnr

fk(t)≤r, ∀t∈ ℝ, ∀k∈ [1,n]ℤ. (14)

  考虑问题

-Δ2u(k-1)=fk,r(u(k)), k∈ [1,n]ℤ,

u(0)=αu(η), u(n+1)=0{ .

对任意的u∈X,令Ir(u)=Φ(u)-Ψr(u),其中 Φ 如式(3),Ψr(u)=∑
n

k=1
Fk,r(u(k)),Fk,r(t)=

∫
t

0
fk,r(s)ds.显然Ir 是X 中的C1 泛函,下面验证Ir 在X 中是强制的.

固定u∈X,由式(14)得

Ψr(u)= ∑
n

k=1
Fk,r(u(k))≤r∑

n

k=1∫
u(k)

0
dz=r∑

n

k=1
u(k)=r‖u‖1.

进一步知,存在c1>0,使得‖u‖1≤c1‖u‖X,则对任意的u∈X, Ψr(u)≤rc1‖u‖X.因此

Ir(u)=Φ(u)-Ψr(u)≥Φ(u)- Ψr(u)≥ ‖u‖
2
X

2 -rc1‖u‖X,

从而Ir 满足强制性条件.故由Tonelli-Weierstrass定理和费马定理知,存在un∈X,使得对任意的

u∈X,有

Ir(un)≤Ir(u)且I′r(un)=0, (15)
因此un 是问题的一个解.此外,由式(8)和式(14)得

‖un‖∞ ≤Bnsup
t∈ℝ

fr(s)≤Bnr, (16)

则对任意的k∈[1,n+1]ℤ,有 un(k)≤Bnr,表明fk,r(un)=fk(un),故un 也是问题(2)的一个解.
取k∈[1,n]ℤ,d如条件2)所定义,且 d ≤Bnr.对任意的k∈[1,n]ℤ,定义ud(k)=δkkd,其中
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δkk是Kronecker’s符号,即δkk=
0,k≠k,

1,k=k{ ,
从而ud(k)=

0,k≠k,

d,k=k{ .
因为Ir(ud)=I(ud),而

Ir(ud)=‖ud‖2X
2 -∑

n

k=1
Fk(ud(k))= Δud(k-1)2+ Δud(k)2

2 -Fk(d)=d2-Fk(d)≤0,

所以由式(15)得Ir(un)≤Ir(ud)<0,使得un≠0,故由式(16)知0<‖un‖∞≤Bnr成立.证毕.
如果只考虑问题(2)的非平凡解,则类似定理2的证明过程,可得如下结果.
定理3 令n≥3,对任意的k∈[1,n]ℤ,fk:ℝ→ℝ连续,且fk(0)≠0.假设存在r>0,使得

定理2中条件1)成立,则问题(2)至少存在一个非平凡解un∈X,使得‖un‖∞≤Bnr.
下面应用定理2建立问题(2)正解的一个存在性结果.
定理4 令n≥3,对任意的k∈[1,n]ℤ,fk:ℝ→ℝ连续,且fk(0)≥0.假设定理2中条件2)

成立,且对任意的k∈[1,n]ℤ, max
0≤t≤Bnr

fk(t)≤r成立,则问题(2)至少存在一个正解un∈X,使得

‖un‖∞≤Bnr.
证明:固定r>0满足对任意的k∈[1,n]ℤ, max

0≤t≤Bnr
fk(t)≤r.对任意的k∈[1,n]ℤ,令

f+
k,r(s):ℝ→ℝ连续,定义为

f+
k,r(t)=

fk(0),t<0,

fk,r(s),0<t≤Bnr{ .

  对任意的t∈ℝ,记F+
k,r(t)=∫

t

0
f+

k,r(s)ds.显然,f+
k,r满足定理2的所有假设,因此问题(2)至少存

在一个非平凡解un∈X,且‖un‖∞≤Bnr.因此,对任意的k∈[1,n]ℤ,有un(k)>0或un(k)≤0,并

且由后者可得-Δ2un(k-1)=f+
k,r(0)≥0.从而由强极大值原理[26]得un 恒为0或un>0.由定理2知

un≠0,因此un>0.证毕.
令K={u∈X u(k)>0, min

k∈[1,n]ℤ
≥δ‖u‖}为X 中非负函数的一个锥.定义问题(2)对应的和算子

A:X→X 为Au(k)∶=∑
n

j=1
G(k,j)f(u(k)).

引理1 A:X→X 是一个全连续算子,且A(K)⊂K.
证明:易见A 是连续线性算子.下证保锥性.定义φ(k)=k,ψ(k)=n+1-k,k∈[1,n]ℤ,则

G(k,j)=

φ(j)ψ(k)[n+1-α(n+1-η)]+αψ(k)φ(j)ψ(η)
(n+1)[n+1-α(n+1-η)]

,j≤k,

φ(k)ψ(j)[n+1-α(n+1-η)]+αψ(k)ψ(j)φ(η)
(n+1)[n+1-α(n+1-η)]

,j≥k

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

从而G(k,j)≤G(j,j),k,j∈[1,n]ℤ.由于

G(k,j)
G(j,j)=

φ(j)ψ(k)[n+1-α(n+1-η)]+αψ(k)φ(j)ψ(η)
φ(j)ψ(j)[n+1-α(n+1-η)]+αψ(j)φ(j)ψ(η)

≥ 1n2
,j≤k,

φ(k)ψ(j)[n+1-α(n+1-η)]+αψ(k)ψ(j)φ(η)
φ(j)ψ(j)[n+1-α(n+1-η)]+αψ(j)ψ(j)φ(η)

≥ 1n2
,j≥k

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

故G(k,j)
G(j,j)≥

1
n2∶=δ,k∈[1,n]ℤ.因此,若u∈K,则

min
k∈[1,n]ℤ

Au(k)= min
k∈[1,n]ℤ

∑
n

j=1
G(k,j)v(j)≥δ∑

n

j=1
G(j,j)v(j)≥δ‖Au‖,

所以A(K)⊂K.
引理2(Krein-Rutmann)[27] 令 A:E→E 是 一 个 连 续 线 性 算 子,且 A(K)⊂K,若 存 在

υ∈E\(-K)和一个正常数 C,使得 CA(υ)≥υ,则谱半径r(A)≠0且 A 有一个与其主特征值

λ=r(A)-1一致的正特征函数.
引理3 对算子A:X→X,谱半径r(A)≠0且A 有一个与其主特征值λ=r(A)-1一致的正特征

函数.
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证明:由于存在k0∈[1,n]ℤ,使得G(k0,k0)>0,故存在[k1,k2]ℤ⊂[1,n]ℤ,使得k0∈[k1,k2]ℤ,
且∀k,j∈[k1,k2]ℤ,G(k,j)>0.取u∈X,使得∀k∈[1,n]ℤ,u(k)≥0,u(k0)>0,且∀k∉
[k1,k2]ℤ,u(k)=0,则对任意的k∈[k1,k2]ℤ,有

Au(k)=∑
n

j=1
G(k,j)v(j)≥∑

k2

j=k1

G(k,j)v(j)>0.

因此,对任意的k∈[1,n]ℤ,存在C>0,使得C(Au)(k)≥u(k).由引理2知,谱半径r(A)≠0且A
有一个与其主特征值λ1=r(A)-1一致的正特征函数.

由引理3知,λ1=r(A)-1是线性三点边值问题(4)的主特征值.
引理4[25] 对任意的n≥3和u∈X,有λ1‖u‖2≤‖u‖X.
下面利用Sobolev和l2 估计代替一致估计,给出定理2的一个变体.
定理5 令n≥3,对任意的k∈[1,n]ℤ,设fk:ℝ→ℝ连续.假设存在β=β(n)≥0,d∶=d(n),

使得:

1)β<λ1;

2)对任意的k∈[1,n]ℤ,limsup
t →∞

2FK(t)
t2 ≤β;

3)d2 <∫
d

0
fk(t)dt,k∈ [1,n]ℤ.

则问题(2)至少有一个解un∈X,且

0< ‖un‖X < nγ
1-(β+ε)/
é

ë
êê

ù

û
úúλ
2
, (17)

其中0<ε<λ-β.
证明:设β+ε<λ(ε>0),由条件2)知,存在R>0,使得对任意的k∈[1,n]ℤ,有

2Fk(t)≤ (β+ε)t2,  t ≥R.
此外,令γ∶=2max

1≤k≤n
max
t ≤R

Fk(t),得

2Fk(t)≤ (β+ε)t2+γ, ∀k∈ [1,n]ℤ, ∀t∈ ℝ.
因此,对任意的u∈X,由引理4得

I(u)=Φ(u)-Ψ(u)=‖u‖
2
X

2 -∑
n

k=1
Fk(u(k))≥

‖u‖2X
2 -∑

n

k=1

(β+ε)u(k)2

2 +γé

ë
êê

ù

û
úú2 ≥ 1-β+ε

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
1

‖u‖2X
2 -nγ

2
,

从而I满足强制性条件,且在X 中取得最小值.后续证明与定理2的证明类似,由I(un)≤I(0)=0得

式(17)的右边成立.

3 连续问题的数值相关解

下面利用离散问题(2)的解近似逼近连续问题(1)的数值解.考虑差分三点边值问题

-Δ2un(k-1)=h2nfn
k(un(k)), k∈ [1,n]ℤ,

u(0)=αu(η), u(n+1)=0{ ,
(18)

其中:hn=b-an+1
是步长;xn

k=a+khn 是网格点;对任意的k∈[1,n+1]ℤ,设fn
k:ℝ→ℝ连续,且满足

un(k)∶=u(xn
k),fn

k(t)=f(xn
k,t).

对给定的n≥3和k∈[1,n+1]ℤ,令vn(k-1)∶=Δun(k-1)
hn

,并且定义两个函数ωn,τn:[a,b]→

ℝ,对任意的x∈[a,b],有

ωn(x)∶=un(k-1)+vn(k-1)(x-xn
k-1),  ∀xn

k-1 ≤x≤xn
k, (19)
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τn(x)∶=vn(k-1)+Δvn(k-1)
hn

(x-xn
k-1),  ∀xn

k-1 ≤x≤xn
k. (20)

  命题1 假设存在n0≤1,使得对任意的n≤n0,问题(18)至少存在一个解un∈X.进一步,假设存

在R>0,使得对任意的n≥n0,‖un‖∞≤R 成立,即un 有界,则存在两个函数ω,τ∈C[a,b]满足下列

条件:

1)lim
n→∞
‖ωn-ω‖∞=0;

2)lim
n→∞
‖τn-τ‖∞=0.

其中对任意的x∈[a,b],有

ω(x)=∫
x

a
τ(s)ds,  τ(x)=τ(a)-∫

x

a
f(s,ω(s))ds. (21)

特别地,ω∈C2([a,b]),并且ω是问题(1)的解,且

‖ω‖∞ ≤R, ‖ω′‖∞ ≤ (b-a)QR, ‖ω″‖∞ ≤QR, (22)
其中QR= max

(x,t)∈[a,b]×[-R,R]
f(x,t).

证明:分两步证明.
断言1 对任意的n≥3,设R 满足对任意的n≥n0,‖un‖∞≤R,则

Δun(k-1)
hn

≤ (b-a)QR.

对任意的k∈[1,n+1]ℤ,由式(5)得

Δun(k-1)=h2n ∑
n

j=1

[G(k,j)-G(k-1,j)]fn
j(un(j))≤

h2n ∑
n

j=1

(G(k,j)-G(k-1,j[ ])+ -α
n+1-α(n+1-η)

G0(η,j)QR ≤

(b-a)2
(n+1)3

n(n+1)
2 +n(n+1)é

ë
êê

ù

û
úú2 QR =n(b-a)2

(n+1)2
QR,

故

Δun(k-1)
hn

≤ n
n+1

(b-a)QR ≤ (b-a)QR.

  断言2 存在两个函数ω,τ∈C[a,b],使得通过必要的子序列可证明lim
n→∞

ωn(x)=ω(x)且

lim
n→∞

τn(x)=τ(x)在[a,b]中一致成立.

任意取定x∈[a,b],则存在k∈[1,n+1]ℤ,使得xn
kn-1≤x<x

n
kn.由假设条件知存在n0≥3,使得

当n≥n0 时,问题(18)至少存在一个解un∈X.当n≥n0 时,

lim
n→∞

xn
kn-1=lim

n→∞
xn

kn =x. (23)

进一步,由断言1、定理2中条件1)及式(19),(20)得
ωn(x)= un(k-1)+ vn(k-1)(x-xn

kn-1)≤R+(b-a)QR,

τn(x)= vn(k-1)+ fn
k(un(k))(x-xn

kn-1)≤2(b-a)QR,
从而由x的任意性可知序列{ωn}和{τn}在[a,b]中等度有界.下面证明它们等度连续.

取s1,s2∈[a,b],则可无条件假设:对任意的n≤n0,存在j,k∈[1,n+1]ℤ (j<k),使得

xn
j-1≤s1≤xn

j 且xn
k-1≤s2≤xn

k.因此,由定理2中条件1)和断言1得

ωn(s2)-ωn(s1)≤ ωn(s2)-ωn(xn
k-1)+∑

k-1

i=j+1
ωn(xn

i)-ωn(xn
i-1)+ ωn(xn

j)-ωn(s1)≤

    vn(k-1)(s2-xn
k-1)+∑

k-1

i=j+1
vn(i-1)(xn

i -xn
i-1)+ vn(j-1)(xn

j -s1)≤

    (b-a)QR(s2-s1).
同理可得
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τn(s2)-τn(s1)≤ τn(s2)-τn(xn
k-1)+∑

k-1

i=j+1
τn(xn

i)-τn(xn
i-1)+ τn(xn

j)-τn(s1)≤

    Δvn(k-1)
hn

(s2-xn
k-1)+∑

k-1

i=j+1

Δvn(i-1)
hn

(xn
i -xn

i-1)+ Δvn(j-1)
hn

(xn
j -s1)≤

    QR(s2-s1).
从而由Ascoli-Arzla’s定理[28]知函数ω和τ满足断言2,进而也满足条件1)和2).

下面证明式(21)成立.根据ωn(x)和τn(x)的定义知,对任意的k∈[1,n+1]ℤ,有ωn(xn
k-1)=

un(k-1)和τn(xn
k-1)=vn(k-1),因此

ωn(xn
k)=un(k)=un(0)+hn∑

k

i=1
vn(i-1)=ωn(a)+hn∑

k

i=1
τn(xn

i-1). (24)

另一方面,有

τn(xn
k)=vn(k)=vn(0)+hn∑

k

i=1

Δvn(i-1)
hn

=

τ(a)-hn∑
k

i=1
fn

i(un(i))=τ(a)-hn∑
k

i=1
ωn

i(un(i)). (25)

在式(24)和式(25)中,用k替换kn,并利用式(23)和断言2知,当n→∞时,有ω(x)=∫
x

a
τ(s)ds且

τ(x)=τ(a)-∫
x

a
f(s,ω(s))ds.显然,ω是问题(1)的一个解.

下面给出连续问题(1)正解的存在性结果,其中非线性项在零处是次线性增长的.先给出问题(1)
的Green函数如下:

췍G(t,s)=G1(t,s)+ k(b-t)
b-a-k(b-η)

G1(η,s),

其中

G1(k,j)=

(s-a)(b-t)
b-a

,a≤s≤t≤b,

(t-a)(b-s)
b-a

,a≤t≤s≤b

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

  定理6 f:[a,b]×ℝ是连续函数,假设下列条件成立:

1)存在σ>0,使得 max
(x,t)∈[a,b]×[0,σ]

f(x,s)≤σ
M
,其中M∶=max

t∈(a,b)∫
b

a
췍G(t,s)ds;

2)∀x∈[a,b],lim
t→0+

f(x,t)
t =+∞.

则问题(1)至少存在一个正解u∈C2([a,b]),且‖u‖∞≤σ,‖u′‖∞≤
(b-a)

M σ,‖u″‖∞≤σ
M.此外,

对任意的x∈[a,b],有u(x)=lim
n→∞

ωn(x),u′(x)=lim
n→∞

τn(x),其中ωn 和τn 定义如式(22),(23).

证明:首先,令r*=σ/M,由条件1)和式(8)得 max
[a,b]×[0,Bnh

2
nr
*]
h2n f(x,s)≤h2nr*.结合条件2),对

任意的(x,s)∈[a,b]×ℝ,n≥3,存在函数gn:[a,b]×ℝ→ℝ,定义为gn(x,s)∶=h2nf(x,s),满足

定理4中的条件,此时r=h2nr*.
其次,固定n≥max{1,(b-a)-1},由条件1)知,存在足够小的d=d(n)>0,使得对任意的

(x,t)∈[a,b]×R,f(x,s)>d,则

∫
d

0
gn(x,t)dt=∫

d

0
h2nf(x,t)dt>d2,

即对任意的k∈[1,n+1]ℤ,函数gn 满足定理2中条件2),故由定理4知,问题(19)存在一个正解

un∈X,使得 ‖un‖∞ ≤Bnh2
nr*∶=σ.

令n0≥max{1,(b-a)-1},R=σ,由命题1知,问题(1)至少存在一个满足命题1中条件1),2)和
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式(22)的解u∈C2([a,b]).
最后,证明u是正的.因为对任意的k∈[1,n]ℤ,un(k)≥0,通过构造函数u(x)=lim

n→∞
ωn(x)知,

对任意的x∈(a,b),当n≥3时,ωn(x)>0,显然u是非负的.固定x∈(a,b),由式(23)知,当n→∞
时,xn

kn→x.反设u(x)=0,由命题1的条件1)得

lim
n→∞

ωn(xn
kn
)=lim

n→∞
un(kn)=0. (26)

进一步,结合式(5),(26)和条件2)得

un(kn)=∑
n

j=1
G(kn,j)fn

j(un(j))≥G(kn,kn)fn
kn
(un(kn))≥fn

kn
(un(kn))>2un(kn),

显然矛盾.故对任意的x∈(a,b),有un(x)>0.
例1 对任意的t∈ℝ,令f(t)=et,则对实区间[a,b],b-a≤ 8/e≈1.71,从而问题(1)至少有

一个正解,且‖u‖∞≤1,‖u′‖∞≤(b-a)/M,‖u″‖∞≤1/M.特别地,问题

-u″(x)=eu(x), x∈ (0,1),

u(0)=αu(η), u(1)={ 0
(27)

至少有一个正解,且‖u‖∞≤1,‖u′‖∞≤(b-a)/M,‖u″‖∞≤1/M.
下面说明问题(27)的有限差分格式

-Δ2u(k-1)=eu(k), k∈ [1,n]ℤ,

u(0)=αu(η), u(n+1)={ 0
数值正解的存在性.由f(t)的定义知,存在两个常数r>0和d≤Bnr,使得 max

t ≤Bnr
et ≤eBnr∶=r*,

d2 <ed =∫
d

0
etdt,则由定理2知其有限差分格式至少有一个解un∈X,且0≤‖un‖∞≤Bnr.

注1 上述所有结果对边界条件为u(a)=0,u(b)=αu(η)的情形仍成立,只需将Green函数换为

G(k,j)=G0(k,j)+ αk
n+1-η

G0(η,j),

其中G0(k,j)定义如式(7).
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