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一类具有隔离的随机埃博拉
传染病模型动力学分析

李录苹,孔丽丽,王晓玲,陈 富
(山西大同大学 数学与统计学院,山西 大同037009)

摘要:利用随机微分方程理论,讨论具有隔离仓室和动物仓室的埃博拉传染病模型,给出该

模型动物子系统染病动物灭绝与持久之间的阈值以及动物-人整体系统疾病持久性的条件,
并证明系统存在遍历平稳分布.最后,对理论结果进行数值模拟,结果表明,扰动强度较小

时会形成地方病,扰动强度足够大时可导致疾病灭绝.
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Abstract:Usingthetheoryofstochasticdifferentialequations,wediscussedanEbolainfectious
diseasemodelwithisolatedcompartmentsandanimalcompartments.Wegavethethresholdbetween
extinctionandpersistenceofinfectedanimalswithintheanimalsubsystemofthemodel,aswellasthe
conditionsforpersistenceofthediseaseintheoverallanimal-humansystem,andprovedtheexistence
ofergodicstationarydistributioninthesystem.Finally,numericalsimulationswereconductedto
validatethetheoreticalresults.Theresultsshowthatitcanform endemicdiseaseswhenthe
disturbanceintensityissmall,anditcanleadtotheextinctionofdiseasewhenthedisturbance
intensityislargeenough.
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0 引 言

埃博拉病毒是一种人畜共患的病原体,它可以从野生动物传播到人类,且人与人之间的传播可引

起疾病的暴发[1-2].鉴于埃博拉病毒的严重性和复杂性[3-4],许多学者对其进行了深入研究[5-8],旨在

揭示其传播机制,为该疾病的预防和控制提供科学依据.在传染病研究中,数学模型是一种重要工具,
它可以模拟疾病的传播过程,预测疾病的发展趋势,为制定有效的预防和控制策略提供理论支持.在

埃博拉病毒研究中,一些学者通过建立确定性数学模型,分析了该疾病的流行情况[9-12].文献[10]提



出了对感染者进行治疗及对易感者进行预防接种的埃博拉传染病模型.文献[11]考虑了人群和动物耦

合的情况,研究了一类具有预防接种且带有治疗措施的埃博拉传染病模型,并指出控制传染源是预防

和控制埃博拉病毒传播的一项重要措施,其中对患者进行隔离是最有效的方法.在此基础上,
文献[12]在人和动物共存状态下,考虑了疾病传播的情况,建立了带有隔离仓室和动物仓室的埃博拉

传染病确定性模型.该模型综合考虑了人类和动物之间的相互作用以及疾病在两者之间的传播过程,
模型如下:

S′b(t)=Λb-βbSb(t)Ib(t)-μbSb(t),

I′b(t)=βbSb(t)Ib(t)-μbIb(t)-αbIb(t),

S′h(t)=Λh -βhSh(t)Ih(t)-βbhSh(t)Ib(t)-μhSh(t),

I′h(t)=βhSh(t)Ih(t)+βbhSh(t)Ib(t)-μhIh(t)-αhIh(t)-δhIh(t)-γhIh(t),

Q′h(t)=δhIh(t)-μhQh(t)-dhQh(t)-εhQh(t),

R′h(t)=γhIh(t)+εhQh(t)-μhRh(t

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï ),

(1)

其中:Sb(t),Ib(t)分别表示t时刻动物易感者、感染者的数量;Sh(t),Ih(t),Qh(t),Rh(t)分别表示

t时刻人群易感者、感染者、隔离者、移出者的数量;Λb 表示动物的输入率,Λh 表示人群的输入率;βb

表示动物之间的传染率,βbh表示动物与人之间的传染率,βh 表示人之间的传染率;μb 表示动物的自然

死亡率,μh(<μb)表示人群的自然死亡率;αb 表示动物感染者的因病死亡率,αh 表示人群感染者的因

病死亡率;dh 表示人群隔离者的因病死亡率;δh 表示人群感染者的隔离率;γh 表示人群感染者的恢复

率;εh 表示人群隔离者的恢复率.由文献[12]知,系统(1)存在无病平衡点E0、边界平衡点E*和地方

病平 衡 点 췍E. 动 物 患 者 基 本 再 生 数 为 R0d =
Λbβb

μb(μb+αb)
,人 群 患 者 基 本 再 生 数 为 R0r =

Λhβh

μh(μh+αh+δh+γh)
,系统(1)的基本再生数为R0=max{R0d,R0r}.当R0<1时无病平衡点E0 是全局

渐近稳定的;当R0d<1<R0r时边界平衡点E* 是全局渐近稳定的;当R0d>1时地方病平衡点췍E 是

全局渐近稳定的.
在现实世界中,流行病不可避免地受环境噪声的影响.与确定性模型相比,将随机扰动加入流行

病模型中能使其更符合实际应用.近年来,随着随机微分方程理论的发展,人们建立了许多随机生物

数学模型,用于研究传染病的动力学行为和环境噪声的影响[13-18].
基于文献[12]提出的确定性模型,本文讨论一类带有隔离仓室和动物仓室的随机埃博拉传染病模

型的动力学行为.假设随机白噪声与Sb(t),Ib(t),Sh(t),Ih(t),Qh(t),Rh(t)成正比,则在随机环境中

的系统(1)变为如下系统:

dSb(t)=(Λb-βbSb(t)Ib(t)-μbSb(t))dt+σ1Sb(t)dB1(t),

dIb(t)=(βbSb(t)Ib(t)-μbIb(t)-αbIb(t))dt+σ2Ib(t)dB2(t),

dSh(t)=(Λh -βhSh(t)Ih(t)-βbhSh(t)Ib(t)-μhSh(t))dt+σ3Sh(t)dB3(t),

dIh(t)=(βhSh(t)Ih(t)+βbhSh(t)Ib(t)-μhIh(t)-αhIh(t)-
    δhIh(t)-γhIh(t))dt+σ4Ih(t)dB4(t),

dQh(t)=(δhIh(t)-μhQh(t)-dhQh(t)-εhQh(t))dt+σ5Qh(t)dB5(t),

dRh(t)=(γhIh(t)+εhQh(t)-μhRh(t))dt+σ6Rh(t)dB6(t

ì

î

í
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ï
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ï
ï ),

(2)

其中:Bi(t)是定义在具有滤子{Ft}t≥0(滤子满足一般条件,即它是不减的、右连续的,且F0 包含了

所有概率为零的集合)的全概率空间(Ω,F,{Ft}t≥0,P)上的独立标准布朗运动;σi 表示布朗运动的强度

(i=1,2,…,6).在确定性模型中,基本再生数对流行病的传播具有重要作用.当考虑环境扰动时,
研究决定流行病传播与否的阈值至关重要.

本文首先研究随机系统(2)全局正解的存在性和唯一性;其次,分析随机动物子系统,给出染病

动物持久和灭绝之间的阈值;再次,讨论动物-人整体随机系统,分析埃博拉病毒在人类世界传播与否

的条件,并证明随机系统(2)具有遍历平稳分布;最后,通过数值模拟验证理论结果,揭示环境白噪声
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的影响.

1 系统(2)全局正解的存在唯一性

定理 1 定 义ℝ6+ ={(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh,Rh)Sb,Ib,Sh,Ih,Qh,Rh>0},对 任 意 给 定 的 初 值

(Sb(0),Ib(0),Sh(0),Ih(0),Qh(0),Rh(0))∈ℝ6+,系 统 (2)存 在 唯 一 的 正 解,即 当 t≥0 时,
(Sb(t),Ib(t),Sh(t),Ih(t),Qh(t),Rh(t))∈ℝ6+a.s.

证明:系统(2)中的系数满足局部Lipschitz条件,则对任意给定的初值(Sb(0),Ib(0),Sh(0),

Ih(0),Qh(0),Rh(0))∈ℝ6+,当t∈[0,τe)时,系统(2)总存在唯一的局部解(Sb(t),Ib(t),Sh(t),Ih(t),

Qh(t),Rh(t))∈ℝ6+,其中τe 为爆破时间.为证明该解的全局性,只需证τe=∞几乎处处成立即可.令

k0≥1充分大,使得(Sh(0),Ih(0),Qh(0),Rh(0))均在区间[1/k0,k0]上.对∀k≥k0,定义停时

τk=inf{t∈ [0,τe):min{Sb(t),Ib(t),Sh(t),Ih(t),Qh(t),Rh(t)}≤ 1k
,

max{Sb(t),Ib(t),Sh(t),Ih(t),Qh(t),Rh(t)}≥k}.
显然当k→∞时,τk 是递增的.令τ∞=lim

t→∞
τk,则有τ∞≤τe 几乎处处成立.若能证明τ∞=∞几乎处处

成立,则即可证明τe=∞几乎处处成立.下面只需证明τ∞=∞几乎处处成立即可.若上述结论不成

立,则存在两个常数T>0和ε∈(0,1),满足P{τ∞≤T}>ε.因此存在k1≥k0,使得对所有的k≥k1,
均有P{τk≤T}≥ε.

定义C2-函数V:ℝ6+→ℝ+为

췍V(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh,Rh)= Sb+a-alnSbæ

è
ç

ö

ø
÷

a +(Ib+1-lnIb)+ Sh +a-alnShæ

è
ç

ö

ø
÷

a +

(Ih +1-lnIh)+(Qh +1-lnQh)+(Rh +1-lnRh),

其中a=minμb+αb

βb+βbh
,μh+αh

β{ }
h

.

对췍V(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh,Rh)应用Itô公式得

d췍V=L췍Vdt+σ1(Sb-a)dB1(t)+σ2(Ib-1)dB2(t)+σ3(Sh -a)dB3(t)+
σ4(Ih -1)dB4(t)+σ5(Qh -1)dB5(t)+σ6(Rb-1)dB6(t),

其中

L췍V ≤Λb+Λh +(a+1)μb+αb+(a+3)μh +αh +δh +γh +dh +εh +
1
2
(aσ21+σ22+aσ23+σ24+σ25+σ26)∶=K,

K 为正常数.则有

dV ≤Kdt+σ1ShdB1(t)+σ2(Ih -1)dB2(t)+σ3(Qh -1)dB3(t)+
σ4(Rh -1)dB4(t)+σ5SbdB5(t)+σ6(Ib-1)dB6(t). (3)

将式(3)两边从0到τk∧T 积分并取期望,由文献[19]的定理5.8中(ii)得

EV(Sh(τk ∧T),Ih(τk ∧T),Qh(τk ∧T),Rh(τk ∧T),Sb(τk ∧T),Ib(τk ∧T))≤
V(Sh(0),Ih(0),Qh(0),Rh(0),Sb(0),Ib(0))+KT.

  令Ωk={τk≤T},对k≥k1,有 P(Ωk)≥ε.而对每个ω∈Ωk,(S(τk,ω),E(τk,ω),I(τk,ω),

D(τk,ω))中某个分量的取值为1/k或k,则

V(Sh(τk,ω),Ih(τk,ω),Qh(τk,ω),Rh(τk,ω),Sb(τk,ω),Ib(τk,ω))≥

mink+1-lnk,1k +1+ln{ }k ∶=G(k).

因此

V(Sh(0),Ih(0),Qh(0),Rh(0),Sb(0),Ib(0))+KT ≥
E(IΩk

(ω)V(Sh(τk,ω),Ih(τk,ω),Qh(τk,ω),Rh(τk,ω),Sb(τk,ω),Ib(τk,ω)))≥

903 第2期       李录苹,等:一类具有隔离的随机埃博拉传染病模型动力学分析    



P(Ωk(ω))G(k)≥εG(k),
其中IΩk

是Ωk 的示性函数.令k→∞,则

∞ >V(Sh(0),Ih(0),Qh(0),Rh(0),Sb(0),Ib(0))+KT=∞,
矛盾,所以τe=∞几乎处处成立.即(Sh(t),Ih(t),Qh(t),Rh(t),Sb(t),Ib(t))是系统(2)的全局正解.
证毕.

引理1 若(Sb(t),Ib(t),Sh(t),Ih(t),Qh(t),Rh(t))是系统(2)满足初始条件(Sb(0),Ib(0),Sh(0),

Ih(0),Qh(0),Rh(0))∈ℝ6+的解,则

lim
t→+∞

Sb(t)
t =0, lim

t→+∞

Ib(t)
t =0, lim

t→+∞

Sh(t)
t =0,

lim
t→+∞

Ih(t)
t =0, lim

t→+∞

Qh(t)
t =0, lim

t→+∞

Rh(t)
t =0a.s.,

且

lim
t→+∞

1
t∫

t

0
Sb(r)dB1(r)=0, lim

t→+∞

1
t∫

t

0
Ib(r)dB2(r)=0, lim

t→+∞

1
t∫

t

0
Sh(r)dB3(r)=0,

lim
t→+∞

1
t∫

t

0
Ih(r)dB4(r)=0, lim

t→+∞

1
t∫

t

0
Qh(r)dB5(r)=0, lim

t→+∞

1
t∫

t

0
Rh(r)dB6(r)=0a.s.

  证明:根据系统(2)可得

d(Sb+Ib+Sh +Ih +Qh +Rh)=[(Λb+Λh)-μbSb-(μb+αb)Ib-μhSh -
(μh +αh)Ih -(μh +dh)Qh -μhRh]dt+
σ1SbdB1+σ2IbdB2+σ3ShdB3+
σ4IhdB4+σ5QhdB5+σ6RhdB6, (4)

解方程(4),可得

Sb(t)+Ib(t)+Sh(t)+Ih(t)+Qh(t)+Rh(t)≤Λb+Λh

μh
+

    Sb(0)+Ib(0)+Sh(0)+Ih(0)+Qh(0)+Rh(0)-Λb+Λh

μ
æ

è
ç

ö

ø
÷

h
e-μht+M(t), (5)

其中

M(t)=σ1∫
t

0
Sb(r)e-μh(t-r)dB1(r)+σ2∫

t

0
Ib(r)e-μh(t-r)dB2(r)+σ3∫

t

0
Sh(r)e-μh(t-r)dB3(r)+

σ4∫
t

0
Ih(r)e-μh(t-r)dB4(r)+σ5∫

t

0
Qh(r)e-μh(t-r)dB5(r)+σ6∫

t

0
Rh(r)e-μh(t-r)dB6(r).

显然,M(t)是一个连续的局部鞅且M(0)=0.
定义

X(t)=X(0)+L(t)-N(t)+M(t),
其中

X(0)=Sb(0)+Ib(0)+Sh(0)+Ih(0)+Qh(0)+Rh(0),

L(t)=Λb+Λh

μh
(1-e-μht),

N(t)=(Sb(0)+Ib(0)+Sh(0)+Ih(0)+Qh(0)+Rh(0))(1-e-μht).
由式(5)可知,当t≥0时,

Sb(t)+Ib(t)+Sh(t)+Ih(t)+Qh(t)+Rh(t)≤X(t).
显然,当t≥0,L(0)=N(0)=0时,L(t),N(t)是连续的自适应递增过程.根据文献[19]可知几乎

处处有lim
t→+∞

X(t)<+∞,因此

limsup
t→+∞

(Sb(t)+Ib(t)+Sh(t)+Ih(t)+Qh(t)+Rh(t))<+∞a.s. (6)

从而由解的正性和式(6)可得
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lim
t→+∞

Sb(t)
t =0, lim

t→+∞

Ib(t)
t =0, lim

t→+∞

Sh(t)
t =0,

lim
t→+∞

Ih(t)
t =0, lim

t→+∞

Qh(t)
t =0, lim

t→+∞

Rh(t)
t =0a.s.,

lim
t→+∞

1
t∫

t

0
Sb(r)dB1(r)=0, lim

t→+∞

1
t∫

t

0
Ib(r)dB2(r)=0, lim

t→+∞

1
t∫

t

0
Sh(r)dB3(r)=0,

lim
t→+∞

1
t∫

t

0
Ih(r)dB4(r)=0, lim

t→+∞

1
t∫

t

0
Qh(r)dB5(r)=0, lim

t→+∞

1
t∫

t

0
Rh(r)dB6(r)=0a.s.

2 动物随机子系统分析

动物随机系统为

dSb(t)=(Λb-βbSb(t)Ib(t)-μbSb(t))dt+σ1Sb(t)dB1(t),

dIb(t)=(βbSb(t)Ib(t)-μbIb(t)-αbIb(t))dt+σ2Ib(t)dB2(t{ ),
(7)

与人类随机系统无关,本文主要考虑Ib(t)的灭绝性和持久性.为方便,记

<X>t=1t∫
t

0
X(r)dr.

  定理2 假设Sb(t),Ib(t)是系统(7)满足初始条件(Sb(0),Ib(0))∈ℝ2+的解,则下列结论成立:

1)如果R1
0=

Λbβb

μb(μb+αb+σ22/2)<1
,则

limsup
t→+∞

lnIb(t)
t ≤ μb+αb+σ22æ

è
ç

ö

ø
÷

2
(R1

0-1),  lim
t→+∞

<Sb>t=Λb

μb
a.s.;

  2)如果R1
0>1,则

liminf
t→+∞

<Ib>t≥μb(μb+αb+σ22/2)(R1
0-1)

βb(μb+αb)
a.s.

  证明:首先,证明结论1).由系统(7)可知

Sb(t)-Sb(0)
t +Ib(t)-Ib(0)

t =Λb-μb<Sb>t-(μb+αb)<Ib>t+

σ1
t∫

t

0
Sb(r)dB1(r)+σ2

t∫
t

0
Ib(r)dB2(r),

从而

<Sb>t=Λb

μb
-μb+αb

μb
<Ib>t+M1(t), (8)

其中

M1(t)=1
μb

σ1
t∫

t

0
Sb(r)dB1(r)+σ2

t∫
t

0
Ib(r)dB2(r)-Sb(t)-Sb(0)

t -Ib(t)-Ib(0)æ

è
ç

ö

ø
÷

t .

由引理1可知

lim
t→+∞

M1(t)=0a.s. (9)

  对系统(7)中第二个方程应用Itô公式后,两边取从0到t的积分并除以t,再将式(8)代入可得

lnIb(t)-lnIb(0)
t =βb<Sb>t- μb+αb+σ22æ

è
ç

ö

ø
÷

2 +σ2B2(t)
t ≤

Λbβb

μb
+βbM1(t)- μb+αb+σ22æ

è
ç

ö

ø
÷

2 +σ2B2(t)
t =

μb+αb+σ22æ

è
ç

ö

ø
÷

2
(R1

0-1)+βbM1(t)+σ2B2(t)
t . (10)

由强大数定律,得

lim
t→+∞

Bi(t)
t =0,  i=1,2,a.s. (11)
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结合式(9)和式(11),对式(10)两边取极限,得

limsup
t→+∞

lnIb(t)
t ≤ μb+αb+σ22æ

è
ç

ö

ø
÷

2
(R1

0-1)a.s.

因此,如果R1
0<1,则有

lim
t→+∞

Ib(t)=0a.s. (12)

由式(8)和(12),可得

lim
t→+∞

<Sb>t=Λb

μb
a.s.

  其次,证明结论2).由系统(7)中第二个方程可得

lnIb(t)-lnIb(0)
t =Λbβb

μb
-βb(μb+αb)

μb
<Ib>t+βbM1(t)- μb+αb+σ22æ

è
ç

ö

ø
÷

2 +σ2B2(t)
t =

μb+αb+σ22æ

è
ç

ö

ø
÷

2
(R1

0-1)-βb(μb+αb)
μb

<Ib>t+βbM1(t)+σ2B2(t)
t .

当R1
0>1时,由文献[20]中引理4,得

liminf
t→+∞

<Ib>t≥μb(μb+αb+σ22/2)(R1
0-1)

βb(μb+αb)
a.s.

  由定理2可知,如果R1
0<1,则染病动物将会灭绝,即埃博拉病毒不会在动物界广泛传播;如果

R1
0>1,则埃博拉病毒将在动物界传播.R1

0 小于确定性模型中动物患者的基本再生数,表明环境白噪

声有助于控制疾病.

3 动物-人整体随机系统分析

由于系统(2)的前5个方程与变量Rh(t)无关,因此本文只需分析以下等价系统:

dSb(t)=(Λb-βbSb(t)Ib(t)-μbSb(t))dt+σ1Sb(t)dB1(t),

dIb(t)=(βbSb(t)Ib(t)-μbIb(t)-αbIb(t))dt+σ2Ib(t)dB2(t),

dSh(t)=(Λh -βhSh(t)Ih(t)-βbhSh(t)Ib(t)-μhSh(t))dt+σ3Sh(t)dB3(t),

dIh(t)=(βhSh(t)Ih(t)+βbhSh(t)Ib(t)-μhIh(t)-αhIh(t)-
    δhIh(t)-γhIh(t))dt+σ4Ih(t)dB4(t),

dQh(t)=(δhIh(t)-μhQh(t)-dhQh(t)-εhQh(t))dt+σ5Qh(t)dB5(t)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï .

(13)

  定理3 假设(Sb(t),Ib(t),Sh(t),Ih(t),Qh(t))是系统(13)满足初始条件(Sb(0),Ib(0),Sh(0),

Ih(0),Qh(0))∈ℝ5+的解,则下列结论成立:

1)如果R1
0<1且R2

0=
Λhβh

μh(μh+αh+δh+γh+σ24/2)<1
,则

lim
t→+∞

Ib(t)=0, lim
t→+∞

Ih(t)=0, lim
t→+∞

Qh(t)=0a.s.,

并且

lim
t→+∞

<Sb>t=Λb

μb
,  lim

t→+∞
<Sh>t=Λh

μh
a.s.,

即埃博拉病毒不会广泛传播;

2)如果R1
0<1且R2

0>1,则 lim
t→+∞

Ib(t)=0a.s.,并且

liminf
t→+∞

<Ih>t≥μh(μh +αh +δh +γh +σ24/2)(R2
0-1)

βh(μh +αh +δh +γh)
,

liminf
t→+∞

<Qh>t≥μhδh(μh +αh +δh +γh +σ24/2)(R2
0-1)

βh(μh +dh +εh)(μh +αh +δh +γh)
a.s.,

即埃博拉病毒不会在动物界传播,但会在人类世界传播.

证明:当R1
0<1时,由定理2可知lim

t→+∞
<Sb>t=

Λb

μb
,lim

t→+∞
Ib(t)=0a.s.当t→+∞时,埃博拉病毒在

213   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第63卷 



人类世界传播的动力学系统为

dSh(t)=(Λh -βhSh(t)Ih(t)-μhSh(t))dt+σ3Sh(t)dB3(t),

dIh(t)=(βhSh(t)Ih(t)-μhIh(t)-αhIh(t)-δhIh(t)-γhIh(t))dt+σ4Ih(t)dB4(t),

dQh(t)=(δhIh(t)-μhQh(t)-dhQh(t)-εhQh(t))dt+σ5Qh(t)dB5(t)

ì

î

í

ï
ï

ïï .

(14)

由系统(14)可知

Sh(t)-Sh(0)
t +Ih(t)-Ih(0)

t =Λh -μh<Sh>t-(μh +αh +δh +γh)<Ih>t+

σ3
t∫

t

0
Sh(r)dB3(r)+σ4

t∫
t

0
Ih(r)dB4(r),

即

<Sh>t=Λh

μh
-μh +αh +δh +γh

μh
<Ih>t+M2(t), (15)

其中

M2(t)=1
μh

σ3
t∫

t

0
Sh(r)dB3(r)+σ4

t∫
t

0
Ih(r)dB4(r)-Sh(t)-Sh(0)

t -Ih(t)-Ih(0)æ

è
ç

ö

ø
÷

t
,

且lim
t→+∞

M2(t)=0.

对系统(14)中第二个方程应用Itô公式后,两边取从0到t的积分并除以t,再将式(15)代入可得

lnIh(t)-lnIh(0)
t =βh<Sh>t- μh +αh +δh +γh +σ24æ

è
ç

ö

ø
÷

2 +σ4B4(t)
t =

Λhβh

μh
-βh(μh +αh +δh +γh)

μh
<Ih>t+βhM2(t)-

μh +αh +δh +γh +σ24æ

è
ç

ö

ø
÷

2 +σ4B4(t)
t =

μh +αh +δh +γh +σ24æ

è
ç

ö

ø
÷

2
(R2

0-1)-

βh(μh +αh +δh +γh)
μh

<Ih>t+βhM2(t)+σ4B4(t)
t .

由文献[20]中引理4可知,当R2
0<1时,lim

t→+∞
Ih(t)=0a.s.,当R2

0>1时,

liminf
t→+∞

<Ih>t≥μh(μh +αh +δh +γh +σ24/2)(R2
0-1)

βh(μh +αh +δh +γh)
a.s.

  当R2
0<1,t→+∞时,由系统(14)中第三个方程可知

Qh(t)-Qh(0)
t =-(μh +dh +εh)<Qh>t+σ5

t∫
t

0
Qh(r)dB5(r),

即

<Qh>t=M3(t),
其中

M3(t)= 1
μh +dh +εh

σ5
t∫

t

0
Qh(r)dB5(r)-Qh(t)-Qh(0)æ

è
ç

ö

ø
÷

t
,

且 lim
t→+∞

M3(t)=0.所以lim
t→+∞

<Qh>t=0a.s.从而可得lim
t→+∞

Qh(t)=0a.s.事实上,如果lim
t→+∞

Qh(t)=

c(c>0)a.s.,则存在T>0,使得当t>T 时,Qh(t)≥c
2a.s.

因此可知

1
t∫

t

0
Qh(r)dr=1t∫

T

0
Qh(r)dr+∫

t

T
Qh(r)d( )r ≥ 1t

·c
2
(t-T)=c

2-cT
2t
,

故

lim
t→+∞

<Qh>t≥lim
t→+∞

c
2-cT

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

t =c
2 >0

,
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与lim
t→+∞

<Qh>t=0a.s.矛盾,所以lim
t→+∞

Qh(t)=0a.s.

当R2
0>1时,由系统(14)中第三个方程可知

Qh(t)-Qh(0)
t =δh<Ih>t-(μh +dh +εh)<Qh>t+σ5

t∫
t

0
Qh(r)dB5(r),

即

<Qh>t= δh

μh +dh +εh
<Ih>t+M3(t),

则

liminf
t→+∞

<Qh>t≥μhδh(μh +αh +δh +γh +σ24/2)(R2
0-1)

βh(μh +dh +εh)(μh +αh +δh +γh)
a.s.

  由上述结论和式(15)知,当R1
0<1且R2

0<1时,

lim
t→+∞

<Sb>t=Λb

μb
,lim

t→+∞
Ib(t)=0,lim

t→+∞
<Sh>t=Λh

μh
,lim

t→+∞
Ih(t)=0,lim

t→+∞
Qh(t)=0a.s.,

即此时埃博拉病毒不会在动物界和人类世界传播;当R1
0<1且R2

0>1时,lim
t→+∞

Ib(t)=0,

liminf
t→+∞

<Ih>t≥μh(μh +αh +δh +γh +σ24/2)(R2
0-1)

βh(μh +αh +δh +γh)
,

liminf
t→+∞

<Qh>t≥μhδh(μh +αh +δh +γh +σ24/2)(R2
0-1)

βh(μh +dh +εh)(μh +αh +δh +γh)
a.s.,

即此时埃博拉病毒不会在动物界传播,但会在人类世界传播.
根据定理3,如果不存在环境白噪声,则随机系统(2)的灭绝性和持久性与确定性模型(1)的条件

一致.
引理2[21] 假设存在一个具有正则边界Γ的有界开域U⊂ℝd,且下列条件成立:

1)存在一个正数M 满足∑
d

i,j=1
aij(x)ξiξj≥M ξ 2,x∈췍U,ξ∈ℝd;

2)对任意的ℝd\U,存在一个C2-函数V 使得LV 是负的.
则 Markov过程X(t)具有遍历平稳分布μ(·)且唯一.

定理4 如果R1
0>1,则对任意的初值(Sb(0),Ib(0),Sh(0),Ih(0),Qh(0))∈ℝ5+,模型(13)的解

有唯一的平稳分布.
证明:首先,模型(13)的扩散矩阵为

A=

σ21S2b 0 0 0 0
0 σ22I2b 0 0 0
0 0 σ23S2h 0 0
0 0 0 σ24I2h 0
0 0 0 0 σ25Q2

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

h

.

令U⊂ℝ5+是有界开域,且存在M>0(M=min{σ21S2b,σ22I2b,σ23S2h,σ24I2h,σ25Q2
h,(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)∈췍U}),

使得对所有的(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)∈췍U,ξ∈ℝ5+,均有

∑
5

i,j=1
aijξiξj=σ21S2bξ21+σ22I2bξ22+σ23S2hξ23+σ24I2hξ24+σ25Q2

hξ25 ≥M ξ 2,

则引理2的条件1)满足.
下面证明满足引理2的条件2).考虑一个非负C2-函数V(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh):ℝ5+→ℝ+,

V=H(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)-H(Sb(0),Ib(0),Sh(0),Ih(0),Qh(0)).
令

H(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)=NV1+V2+V3,
其中
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V1=-lnIb-βb

μb
(Sb+Ib),  V2=-(lnSb+lnSh +lnIh +lnQh),

V3= 1
1+θ

(Sb+Ib+Sh +Ih +Qh)1+θ,

0<θ<1是一个充分小的常数,正常数N 和n 满足

N0-N μb+αb+σ22æ

è
ç

ö

ø
÷

2
(R1

0-1)+fu
2 ≤-2,

n∶=μh -θ
2
(σ21 ∨σ22 ∨σ23 ∨σ24 ∨σ25)>0,

(Sb(0),Ib(0),Sh(0),Ih(0),Qh(0))是 H(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)的最小值点.
利用Itô公式得

LV1= - μb+αb+σ22æ

è
ç

ö

ø
÷

2
(R1

0-1)+βb(μb+αb)
μb

Ib,

LV2 ≤ -Λb

Sb
+βbIb+μb+σ21

2-Λh

Sh
+βhIh +βbhIb+μh +σ23

2-βbh
ShIb

Ih
+

(μh +αh +δh +γh)+σ24
2-δh

Ih

Qh
+(μh +dh +εh)+σ25

2
,

LV3=(Sb+Ib+Sh +Ih +Qh)θ[Λb-μbSb-(μb+αb)Ib+Λh -

μhSh -(μh +αh +δh +γh)Ih -(μh +dh +εh)Qh]+
θ
2
(Sb+Ib+Sh +Ih +Qh)θ-1(σ21S2b +σ22I2b +σ23S2h +σ24I2h +σ25Q2

h)≤

(Λb+Λh)(Sb+Ib+Sh +Ih +Qh)θ-μh(Sb+Ib+Sh +Ih +Qh)θ+1+
θ
2
(σ21 ∨σ22 ∨σ23 ∨σ24 ∨σ25)(Sb+Ib+Sh +Ih +Qh)θ+1 ≤

A-n
2
(Sb+Ib+Sh +Ih +Qh)θ+1 ≤

A-n
2
(Sθ+1

b +Iθ+1
b +Sθ+1

h +Iθ+1
h +Qθ+1

h ),

其中

A= sup
(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)∈ℝ

5
+

(Λb+Λh)(Sb+Ib+Sh +Ih +Qh)θ-n
2
(Sb+Ib+Sh +Ih +Qh)θ+{ }1 ,

因此

LV=L(NV1+V2+V3)≤A+μb+3μh +αh +δh +γh +dh +εh +σ21+σ23+σ24+σ25
2 +

N - μb+αb+σ22æ

è
ç

ö

ø
÷

2
(R1

0-1)+βb(μb+αb)
μb

Ié

ë
êê

ù

û
úúb +(βb+βbh)Ib-n

2I
θ+1
b -

Λb

Sb
-n
2S

θ+1
b -Λh

Sh
-n
2S

θ+1
h +βhIh -n

2I
θ+1
h -βbhShIb

Ih
-δhIh

Qh
-n
2Q

θ+1
h =

N0+f1(Ib)+f2(Ih)-Λb

Sb
-n
2S

θ+1
b -Λh

Sh
-n
2S

θ+1
h -βbhShIb

Ih
-δhIh

Qh
-n
2Q

θ+1
h ,

这里

N0=A+μb+3μh +αh +δh +γh +dh +εh +σ21+σ23+σ24+σ25
2

,

f1(Ib)=N - μb+αb+σ22æ

è
ç

ö

ø
÷

2
(R1

0-1)+βb(μb+αb)
μb

Ié

ë
êê

ù

û
úúb +(βb+βbh)Ib-n

2I
θ+1
b ,

f2(Ih)=βhIh -n
2I

θ+1
h .

  下面构造一个有界闭集:
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U= p≤Sb ≤ 1p
,p≤Ib ≤ 1p

,p≤Sh ≤ 1p
,p3 ≤Ih ≤ 1p3

,p4 ≤Qh ≤ 1p{ }4 ,
其中p是一个足够小的常数,且满足以下不等式:

N0+fu
1+fu

2-Λb

p ≤-1, (16)

N0-N μb+αb+σ22æ

è
ç

ö

ø
÷

2
(R1

0-1)+ Nβb(μb+αb)
μb

+βb+β
æ

è
ç

ö

ø
÷bh p+fu

2 ≤-1, (17)

N0+fu
1+fu

2-Λh

p ≤-1, (18)

N0+fu
1+fu

2-βbh

p ≤-1, (19)

N0+fu
1+fu

2-δh

p ≤-1, (20)

N0+fu
1+fu

2- n
2pθ+1 ≤-1, (21)

N0- n
4pθ+1+N1 ≤-1, (22)

N0- n
4p3(θ+1)+

N2 ≤-1, (23)

N0+fu
1+fu

2- n
2p4(θ+1)≤-1, (24)

这里

fu
1= sup

Ib∈(0,+∞)
f1(Ib),  fu

2= sup
Ih∈(0,+∞)

f2(Ih),

N1= sup
Ib∈(0,+∞)

-N μb+αb+σ22æ

è
ç

ö

ø
÷

2
(R1

0-1)+ Nβb(μb+αb)
μb

+βb+β
é

ë
êê

ù

û
úúbh Ib-n

4I
θ+1
b +fu{ }2 ,

N2= sup
Ih∈(0,+∞)

fu
1+βhIh -n

4I
θ+1{ }h .

  将ℝ5+\U 划分为以下10个区域:
Uc
1={(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)∈ ℝ5+ 0<Sb <p},

Uc
2={(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)∈ ℝ5+ 0<Ib <p},

Uc
3={(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)∈ ℝ5+ 0<Sh <p},

Uc
4={(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)∈ ℝ5+ Ib ≥p,Sh ≥p,0<Ih <p3},

Uc
5={(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)∈ ℝ5+ Ih ≥p3,0<Qh <p4},

Uc
6={(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)∈ ℝ5+ Sb ≥1/p},

Uc
7={(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)∈ ℝ5+ Ib ≥1/p},

Uc
8={(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)∈ ℝ5+ Sh≥1/p},

Uc
9={(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)∈ ℝ5+ Ih≥1/p3},

Uc
10={(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)∈ ℝ5+ Qh≥1/p4}.

  下面证明对任意的(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)∈ℝ5+\U,有LV(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)<0.
情形1)如果(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)∈Uc

1,则由式(16)可知

LV ≤N0+f1(Ib)+f2(Ih)-Λb

Sb
≤N0+fu

1+fu
2-Λb

p ≤-1;

  情形2)如果(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)∈Uc
2,则式由(17)可知

LV ≤N0-N μb+αb+σ22æ

è
ç

ö

ø
÷

2
(R1

0-1)+ Nβb(μb+αb)
μb

+βb+β
æ

è
ç

ö

ø
÷bh Ib-n

2I
θ+1
b +f2(Ih)≤

N0-N μb+αb+σ22æ

è
ç

ö

ø
÷

2
(R1

0-1)+ Nβb(μb+αb)
μb

+βb+β
æ

è
ç

ö

ø
÷bh p+fu

2 ≤-1;
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  情形3)如果(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)∈Uc
3,则由式(18)可知

LV ≤N0+f1(Ib)+f2(Ih)-Λh

Sh
≤N0+fu

1+fu
2-Λh

p ≤-1;

  情形4)如果(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)∈Uc
4,则由式(19)可知

LV ≤N0+f1(Ib)+f2(Ih)-βbhShIb

Ih
≤N0+fu

1+fu
2-βbh

p ≤-1;

  情形5)如果(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)∈Uc
5,则由式(20)可知

LV ≤N0+f1(Ib)+f2(Ih)-δhIh

Qh
≤N0+fu

1+fu
2-δh

p ≤-1;

  情形6)如果(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)∈Uc
6,则由式(21)可知

LV ≤N0+f1(Ib)+f2(Ih)-n
2S

θ+1
b ≤N0+fu

1+fu
2- n
2pθ+1 ≤-1;

  情形7)如果(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)∈Uc
7,则由式(22)可知

LV ≤N0-N μb+αb+σ22æ

è
ç

ö

ø
÷

2
(R1

0-1)+ Nβb(μb+αb)
μb

+βb+β
æ

è
ç

ö

ø
÷bh Ib-n

2I
θ+1
b +f2(Ih)≤

N0- n
4pθ+1+N1 ≤-1;

  情形8)如果(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)∈Uc
8,则由式(21)可知

LV ≤N0+f1(Ib)+f2(Ih)-n
2S

θ+1
h ≤N0+fu

1+fu
2- n
2pθ+1 ≤-1;

  情形9)如果(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)∈Uc
9,则由式(23)可知

LV ≤N0+f1(Ib)+βhIh -n
2I

θ+1
h ≤N0- n

4p3(θ+1)+
N2 ≤-1;

  情形10)如果(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)∈Uc
10,则由式(24)可知

LV ≤N0+f1(Ib)+f2(Ih)-n
2Q

θ+1
h ≤N0+fu

1+fu
2- n
2p4(θ+1)≤-1.

  综合以上分析可得LV(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)<0,(Sb,Ib,Sh,Ih,Qh)∈ℝ5+\U.所以引理2的条件2)
满足.因此,模型(13)的解有唯一的平稳分布.

4 数值模拟

为验证本文的结论,下面对上述理论结果进行数值模拟.类似文献[21]可得系统(2)对应的离散

系统如下:

Si+1
b =Si

b+(Λb-βbSi
bIi

b-μbSi
b)Δt+Si

b σ1ξi Δt+σ21
2
(ξ2i -1)Δæ

è
ç

ö

ø
÷t ,

Ii+1
b =Ii

b+(βbSi
bIi

b-μbIi
b-αbIi

b)Δt+Ii
b σ2ηi Δt+σ22

2
(η2i -1)Δæ

è
ç

ö

ø
÷t ,

Si+1
h =Si

h +(Λh -βhSi
hIi

h -βbhSi
hIi

b-μhSi
h)Δt+Si

h σ3κi Δt+σ23
2
(κ2i -1)Δæ

è
ç

ö

ø
÷t ,

Ii+1
h =Ii

h +(βhSi
hIi

h +βbhSi
hIi

b-μhIi
h -αhIi

h -δhIi
h -γhIi

h)Δt+Ii
h σ4χi Δt+σ24

2
(χ2i -1)Δæ

è
ç

ö

ø
÷t ,

Qi+1
h =Qi

h +(δhIi
h -μhQi

h -dhQi
h -εhQi

h)Δt+Qi
h σ5ρi Δt+σ25

2
(ρ2i -1)Δæ

è
ç

ö

ø
÷t

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ïï ,

这里Δt表示时间增量,ξi,ηi,κi,χi,ρi 表示相互独立的随机变量,且ξi,ηi,κi,χi,ρi~N(0,1).
本文按照文献[12]选取参数,然后与确定性系统比较.取Λb=100,Λh=10,μb=0.8,μh=0.1,

γh=0.3,αb=0.7,αh=0.4,δh=0.45,dh=0.3,εh=0.3,βh=0.03,βb=0.02,βbh=0.03,初值

(Sb(0),Ib(0),Sh(0),Ih(0),Qh(0))=(90,20,30,78,70).此时确定性系统中的R0d=
Λbβb

μb(μb+αb)=
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图1 R0d>1,R0r>1时确定性系统(1)中

Ib(t),Ih(t),Qh(t)的模拟路径

Fig.1 SimulatedpathsofIb(t),Ih(t),Qh(t)in
deterministicsystem(1)whenR0d>1,R0r>1

2.4>1,R0r=
Λhβh

μh(μh+αh+δh+γh)=1.67>1
,疾病

在动物界传播,如图1所示.
例1 在随机系统(2)中,取σ1=0.2,σ2=2,

σ3=0.2,σ4=2,σ5=0.2,σ6=0.2,则 R1
0=

Λbβb

μb(μb+αb+σ22/2) = 0.7143 < 1, R2
0 =

Λhβh

μh(μh+αh+δh+γh+σ24/2)=0.9231<1.
由定理3

中1)可知,此时埃博拉病毒不会在动物界传播,如

图2所示.
例2 在随机系统(2)中,取σ1=0.2,σ2=2,

σ3=0.2,σ4=0.5,σ5=0.2,σ6=0.2,则 R1
0=

Λbβb

μb(μb+αb+σ22/2) = 0.7143 < 1, R2
0 =

Λhβh

μh(μh+αh+δh+γh+σ24/2)=2.1818>1.
由定理3中2)可知,此时埃博拉病毒不会在动物界传播,但

会在人类世界传播,如图3所示.

图2 R1
0<1,R2

0<1时随机系统(2)中

Ib(t),Ih(t),Qh(t)的模拟路径

Fig.2 SimulatedpathsofIb(t),Ih(t),Qh(t)in

stochasticsystem(2)whenR1
0<1,R2

0<1

图3 R1
0<1,R2

0>1时随机系统(2)中

Ib(t),Ih(t),Qh(t)的模拟路径

Fig.3 SimulatedpathsofIb(t),Ih(t),Qh(t)in

stochasticsystem(2)whenR1
0<1,R2

0>1

  例3 在随机系统(2)中,取σ1=σ2=σ3=σ4=σ5=σ6=0.1,则R10= Λbβb

μb(μb+αb+σ22/2)=1.6611>1.

由定理4可知,此时埃博拉病毒会在动物界和人类世界传播,如图4和图5所示.

图4 R1
0>1时随机系统(2)中Ib(t),Ih(t),Qh(t)的模拟路径

Fig.4 SimulatedpathsofIb(t),Ih(t),Qh(t)instochasticsystem(2)whenR1
0>1

例4 在随机系统(2)中,取σ1=σ2=σ3=σ4=σ5=σ6=0.1,Λb=3.5,Λh=2,μb=0.4,

μh=0.014,αb=0.7,αh=0.1,δh=0.25,dh=0.05,εh=0.2,βh=0.16,βb=0.13,βbh=0.015,初值
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(Sb(0),Ib(0),Sh(0),Ih(0),Qh(0))=(5000,200,54300,281,58,21),部分参数来源于研究人员对西

非埃博拉疫情的研究结果[22-26].此时,结论与图4相似,如图6所示.

图5 R1
0>1时随机系统(2)中Ib(t),Ih(t),Qh(t)的密度函数

Fig.5 DensityfunctionofIb(t),Ih(t),Qh(t)instochasticsystem(2)whenR1
0>1

图6 随机系统(2)中Ib(t),Ih(t),Qh(t)的模拟路径

Fig.6 SimulatedpathsofIb(t),Ih(t),Qh(t)instochasticsystem(2)

综上所述,本文讨论了一个受环境白噪声扰动的动物-人整体埃博拉病毒传播模型.首先,对于动

物子系统,本文获得了受感染动物种群灭绝和持续之间的阈值.其次,对于完全随机的动物-人系统,
讨论了其持久性,并证明了随机系统存在遍历平稳分布.最后,数值模拟结果表明,扰动强度较小时

会形成地方病,扰动强度足够大时可导致疾病灭绝.
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