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本质拟对称非负张量H-谱半径的算法

林志兴,吕洪斌
(福建省金融信息处理重点实验室(莆田学院),福建 莆田351100)

摘要:首先,定义一类本质拟对称非负张量,其是涵盖本质正张量、弱正张量和广义弱正

张量的更广泛的张量类.其次,应用张量的 H-特征值在对角相似变换下的不变性质,给出

本质拟对称非负张量H-谱半径的算法,并用数值例子说明算法的有效性.
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AlgorithmforH-SpectralRadiusofEssentially
Quasi-symmetricNon-negativeTensors
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Abstract:Firstly,wedefinedaclassofessentiallyquasi-symmetricnon-negativetensors,which
encompassedabroaderclassoftensorscoveringessentiallypositivetensors,weaklypositivetensors
andgeneralizedweaklypositivetensors.Secondly,wegaveanalgorithmfortheH-spectralradiusof
anessentiallyquasi-symmetricnon-negativetensorbyapplyingthepropertythattheH-eigenvaluesof
thetensorwereinvariantunderdiagonalsimilaritytransformations,andusednumericalexamplesto
illustratetheeffectivenessofthealgorithm.
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张量是矩阵的一种高维推广,在信号和图像处理、连续介质物理、数据挖掘和处理、非线性优化、
物理学的弹性分析和高阶统计学等领域应用广泛[1-3].一个m 阶n 维实张量是nm 个元素的多维数组

A=(ai1i2…im
), ai1i2…im ∈ ℝ, ij=1,2,…,n, j=1,2,…,m.

用ℝ[m,n]表示实数域ℝ上的m 阶n 维张量的集合.若ai1i2…im≥0(ij=1,2,…,n,j=1,2,…,m),则称

A为非负张量,记为A∈ℝ[m,n]
+ .此外,本文中ℂn×n和ℝn×n

+ 分别表示复数域和实数域上的n×n阶矩阵

及其非负矩阵集合,ℝn
+和ℝn

++分别表示n维欧氏空间上的非负非零向量和正向量集合.
目前,关于张量特征值的研究已有很多结果:Qi[4]和Lim[5]分别定义了张量的特征值;文献[6]给

出了不可约非负张量H-谱半径的NQZ算法;文献[7]证明了算法对本质正张量的收敛性;文献[8]提
出了非负张量H-谱半径的LZI算法,并证明了LZI算法对一类不可约非负张量的收敛性;文献[9]证
明了弱正张量H-谱半径NQZ算法的线性收敛性;文献[10]给出了广义弱正张量的定义和 H-谱半径

算法的线性收敛性;文献[11]给出了弱本质不可约非负张量H-谱半径的拟幂型算法.本文定义一类本



质拟对称非负张量,并给出不可约本质拟对称非负张量H-谱半径的对角相似算法.

1 相关定义与结果

定义1[12] 设A=(ai1i2…im
)∈ℝ[m,n],若有非空真子集J⊂<n>={1,2,…,n},使得aii2…im =0,

i∈J,i2,…,im∈<n>\J,则称张量A是可约的,否则称其为不可约的.
定义2[7] 设A=(ai1i2…im

)∈ℝ[m,n]
+ ,则称 M(A)=(aij)∈ℝn×n

+ 是张量A 的优化矩阵,其中

aij=aij…j,i,j∈<n>.
由定义1和定义2知,若张量A=(ai1i2…im

)∈ℝ[m,n]
+ 的优化矩阵M(A)是不可约的,则A是不可约

张量.
定义3[7,9-10] 设A=(ai1i2…im

)∈ℝ[m,n]
+ ,M(A)=(aij)∈ℝn×n

+ 是张量A 的优化矩阵.若aij>0
(i,j∈<n>),则称A是本质正张量;若aij>0(i,j∈<n>,i≠j),则称A 是弱正张量;若存在i0∈<n>,
使得ai0j>0,aji0>0(i0,j∈<n>,j≠i0),则称A是广义弱正张量.

本文推广本质正张量、弱正张量和广义弱正张量类,定义一类本质拟对称非负张量,并给出其

H-特征值的算法.
定义4 设A=(ai1i2…im

)∈ℝ[m,n]
+ ,M(A)=(aij)∈ℝn×n

+ 是张量A 的优化矩阵.若aij>0⇔aji>0

图1 非负张量类的包含关系

Fig.1 Inclusionrelationsofnon-negativetensorclasses

(i≠j),则称A是本质拟对称非负张量;若 M(A)
是不可约的,则称 A 是不可约本质拟对称非负

张量.
由定义4知,本质正张量、弱正张量和广义

弱正张量均是特殊的本质拟对称非负张量类,其与

本原张量和不可约非负张量之间的包含关系如图1
所示.

定义5[4-5] 设A=(ai1i2…im
)∈ℝ[m,n],若存在

λ∈ℂ和非零向量x=(x1,x2,…,xn)T,使得

Axm-1=λx[m-1],
则λ称为张量A 的特征值,x为张量A 的相应于特

征值λ 的特征向量,其中Axm-1和x[m-1]为n维向

量,它们的第i个元素分别为

(Axm-1)i= ∑
n

i2,…,im=1
aii2…imxi2

…xim
,  (x[m-1])i=xm-1

i .

  若λ和x 的元素都是实的,则λ称为张量A 的H-特征值,x称为相应于特征值λ的H-特征向量.
本文用σH(A)表示张量A的H-特征值集合,ρ(A)= max

λ∈σH(A)
λ 称为张量A 的H-谱半径.

定义6[13] 设 A=(ai1i2…im
)∈ℝ[m,n],B=(bi1i2…im

)∈ℝ[m,n],如果存在对角可逆矩阵 D=
diag(d1,d2,…,dn)∈ℝn×n,使得B=D-(m-1)·A·D,则称张量A,B 是对角相似的,其中bi1i2…im=
ai1i2…imd

-(m-1)
i1 di2

…dim
,ij=1,2,…,n,j=1,2,…,m.

定理1[13] 设A=(ai1i2…im
)∈ℝ[m,n],B=(bi1i2…im

)∈ℝ[m,n],如果张量 A,B 是对角相似的,则

σH(A)=σH(B).
类似于非负矩阵,非负张量的H-谱半径有如下基本性质.
定理2[12] 设A=(ai1i2…im

)∈ℝ[m,n]
+ ,则:

1)ρ(A)是张量A的特征值,且ρ(A)有相应的非负特征向量x∈ℝn
+,如果不计倍数,则x∈ℝn

+

是唯一的;

2)若张量A是不可约的,则ρ(A)有相应的正特征向量x∈ℝn
++.

Chang等[12]将关于非负矩阵谱半径上下界的经典Perron-Frobenius定理推广到非负张量上,得到
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如下结果:
定理3[12] 设张量A=(ai1i2…im

)∈ℝ[m,n]
+ ,则

min
i∈<n>

ri(A)≤ρ(A)≤ max
i∈<n>

ri(A),

其中ri(A)= ∑
n

i2,…,im=1
aii2…im

,i∈ <n>.

设矩阵A=(aij)∈ℂn×n,记A 的有向图[14]为Γ(A).如果i1,i2,…,ir+1互不相同,且aisis+1≠0
(s=1,2,…,r),则称ei1→ir+1

是Γ(A)上的有向路径,并称r是有向路径ei1→ir+1
的长度.

定义7[14] 设矩阵A=(aij)∈ℂn×n,Γ(A)是A 的有向图.如果对任意两个不同的结点i,j∈<n>
都有i到j的有向路径,则称有向图Γ(A)是强连通的.

定理4[14] 设矩阵A=(aij)∈ℂn×n,则A是不可约的当且仅当A 的有向图Γ(A)是强连通的.

2 算法构造

设张量A=(ai1i2…im
)∈ℝ[m,n]

+ ,取-min
i∈<n>

ai…i<θ<max
i∈<n>

ri(A),记A=∶A(0)=(a(0)
i1i2…im

)ni1,i2,…,im=1.对

k=0,1,2,…,记

r(k)
i = ∑

i2,…,im∈<n>
a(k)

ii2…im
, r(k)=max

i∈<n>
r(k)

i , r(k)=min
i∈<n>

r(k)
i ,

Dk= 1
(r(k)+θ)1/(m-1)

[diag(r(k)
1 ,r(k)

2 ,…,r(k)
n )+θI]1/(m-1),

A(k+1)=(Dk)-(m-1)·A(k)·Dk,
其中I为单位矩阵.则有非负张量H-谱半径的如下算法.

算法1
设张量A=(ai1i2…im

)∈ℝ[m,n]
+ ,ε>0,k=0.

步骤1)计算r(k)
i = ∑

i2,…,im∈<n>
a(k)

ii2…im
,r(k)=max

i∈<n>
r(k)

i ,r(k)=min
i∈<n>

r(k)
i .

步骤2)如果 r(k)-r(k) <ε,转步骤3);否则,记

Dk= 1
(r(k)+θ)1/(m-1)

[diag(r(k)
1 ,r(k)

2 ,…,r(k)
n )+θI]1/(m-1),

A(k+1)=(Dk)-(m-1)·A(k)·Dk.
令k∶=k+1,转步骤1).

步骤3)输出ρ(A)=
1
2
(r(k)+r(k)).

3 算法的收敛性

下面证明算法1对不可约本质拟对称非负张量H-谱半径的计算是收敛的.
引理1 设张量A=(ai1i2…im

)∈ℝ[m,n]
+ ,则r(k)单调递增有上界,r(k)单调递减有下界.

证明:应用定理3和定理1,对任意的k∈ℤ+∪{0},有

r(0)≤r(k+1)=max
i∈<n>

r(k+1)
i =max

i∈<n>

∑
i2,…,im∈<n>

(a(k)
ii2…im +θ)(r(k)

i2 +θ)1/(m-1)·…·(r(k)
im +θ)1/(m-1)

r(k)
i +θ -θ≤

(r(k)+θ) ∑
i2,…,im∈<n>

(a(k)
ii2…im +θ)

r(k)
i +θ -θ=r(k),

因此,r(k)单调递减有下界.类似可证r(k)单调递增有上界.证毕.
引理2 设A=(ai1i2…im

)∈ℝ[m,n]
+ 是不可约本质拟对称张量,则对任意的k∈ℤ+和任意的a(0)

ij…j>0
(i≠j),有
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a(k)
ij =a(k)

ij…j≥a∶=a2/r(0)>0,
其中a=min{aij…j>0:i,j∈<n>,i≠j}.

证明:显然,对任意的k∈ℤ+,若aij…j>0,则a(k)
ij…j>0.由引理1有

r(0)≥r(k)≥a(k)
ij…j=a(k-1)

ij…j ·
r(k-1)

j +θ
r(k-1)

i +θ=…=a(0)
ij…j·
∏
k-1

t=0

(r(t)
j +θ)

∏
k-1

t=0

(r(t)
i +θ)

≥a·
∏
k-1

t=0

(r(t)
j +θ)

∏
k-1

t=0

(r(t)
i +θ)

, (1)

从而有
∏
k-1

t=0

(r(t)
j +θ)

∏
k-1

t=0

(r(t)
i +θ)

≤r(0)

a .又由
∏
k-1

t=0

(r(t)
j +θ)

∏
k-1

t=0

(r(t)
i +θ)

·
∏
k-1

t=0

(r(t)
i +θ)

∏
k-1

t=0

(r(t)
j +θ)

=1及aji…i >0,有
∏
k-1

t=0

(r(t)
j +θ)

∏
k-1

t=0

(r(t)
i +θ)

≥

a2/r(0),再由式(1)有a(k)
ij =a(k)

ij…j≥a∶=a2/r(0)>0.证毕.
定理5 设A=(ai1i2…im

)∈ℝ[m,n]
+ 是不可约本质拟对称张量,则对∀k∈ℤ+∪{0},由算法1有

r((k+1)n)-r((k+1)n)≤α(r(kn)-r(kn)),

其中0<α=1- a0
r(0)+
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ
n

<1,a0∶=min
i∈<n>

{a,aii…i+θ}>0,进而有lim
k→∞

r(k)=lim
k→∞

r(k)=ρ(A).

证明:设r(0)<r(0),否则,由定理3知r(0)=r(0)=ρ(A).由张量序列{A(k)}∞k=0的构造过程知,当

a(0)
i1i2…im≠0时,a(k)

i1i2…im≠0,∀i1,i2,…,im∈<n>;a(k)
i…i=a(0)

i…i=ai…i,i∈<n>.
设A=(ai1i2…im

)∈ℝ[m,n]
+ 是不可约本质拟对称张量,定义A(k)+θE=∶췍A(k)=(～a(k)

i1i2…im
),k=0,1,

2,…,其中E∈ℝ[m,n]
+ 是单位张量.则由引理2知,对任意的a(0)

ij…j>0,i,j∈<n>,k∈ℤ+,有 ～a(k)
ij…j≥

a0>0.
取i0∈E0={i∈<n>:ri(A)=min

i∈<n>
ri(A)},则有

r(1)
i0 = ∑

n

i2,…,im=1
a(1)

i0i2…im =r(0)- ∑
n

i2,…,im=1

～a(0)
i0i2…im

(r(0)+θ)-∏
m

l=2

(r(0)
il +θ)1/(m-1)

r(0)
i0 +θ ≤

r(0)- ～a(0)
i0…i0

(r(0)+θ)-(r(0)
i0 +θ)

r(0)
i0 +θ ≤r(0)- a0

r(0)+θ
·(r(0)-r(0)). (2)

类似地,利用式(2)并依次推导可得

r(t)
i0 ≤r(0)- a0

r(0)+
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ
t
(r(0)-r(0)),  t=1,2,…,n. (3)

  对任意的i∈<n>\E0,由A是不可约本质拟对称张量知,Γ(M(A))是强连通的,故存在a췍i1i0…i0>
0,a췍i2췍i1…췍i1>0,…,a췍ir-1췍ir-2…췍ir-2>0,ai췍ir-1…

췍ir-1>0,其中i0,췍i1,…,췍ir-1,i互不相同,且r≤n-1.
由式(3)有

r(2)췍i1 ≤r(0)- ～a(1)췍i1i0…i0

(r(0)+θ)-(r(1)
i0 +θ)

r(1)췍i1 +θ ≤r(0)- a0
r(0)+θ

·(r(0)-r(1)
i0
)<

r(0)- a0
r(0)+
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ
2
(r(0)-r(0)). (4)

类似地,利用式(4)并依次推导可得

r(t)췍it-1 ≤r(0)-a(t-1)췍it-1
췍it-2…

췍it-2

(r(0)+θ)-(r(t-1)췍it-2 +θ)
r(t-1)췍it-1 +θ ≤r(0)- a0

r(0)+θ
·(r(0)-r(t-1)췍it-2

)<

r(0)- a0
r(0)+
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ
t
(r(0)-r(0)), t=3,4,…,n.

从而有r(n)
i ≤r(0)- a0

r(0)+
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ
n
(r(0)-r(0)).于是有

r(n)-r(n)≤ max
i∈<n>

r(n)
i -r(0)≤ 1- a0

r(0)+
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

n
(r(0)-r(0)).
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  类似上述证明,对任意的k∈ℤ+,有

r(kn)-r(kn)≤ 1- a0
r(0)+
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

n
(r((k-1)n)-r((k-1)n))≤ … ≤ 1- a0

r(0)+
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ
æ

è
ç

ö

ø
÷

n k
(r(0)-r(0)).

由于0<α∶=1- a0
r(0)+
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ
n

<1,应用引理1并令k→∞,则有

lim
k→∞

r(kn)-lim
k→∞

r(kn)=lim
k→∞
(r(kn)-r(kn))=lim

k→∞
(αk(r(0)-r(0)))=0,

即ρ(A)=lim
k→∞

r(kn)=lim
k→∞

r(kn).证毕.

注1 算法1中引入了参数θ,相当于一个移位算法,在设计上是有意义的.同时,参数θ在其取

值范围内对算法的计算效率有一定影响,但还不能从理论上说明θ的最优取值.
注2 定理5的条件是非负张量A 是不可约本质拟对称的,但条件过于严格.事实上,若记

M(A)=(aij)∈ℝn×n
+ ,只要有矩阵～M(A)=(～aij)∈ℝn×n

+ ,使得矩阵～M(A)拟对称且不可约,则由定理5

的证明即知算法1收敛,其中 ～aij=
aij或0, aij≠0,

0, aij=0{ .

例如,对于张量A=(aijk)∈ℝ[3,4]
+ ,设 M(A)=

0 1 0 0
3 0 2 2
0 1 0 3

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

4 0 1 0

,其余元素任意非负,取 ～M(A)=

0 1 0 0
3 0 2 0
0 1 0 3

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

0 0 1 0

,则～M(A)是拟对称的,此时算法1收敛.

注3 设A=(ai1i2…im
)∈ℝ[m,n]

+ 是不可约本质拟对称张量,则由算法1知,x= ∏
k→∞

D(k( )) e即为

ρ(A)对应的正特征向量,其中e=(1,1,…,1)T∈ℝn
++.

4 数值算例

下面用实例比较算法1和LZI算法[8]的计算效率.
例1 设张量A=(aijk)∈ℝ[3,n]

+ ,其中aijj=(i+j)/(2i),j=i+1,i=j+1,i,j=1,2,…,n-1,
其余元素为零,则有

M(A)=

0 3
2 0 0 0

3
4 0 5

4 0 0

0 5
6 0 ⋱ 0

0 0 ⋱ ⋱ 2n-1
2(n-1)

0 0 0 2n-1
2n

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
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因此,A是不可约本质拟对称非负张量.用算法1(取θ=(r(0)-r(0))/2=0.25)和LZI算法分别计算

ρ(A)的迭代步数和CPU时间,比较结果列于表1.由表1可见,计算例1的非负张量 H-谱半径的

算法1迭代次数明显少于LZI算法,但在CPU用时上有些不足.
综上所述,本文定义的本质拟对称非负张量类,是本质正张量、弱正张量和广义弱正张量类的有

益推广,给出的H-谱半径的带有参数变换的算法,解决了某些非负张量 H-谱半径NQZ算法[6]不收

敛、LZI算法[8]不能直接计算的问题,说明了参数选择对算法计算效率的影响,并比较了其与LZI算

法的效率,数值计算结果表明本文算法是有意义的.
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表1 算法1和LZI算法计算ρ(A)的性能对比

Table1 Performancecomparisonofρ(A)calculationbyalgorithm1andLZIalgorithm

n ρ(A)
算法1

迭代次数 tCPU/s
LZI算法[8]

迭代次数 tCPU/s
5 1.7701 78 0.0157 59 0.0077
10 1.9344 151 0.0488 211 0.0369
20 1.9827 547 0.3041 750 0.2534
30 1.9922 1157 1.7600 1582 1.3948
40 1.9956 1970 6.4515 2691 4.7977
50 1.9972 2977 17.8674 4064 13.2768
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