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摘要:考虑对近可积 Hamilton系统拟有效稳定性进行推广.在KAM(Kolmogorov-Arnold-
Moser)型非退化条件下,给出近可积广义 Hamilton系统和Poisson系统的拟有效稳定性定

理,与一般的Hamilton系统不同,所讨论的广义 Hamilton系统和Poisson系统的作用变量

和角变量一般可以具有不同的维度.
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Hamilton系 统 是 继 Newton 力 学、Lagrange 力 学 后 又 一 重 要 的 力 学 分 析 体 系.KAM
(Kolmogorov-Arnold-Moser)理论[1-3]是研究 Hamilton系统或其他近可积保守系统拟周期运动存在性

的重要理论,Wayne[4]将经典KAM理论推广到了无穷维空间中.KAM 理论目前已成为研究无穷维

Hamilton系统的重要工具,并在研究波动方程、梁方程、Schrödinger方程等问题[5-7]上也应用广泛.
在Hamilton系统下,近可积Hamilton系统的稳定性是备受关注的问题,其中最著名的理论是KAM



理论和Nekhoroshev理论.目前,近可积 Hamilton系统稳定性的研究大多数是针对其中某一种稳定

性进行稳定条件的弱化或对Hamilton系统进行推广.本文考虑两种稳定性之间的联系,并对近可积

Hamilton系统进行推广.
KAM稳定性说明了在某些KAM型非退化条件下,近可积Hamilton系统相空间中的大多数轨道

是永恒稳定的;Nekhoroshev稳定性是指在某些陡性条件以及拟凸条件下,Hamilton系统相空间的所

有轨道在指数长时间内是稳定的.虽然近可积 Hamilton系统的KAM 稳定性和Nekhoroshev稳定性

成立所满足的条件不同,但轨道的稳定性结论却相似,只不过前者是永恒稳定,后者是指数长时间稳

定.Cong等[8-9]研究了KAM理论和Nekhoroshev理论之间的联系,证明了在满足某些KAM 型非退

化条件下,近可积Hamilton系统和保体积映射的相空间上存在一个几乎满测度的开子集,使得起始

点位于该开子集上的所有轨道都是Nekhoroshev稳定的,并且将这种稳定性定义为拟有效稳定性.

1 预备知识与主要结果

考虑标准Hamilton系统
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x
=I∇H(y,x), (1)

H(y,x)=N(y)+췍P(y,x,췍), (2)
其中:y∈G⊂ℝn 是作用变量;x∈TTn 是角变量;TTn=ℝn/(2πℤn)是通常的n维环面;G 为有界闭

区域;N 和P 为定义在G×TTn 上的实解析函数;췍为扰动参数;I=(Iij)为结构矩阵,是G 上反对称的

光滑矩阵函数,满足Jacobi恒等式
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  定义1[8] 若对任意的췍∈(0,췍0],都存在正参数α,γ,c,췍0,d满足以下条件:

1)D췍=measD-O(췍d);

2)对所有(y0,x0)∈D췍×TTn,当 t ≤exp{c췍-α}时,都满足

y(t)-y0 ≤c췍γ.
则称Hamilton系统(1)具有拟有效稳定性.

定义2[9] 若存在正常数a,b,c,d,췍0 及定义在G×TTn 上的函数ω**,使得当 t ≤exp{cε-α}时,

对任意的췍∈[0,췍0],都有 y(t)-y0 ≤c췍b 和 x(t)-x0-tω**(y0,x0)≤c췍d,则起始点称为(y0,x0)的

轨道(y(t),x(t))具有近不变环面性质.
文献[8]证明了标准Hamilton系统的拟有效稳定性,其证明框架如图1所示,根据文献[10],有

广义Hamilton系统的不变环面和拟有效稳定性定理.

图1 标准Hamilton系统拟有效稳定性证明的框架

Fig.1 Frameworkofprovingquasi-effectivestabilityforstandardHamiltoniansystems

考虑广义Hamilton系统,即作用变量和角变量不同维度的情况,设系统(1)中作用变量y∈G⊂
ℝl,角变量x∈TTm,TTm=ℝm/(2πℤm),则结构矩阵I可化为如下形式:
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其中0=0l,l为零矩阵,B=Bl,m,CT=-C,满足l≤m 且l+m 为偶数.若不然,则结构矩阵I为奇异

矩阵.
下面给出本文的主要结果.
定理1 如果广义Hamilton系统(1)-(4)满足以下条件:

max ‖y‖,‖췍P‖,‖N‖,‖I‖,‖ω‖,∂ω∂{ }y ≤M, (5)
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+,0< α ≤m-r+{ }1 =m,  ∀y∈Re(G+ρ), (7)

则广义Hamilton系统(1)-(4)具有拟有效稳定性,其中 · 和‖·‖分别表示欧氏范数和上确界范

数,∂
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2 近可积广义Hamilton系统的近不变环面性质

定理2 若ω(y0)满足小除数条件

<k,ω(y0)>≥αk -τ,  ∀k∈ ℤm\{0}, (8)

且存在正常数췍0,使得当0<췍<췍0 时,存在y0 的邻域O췍,满足任意的(y*,x*)∈O췍×TTm,则起始点为

(y*,x*)的轨道(y(t),x(t))具有近不变环面性质.
定理3 若系统(1)-(4)满足式(5)~(7),并且对任意给定的ω(y0),均满足以下小除数条件:

<k,ω(y0)>≥αk -τ, ∀k∈ ℤm, 0< k ≤L(κ), (9)
其中α,τ为正常数,L(κ)为截断的阶数,则存在一个仅依赖于 M,K,τ,δ,α以及κ 的常数췍0 满足

췍0= 4ακ
τ+3
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2
,使得对任意的췍∈(0,췍0),均存在O(0,1)×TTm 上的坐标变换Φ*:

x=x,

y=y0+췍Y{ ,
将Hamilton系统(2)化为

H췍Φ*췍Ψ=N* +췍P**,

N*(y,췍)=<ω(y0),y>+O(췍),

ω*(y,췍)=∂N*

∂y
(y,췍)=ω(y0)+O(췍),

‖P**‖ ≤c1췍exp-c2{ ö

ø
÷

κ .

对所有的(y(0),x(0))∈O(y0,췍)×TTm,当 t ≤c1expc2
4{ }κ

时,存在不变环面

ŷ(t)=y(0),  ̂x(t)=x(0)+ω**(y0,y(0),x(0),췍)t(mod2π), (10)
使得以(y(0),x(0))为起始点的轨道(y(t),x(t))满足

y(t)-̂y(t)≤c3췍,  x(t)-̂x(t)≤c4췍,

其中ω**(y0,y(0),x(0),췍)=ω(y0)+O(췍),c1,c2,c3,c4 为正常数.
下面证明定理2.

2.1 标准化

对系统(2)进行标准化,做变换Φ*:(O(0,1)×TTm)+ρ→(O(y0,췍)×TTm)+ρ,令

243   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第63卷 



Y=y-y0
췍

,  X=x,

则Hamilton系统(2)化为

Ĥ(Y,X)=N(y0)
췍

+<ω(y0),Y>+O(췍Y2)+췍P*(y0+췍Y,X,췍).

不失一般性,取 H(y0)=0,ε=췍,ω0=ω(y0),

P0(Y,X,y0,ε)=O(Y2)+P*(y0+εY,X,ε2),
则Hamilton系统(2)可化为

Ĥ(Y,X)=<ω0,Y>+췍P0(Y,X,y0,ε).
简记<ω0,Y>=<ω0,y>,췍P0(Y,X,y0,ε)=εP0(y,x),则有

Ĥ(y,x)=<ω0,y>+εP0(y,x), (11)
系统(1)-(4)改为如下形式:
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2.2 KAM 迭代

设实解析函数P 为

P(y,x)=∑
k∈ℤm

Pkei<k,x>,

记
췍P(y)=P0(y),

췍PL(y,x)= ∑
k∈ℤm,0< k ≤L

Pk(y)ei<k,x>,

RLP(y,x)= ∑
k∈ℤm, k >L

Pk(y)ei<k,x>.

由文献[10]取具有如下形式的Hamilton流ϕt
j+1:

d
dtϕ

t
j+1=ε
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∇Sj(ϕt

j+1), (13)

做辛变换ϕ1j+1=Φj+1Dj+1→Dj,由Cauchy积分公式有

Hj+1(y,x)=Hj췍Φj+1(y,x)=Nj(y,ε)+ε췍Pj(y,ε)+

ε2∫
1

0
(1-t){{Nj,Sj},Sj}췍ϕt

j+1dt+εRLPj(y,x)+ε{췍Nj,Sj}+

ε2∫
1

0
{Pj,Sj}췍ϕt

j+1dt+ε({N0,Sj}+췍Pj). (14)

  令

Pj+1∶=P1
j+1+P2

j+1+P3
j+1+P4

j+1, (15)
其中

P1
j+1=ε∫

1

0
(1-t){{Nj,Sj},Sj}췍ϕt

j+1dt, (16)

P2
j+1=RLPj, (17)

P3
j+1={췍Nj,Sj}, (18)

P4
j+1=ε∫

1

0
{Pj,Sj}췍ϕt

j+1dt, (19)

Sj 满足同调方程

{N0,Sj}+췍Pj=0. (20)
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  取σ0=116κ
,ν=716κ

,则由文献[8],在Dj-κ/2上有
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进一步,可得

‖P2
j+1‖Dj+1 ≤ ‖P

2
j+1‖Dj-2κ ≤ 18‖Pj‖Dj

, (22)

‖∇RLPj‖Dj-4κ ≤ 14κ‖Pj‖Dj. (23)

  考虑(Yt,Xt)=ϕt
j+1(y,x),由Cauchy积分公式,对任意的(Yt,Xt)∈Dj-2κ,有

(y,x)-(Yt,Xt)≤ε‖∇Sj(Yt,Xt)‖Dj-2κ <κ. (24)
若ε满足不等式

35Mc5ε
32ακτ+3 ≤

1
8
, (25)

则由文献[8]知,‖P3
j+1‖Dj+1

,‖P4
j+1‖Dj+1

和‖P1
j+1‖Dj+1

有如下估计:

‖P3
j+1‖Dj+1 ≤ ‖{췍Nj,Sj}‖Dj-4κ ≤ 18‖Pj‖Dj

, (26)
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j+1‖Dj+1 ≤ε‖∇(Pj+(1-t){Nj,Sj})‖Dj+1‖I‖D0‖∇Sj‖Dj+1 ≤

1
8‖Pj‖Dj. (28)

综上,新扰动项‖Pj+1‖Dj+1
在Dj+1上满足如下估计:
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1
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j+1‖Dj+1 ≤
1
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  取D0=(O(0,1)×TTm)+ρ,令Ψ=Φ1췍…췍ΦJ,取DJ =(O(0,1)×TTm)+12ρ→D0,在DJ 上有

HJ(r,θ)=Ĥ췍Ψ(r,θ)=NJ(r,ε)+εPJ(r,θ), (30)

ṙ=εBT∂PJ
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, (31)
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由文献[8]知,对任意的 t ≤expc2
4{ }κ
,有

θ(t)-ω*(r(0),ε)t-θ(0)≤c7εexp-c2
4{ }κ

, (33)

这里ω*(r,ε)=ω0+
∂췍NJ

∂r
(r,ε).若κ充分小,则有

Y(t)-Y(0)≤ Y(t)-r(t)+ Y(0)-r(0)+ r(t)-r(0)≤c7ε, (34)

X(t)-ω*(r(0),ε)t-X(0)≤ X(t)-θ(t)+ θ(t)-ω*(r(0),ε)t-θ(0) +
X(0)-θ(0)≤c8ε. (35)

令Φ*(Y,X)=(y,x),则有

(r(0),θ(0))=Ψ-1(Y(0),X(0))=Ψ-1 y(0)-y0
췍
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췍
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其中B表示将相空间映射到作用变量上的算子.将式(36),(37)代入式(10),(34),(35)即完成了

定理3的证明.
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假设定理3的条件成立,若(y(t),x(t))以(y(0),x(0))为初值条件是广义 Hamilton系统(1)-(4)

的解,满足 y(0)-y* <12ε
和x(0)∈TTm,则当 t ≤expc2

4{ }κ
时,有

y(t)-y(0)≤c3ε, (38)

x(t)-ω** -x(0)≤c4ε. (39)
由定义2,轨道(y(t),x(t))具有近不变环面性质,此时O췍= ω**-ω(y0),至此完成了定理2的

证明.

3 广义Hamilton系统的拟有效稳定性

取췍0(α)= 4α
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,记

Gτ
α,k ={y∈G: <k,ω(y)>≤αk -τ}, (40)

Gτ
α= ∪

0≠k∈ℤm
Gτ

α,k. (41)

由式(5)有

meas(Gτ
α,k)=O(α1/n k -(τ+1)/n), (42)

根据文献[8],有

G* 췍∪
췍>0

G췍=췍Gτ
α=G\Gτ

α. (43)

对任意的y0∈G*,取

α(y0)=max{α:0<α≤1, <k,ω(y0)>≥αk -τ,0≠k∈ ℤm},

췍(y0)=min{α(y0)2(τ+4),췍0}.

记O췍(y0)=O(y0,췍),则由定理2知,当 t ≤c1expc2
4췍

-1/[2(τ+4){ }] 时,对所有的(y(0),x(0))∈

O췍(y0)×TTm,均有

y(t)-y(0)≤c3췍1/2+1/[2(τ+4)]. (44)
取

E췍= ∪
y0∈{y∈G*:췍(y)≥췍}

O췍(y0), (45)

显然E췍 为G 上的开子集,且满足测度估计:

measE췍=measG-O(췍1/[2n(τ+4)]),  lim
췍→0+

E췍=G*.

至此完成了定理1的证明.

4 Poisson系统的拟有效稳定性

上述讨论可应用于Poisson系统稳定性的问题中,根据文献[9],令췍0(ν)= 5M
K2ν+
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2
,则有

meas(Gτ
α,k)=O(γ1/n k -(ν+1)/n), (46)

其中ν>n(n-1).由文献[9]中定理4.1知,当 t <exp{c3ε-1/(ν+2))时,有

y(t)-y(0)<c1ε1+1/(ν+2). (47)
此时满足测度估计:

measE췍=measG-O 1
2n(ν+2
æ

è
ç
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) ,  lim췍→0+
E췍=G*.

5 拟有效稳定性应用展望

拟有效稳定性是用KAM型非退化条件代替 Nekhoroshev陡性条件和拟凸条件,得到一个弱于

Nekhoroshev有效稳定性的结论,从而避免了证明过程的复杂性,同时适用性较好.如瞬态近可积

Hamilton系统[11]、小扭转映射[12-13]都具有拟有效稳定性,刘柏枫等[14]证明了 Hamilton系统低维不
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变环面的保持性,可将该思想应用到无穷维Hamilton系统,得到其低维近不变环面性质定理,进而可

得到梁方程、波动方程、Schrödinger方程解的拟有效稳定性.
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