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一类完全四阶非线性常微分方程
边值问题正解的存在性

胡万民,韩晓玲
(西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070)

摘要:用Leray-Schauder不动点定理,研究一类完全四阶非线性常微分方程

u(4)(t)=f(t,u(t),u′(t),u″(t),u‴(t)), t∈ [0,1],

u(0)=u′(0)=u′(1)=u‴(1)=0{ ,
其中f∈C([0,1]×ℝ4,ℝ+).在非线性项f满足至多线性增长条件下证明其正解的存在性

和唯一性结果;在f满足超线性增长条件下,引入一类Nagumo型条件限制f(t,x0,x1,x2,x3)
在x3 上至多二次增长后得到其正解的存在性结果.
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Abstract:ByusingLeray-Schauderfixedpointtheorem,westudyaclassoffullyfourth-order
nonlinearordinarydifferentialequations

u(4)(t)=f(t,u(t),u′(t),u″(t),u‴(t)), t∈ [0,1],

u(0)=u′(0)=u′(1)=u‴(1)=0{ ,

wheref∈C([0,1]×ℝ4,ℝ+).Theexistenceanduniquenessofthepositivesolutionsareproven
undertheconditionthatthenonlineartermfgrowsatmostlinearly.Undertheconditionthatf
satisfiesthesuperlineargrowth,theexistenceofpositivesolutionsareobtainedbyintroducinga
Nagumo-typeconditiontolimitthatf(t,x0,x1,x2,x3)isquadraticalgrowthonx3atmost.
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0 引 言

四阶微分方程边值问题刻画了弹性梁在外力作用下的形变情况,而梁是建筑和工程中最基本的结

构之一,因此,关于该问题的研究备受关注并取得了许多成果[1-13].文献[1]给出了该问题6种常见的

边值条件,文献[2-13]相继研究了带有这些边值条件的四阶边值问题,采用的方法主要有不动点理

论[2-3,5,9,13]、不动点指数理论[6,12]、上下解方法[4,8,10-11]、单调迭代方法[4,11]、截断函数技巧[4,10-11]、

Banach压缩映射原理[7]等.
文献[2]考虑了边值问题(BVP):

u(4)(t)=g(t)f(u(t)), t∈ [0,1],

u(0)=u′(0)=u′(1)=u‴(1)=0{ ,
(1)

其中f∈C([0,∞),[0,∞)),g∈C([0,1],[0,∞))且∫
1

0
g(t)dt>0,在得到BVP(1)正解的先验估计

后,用Krosonsel’skii不动点定理获得了BVP(1)解的存在性.文献[3]考虑了下列BVP:

u(4)(t)=f(t,u(t),u′(t),u″(t),u‴(t)), t∈ [0,1],

u(0)=A, u′(0)=B, u′(1)=C, u‴(1)=D{ ,
(2)

其中f:[0,1]×ℝ4→ℝ是Carathéodory函数,A,B,C,D>0,在考虑非线性项在某些有界集上的

“高度”后,用Schauder不动点定理获得了BVP(2)解的存在性.文献[5]考虑了下列BVP:

u(4)(t)=f(t,u(t),u′(t),u″(t),u‴(t)), t∈ [0,1],

u(0)=u(1)=u″(0)=u″(1)=0{ ,
(3)

其中f∈C([0,1]×ℝ4,ℝ),用Leray-Schauder不动点定理获得了BVP(3)解的存在性.文献[10]用
上下解方法获得了BVP(3)解的存在性.文献[12]在f∈C([0,1]×ℝ+×ℝ×ℝ-×ℝ,ℝ+)条件下,
用锥中的不动点指数理论获得了BVP(3)解的存在性.文献[6]考虑了下列BVP:

u(4)(t)=f(t,u(t),u′(t),u″(t),u‴(t)), t∈ [0,1],

u(0)=u′(0)=u″(1)=u‴(1)=0{ ,
(4)

其中f∈C([0,1]×ℝ3+×ℝ-,ℝ+),用锥中的不动点指数理论获得了BVP(4)解的存在性.文献[7]
在f满足Lipschitz条件下用Banach压缩映射原理获得了BVP(4)解的存在性和唯一性.文献[8]用上

下解方法获得了BVP(4)解的存在性.文献[9]用Leray-Schauder不动点定理获得了BVP(4)解的存在

性.文献[11]考虑了下列BVP:

u(4)(t)=f(t,u(t),u′(t),u″(t),u‴(t)), t∈ [0,1],

u(0)=u′(0)=u″(1)=0, u‴(1)=g(u(1{ )),
(5)

其中f∈C([0,1]×ℝ4,ℝ),g∈C(ℝ,ℝ),用单调迭代和上下解方法获得了BVP(5)解的存在性.
文献[13]用Perov不动点定理获得了BVP(4)和BVP(5)解的存在性和唯一性.

受上述研究工作的启发,本文主要考虑完全四阶非线性边值问题:

u(4)(t)=f(t,u(t),u′(t),u″(t),u‴(t)), t∈ [0,1],

u(0)=u′(0)=u′(1)=u‴(1)=0{ ,
(6)

其中f∈C([0,1]×ℝ4,ℝ+).由于边值条件的特殊性,本文主要用Leray-Schauder不动点定理,在非

线性项f分别满足至多线性增长条件、Lipschitz条件、超线性增长以及f(t,x0,x1,x2,x3)关于x3 满

足一类Nagumo型条件下,证明BVP(6)正解的存在性.

1 预备知识

记I=[0,1].用C(I)表示I上全体连续函数构成的Banach空间,其范数‖u‖=max
t∈I

u(t);用

Cn(I)表示I上全体n 阶连续可微函数构成的Banach空间,其范数‖u‖=max{‖u‖C,‖u′‖C,…,

‖u(n)‖C};用L2(I)表示I上全体Lebesgue平方可积函数构成的Banach空间,其范数 ‖u‖2 =
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∫
1

0
u(t)2d( )x

1/2
;用 Hn(I)表示Soblev空间,其范数‖u‖n,2= ∑

n

i=0
‖u(i)‖( )22

1/2,u∈Hn(I)表明

u∈Cn-1(I),u(n-1)(t)在I上绝对连续,u(n)∈L2(I).
首先,考虑BVP(6)相应的线性边值问题(LBVP):

u(4)(t)=h(t), t∈I,

u(0)=u′(0)=u′(1)=u‴(1)=0{ .
(7)

  引理1 对∀h∈L2(I),LBVP(7)有唯一解u∶=Sh∈H4(I),且解算子S:L2(I)→H3(I)是一个

全连续算子.
证明:对∀h∈L2(I),易验证LBVP(7)有如下形式的解:

u(t)=∫
1

0
G(t,s)h(s)ds∶=Sh(t),  t∈I, (8)

其中G(t,s)是相应的Green函数,表达式为

G(t,s)=112
s2(6t-2s-3t2),0≤s≤t≤1,

t2(6s-2t-3s2),0≤t≤s≤1{ .
(9)

显然,∀s,t∈I,G(t,s)≥0.
由式(8)和式(9)易得出算子S:L2(I)→H4(I)是线性有界算子.此外,由于嵌入 H4(I) C3(I)

是紧的,嵌入C3(I) H3(I)是连续的,可得算子S:L2(I)→H3(I)是一个全连续算子.
引理2 若∀t∈I,h(t)≥0,则LBVP(7)的解u具有如下性质:

1)u(t)≥0,u′(t)≥0,u‴(t)≤0,t∈I;
2)u″(0)u‴(0)≤0;
3)u″(0)u″(1)≤0;

4)‖u(i)‖2≤1
2
‖u(i+1)‖2,i=0,1,2,3.

证明:1)证明过程参见文献[2]中引理3.1.
2)由式(9)可得

∂
∂tG
(t,s)=12

s2(1-t), 0≤s≤t≤1,

t(2s-t-s2),0≤t≤s≤1{ ,
(10)

∂2
∂t2G

(t,s)=12
-s2, 0≤s≤t≤1,

2s-2t-s2,0≤t≤s≤1{ ,
(11)

∂3
∂t3G

(t,s)=
0, 0≤s≤t≤1,

-1,0≤t≤s≤1{ ,
(12)

从而u″(0)=12∫
1

0
(2s-s2)h(s)ds,u‴(0)=-∫

1

0
h(s)ds.因为对∀s∈I,有

2s-s2=s(2-s)≥0, (13)
所以

u″(0)u‴(0)≤0. (14)

  3)由式(11)可得u″(1)=-12∫
1

0
s2h(s)ds.结合式(13)可得u″(0)u″(1)≤0.

4)考虑LBVP(7)的边值条件,利用Hölder不等式,对∀t∈I,有

u(t)=∫
t

0
u′(s)ds ≤∫

t

0
u′(s)ds≤∫

t

0
u′(s)2d( )s

1/2

∫
t

0
1d( )s

1/2

≤t1/2‖u′‖2,

从而

‖u‖2=∫
1

0
u(t)2d( )t

1/2

≤∫
1

0
t‖u′‖22d( )t

1/2

≤ 1
2
‖u′‖2.

同理可得‖u′‖2≤1
2
‖u″‖2,‖u‴‖2≤1

2
‖u(4)‖2.由1)可知,∀t∈I,u‴(t)≤0.结合3)可知,
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∃t0∈I,使得u″(t0)=0.从而

u″(t)=
-∫

t0

t
u‴(s)ds,t∈ [0,t0],

∫
t

t0
u‴(s)ds, t∈ (t0,1]

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

由前述计算方法可得‖u″‖2≤1
2
‖u‴‖2.

引理3(Leray-Schauder不动点定理)[14] 设X 是Banach空间,T:X→X 是全连续算子,若同伦

方程簇x=λTx(0<λ<1)的解集在X 中有界,则T 在X 中存在不动点.
本文假设条件:
(H0)对∀M>0,存在一个正函数 HM(ρ)∈C(ℝ+,ℝ+\{0}),满足

∫
+∞

0

ρdρ
HM(ρ)

=+∞, (15)

使得对∀(t,x0,x1,x2,x3)∈I×[-M,M]3×ℝ,下式成立:

f(t,x0,x1,x2,x3)≤HM(x3 ); (16)

  (H1)存在常数 ～a>0,ai≥0(i=0,1,2,3),满足a0
4+

a1
22

+a22+
a3
2
<1,使得对∀(t,x0,x1,x2,x3)∈

I×ℝ4,下式成立:

f(t,x0,x1,x2,x3)≤a0 x0 +a1 x1 +a2 x2 +a3 x3 + ～a;

  (H2)存在常数ai≥0(i=0,1,2,3),满足a0
4+

a1
22

+a22+
a3
2
<1,使得对∀t∈I,xi,yi∈ℝ(i=0,

1,2,3),下式成立:

f(t,x0,x1,x2,x3)-f(t,y0,y1,y2,y3)≤∑
3

i=0
ai xi-yi ;

  (H3)存在常数 ～b>0,bi≥0(i=0,1,2,3),满足b0
8+

b1
4+

b2
2+b3<1

,使得对∀(t,x0,x1,x2,x3)∈

I×ℝ4,下式成立:

-f(t,x0,x1,x2,x3)x2 ≤∑
3

i=0
bix2

i + ～b.

2 主要结果

定理1 假设f∈C(I×ℝ4,ℝ+)且满足条件(H1),则BVP(6)至少有一个正解.
证明:定义算子F:H3(I)→L2(I),其中

F(u)(t)=f(t,u(t),u′(t),u″(t),u‴(t)),  t∈I. (17)
则算子F 连续且将H3(I)中的有界集映为L2(I)中的有界集.由引理1可知,复合算子T∶=S췍F:
H3(I)→H3(I)是全连续算子,从而BVP(6)的解等价于算子T 的不动点.下面证明算子T 有不动点.

考虑同伦方程簇

u=λTu,  0<λ<1. (18)
设u∈H3(I)是方程(18)的解,则

u=λTu=λSF(u)=S(λF(u)).
记h=λF(u),则u=Sh∈H3(I)是BVP(6)的唯一解,且满足:

u(4)(t)=λf(t,u(t),u′(t),u″(t),u‴(t)), t∈I,

u(0)=u′(0)=u′(1)=u‴(1)=0{ .
(19)

对方程(19)两端取范数‖·‖2,再结合条件(H1)和引理2中4)可得

‖u(4)‖2=λ‖F(u)‖2 ≤ ‖F(u)‖2 ≤∑
3

i=0
ai‖u(i)‖2+ ～a≤
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a0
4+ a1

22
+a2
2+a3æ

è
ç

ö

ø
÷

2
‖u(4)‖2+ ～a,

因此

‖u(4)‖2 ≤
～a

1-
a0
4+ a1

22
+a2
2+a3æ

è
ç

ö

ø
÷

2

∶=C0.

又由引理2中4),得

‖u‖3,2= ∑
3

i=0
‖u(i)‖( )22

1/2
≤ 1
16+18+14+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

1/2

‖u(4)‖2 < ‖u(4)‖2 ≤C0. (20)

  表明方程(18)的解集在 H3(I)中有界.根据引理3,算子T 存在不动点u0∈H3(I),由引理2中

1)知,u0 即为BVP(6)的正解.
定理2 假设f∈C(I×ℝ4,ℝ+)且满足条件(H2),则BVP(6)有唯一正解.
证明:令 ～a=max

t∈I
f(t,0,0,0,0)+1,由于条件(H2)可以推出条件(H1),因此由定理1可知

BVP(6)至少有一个正解.下面证明该解的唯一性.
设u1,u2 是BVP(6)的任意两个正解,则u1=S(F(u1)),u2=S(F(u2)).记u=u2-u1,则u是

LBVP(7)对于h=F(u2)-F(u1)的解.根据(H2)以及引理2中4)可得

‖u(4)‖2=‖F(u2)-F(u1)‖2 ≤∑
3

i=0
a(i)‖u(i)

2 -u(i)
1 ‖2=∑

3

i=0
ai‖u(i)‖2 ≤

a0
4+ a1

22
+a2
2+a3æ

è
ç

ö

ø
÷

2
‖u(4)‖2,

从而‖u(4)‖2 1-
a0
4+

a1
22

+a22+
a3æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú2
≤0,即‖u(4)‖2≤0.根据式(20)可得‖u‖3,2≤0,即

u1=u2.因此BVP(6)有唯一正解.
引理4 假设f∈C(I×ℝ4,ℝ+)且满足条件(H0).若存在 M>0,使得BVP(6)的解u 满足

‖u‖C2≤M,则存在M1=M1(M)>0,使得‖u‴‖C≤M1.
证明:设M>0,由式(15)可知存在M1>0,满足

∫
M1

0

ρdρ
HM(ρ)

>2M. (21)

设u是BVP(6)的一个解,且‖u‖C2≤M,下面验证‖u‴‖C≤M1.
由引理2中1)可知u‴(t)≤0,t∈I.根据BVP(6)及式(16)可得

u(4)(t)=f(t,u(t),u′(t),u″(t),u‴(t))≤HM(-u‴(t)),  t∈I,
则

- u‴(t)u(4)(t)
HM(-u‴(t))≤-u‴(t),  t∈I. (22)

对式(22)两边在[t,1](t∈[0,1))上积分可得:

-∫
1

t

-u‴(s)d(-u‴(s))
HM(-u‴(s)) ≤-∫

1

t
u‴(s)ds=u″(t)-u″(1)≤2‖u″‖C ≤2‖u‖C2 ≤2M. (23)

在不等式(23)左边做变量替换ρ=-u‴(t)可得∫
-u‴(t)

0

ρdρ
HM(ρ)

≤2M,因此∫
‖u‴‖C

0

ρdρ
HM(ρ)

≤2M.再根据

式(21),有 ‖u‴‖C ≤M1.
定理3 假设f∈C(I×ℝ4,ℝ+)且满足条件(H0),(H3),则BVP(6)至少有一个正解.
证明:定义算子F:C3(I)→C(I),其表达式为式(17).根据引理1,算子S:C(I)→C3(I)是全连

续算子.因此,T∶=S췍F:C3(I)→C3(I)是全连续算子,BVP(6)的解等价于算子T 的不动点.
考虑方程(18).令u∈C3(I)是方程(18)的解,记h=λF(u),则u=Sh∈C3(I)是LBVP(7)的唯一

解,从而满足方程(19).将方程(19)两边同乘以-u″(t)并结合(H3)可得
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-u(4)(t)u″(t)=-λf(t,u(t),u′(t),u″(t),u‴(t))u″(t)≤

λ(b0(u(t))2+b1(u′(t))2+b2(u″(t))2+b3(u‴(t))2+ ～b)≤

b0u2(t)+b1(u′(t))2+b2(u″(t))2+b3(u‴(t))2+ ～b. (24)
对不等式(24)两边在I上积分,再结合引理2中4)可得

‖u‴‖22+u″(0)u‴(0)≤∑
3

i=0
bi∫

1

0
(u(i)(t))2dt+ ～b≤∑

3

i=0
bi‖u(i)‖22+ ～b≤

b0
8+b1

4+b2
2+bæ

è
ç

ö

ø
÷3 ‖u‴‖22+ ～b. (25)

根据引理2中2),～b-u″(0)u‴(0)>0,再结合式(25)和(H3),有

‖u‴‖22 ≤
～b-u″(0)u‴(0)

1- b0
8+b1

4+b2
2+bæ

è
ç

ö

ø
÷3

∶=M0.

根据引理2中4),有

‖u‖3,2= ∑
3

i=0
‖u(i)‖( )22

1/2
≤ 1
8+14+12+æ

è
ç

ö

ø
÷1
1/2

‖u‴‖2 ≤ 2M0
1/2.

根据Sobolev嵌入 H3(I) C2(I)的有界性可得

‖u‖C2 ≤C‖u‖3,2 ≤ 2CM1/2
0 ∶=M, (26)

其中C是H3(I) C2(I)的嵌入常数.结合式(16)可得

λf(t,u(t),u′(t),u″(t),u‴(t))≤ f(t,u(t),u′(t),u″(t),u‴(t))≤HM(u‴(t)).
从而由引理4可知,存在M1=M1(M)>0,使得‖u‴‖C≤M1.再结合式(26)可得

‖u‖C3 =max{‖u‖C2,‖u‴‖C}≤ max{M,M1
}∶=M2.

  表明方程(18)的解集在C3(I)上有界,根据引理3,算子 T 存在不动点u0∈C3(I),即u0 为

BVP(6)的正解.

3 应用实例

例1 考虑完全四阶边值问题:

u(4)(t)=2(sint)u1/2(t)+t2(u′(t))1/3+2t(u″(t))1/3+e-t u‴(t)1/3+et, t∈I,

u(0)=u′(0)=u′(1)=u‴(1)=0{ .
(27)

  相应地,非线性项为

f(t,x0,x1,x2,x3)=2(sint)x1/20 +t2x1/31 +2tx1/3
2 +e-t x3 1/3+et,  t∈I.

因为 x 1/2≤14 x +1,x 1/3≤14 x +54
,所以

f(t,x0,x1,x2,x3)≤ 12 x0 +14 x1 +12 x2 +14 x3 +7+e.

  令a0=a2=12
,a1=a3=14

,～a=7+e,则a0
4+

a1
22

+a22+
a3
2
=3+32
82

<1,即f满足条件(H1),

根据定理1,BVP(27)至少有一个解.
例2 考虑完全四阶边值问题:

u(4)(t)=12
(sint)u(t)+t2u′(t)+3(u″(t))5+14u″

(t)(u‴(t))2+ 3e-t, t∈I,

u(0)=u′(0)=u′(1)=u‴(1)=0{ .
(28)

  相应地,非线性项为

f(t,x0,x1,x2,x3)=12
(sint)x0+t2x1+3x52+14x2x

2
3+ 3e-t.

显然,f关于x3 二次增长,因此条件(H0)成立,且
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-f(t,x0,x1,x2,x3)x2=-12
(sint)x0x2-t2x1x2-3x62-14x

2
2x23- 3e-tx2 ≤

1
2 x0 x2 + x1 x2 + 3 x2 =

2· x0
2
· x2
2 +2· x1 · x2

2 +2· 32 x2 =

1
4x

2
0+x21+54x

2
2+1.

  令b0=14
,b1=1,b2=54

,b3=0,～b=1,则b0
8+

b1
4+

b2
2+b3=

29
32<1.

即f满足条件(H3),根据

定理3,BVP(28)至少有一个解.
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