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套代数上的一类非线性局部
广义Jordan三重中心化子

刘昕卓,张建华
(陕西师范大学 数学与统计学院,西安710119)

摘要:设 H 是实数域或复数域FF上的 Hilbert空间,N为 H 上的非平凡套,τ(N)为相应的

套代数,并且ϕ:τ(N)→τ(N)是一个映射(无可加和线性假设).利用代数分解的方法证明

如果对任意的X,Y,Z∈τ(N)且XYZ=0,有3ϕ(X췍Y췍Z)=ϕ(X)췍Y췍Z+X췍ϕ(Y)췍Z+
X췍Y췍ϕ(Z),则ϕ是可加的中心化子.
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Abstract:LetHbeaHilbertspaceovertherealorcomplexfieldFF,Nbeanon-trivialnestonHand
τ(N)betheassociatednestalgebra.Supposeϕ:τ(N )→τ(N )isamapwithoutadditivityand
linearity.Withthehelpofmethodofalgebraticdecomposition,weprovethatif3ϕ(X췍Y췍Z)=
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1 引言与预备知识

设A是一个含单位元的环或代数,ϕ:A→A是一个可加或线性映射,若对任意的X,Y∈A,有

ϕ(XY)=ϕ(X)Y=Xϕ(Y)或ϕ(X2)=ϕ(X)X=Xϕ(X),则ϕ 分别称为中心化子或Jordan中心化子.
注意到,中心化子一定是Jordan中心化子,但通常Jordan中心化子不一定是中心化子[1].若对任意的

X∈A,有(m+n)ϕ(X2)=mϕ(X)X+nXϕ(X),其中m,n∈N 且m+n≠0,则称ϕ为(m,n)-Jordan中

心化子.
关于环或代数中满足什么条件的映射是中心化子的研究一直备受关注.如Vukman[2]研究2-无挠

自由半素环A上的可加映射ϕ,证明了对任意的X∈A,有2ϕ(X2)=Xϕ(X)+ϕ(X)X,则ϕ是中心化

子.杨翠等[3]在套代数上证明了(m,n)-Jordan中心化子是中心化子.进一步,如果映射ϕ:A→A没有



可加性或线性性,则ϕ称为非线性映射.杨翠等[4]研究了因子vonNeumann代数上的一类非线性映射

ϕ,满足

2mϕ(XY)+2nϕ(YX)=mϕ(X)Y+mXϕ(Y)+nϕ(Y)X+nYϕ(X),
其中(m+n)(m-n)≠0,则ϕ是可加的中心化子.设F:A→A是一个映射,Q 是A的一个子集,如果

对任意的X,Y∈A且F(X,Y)∈Q,有

ϕ(X췍Y)=ϕ(X)Y+ϕ(Y)X=Xϕ(Y)+Yϕ(X),
则ϕ称为 A上局部Jordan中心化子.Liu[5]研究表明,若特殊三角代数上的局部点 XY=G,满足

ϕ(X췍Y)=ϕ(X)Y+ϕ(Y)X=Xϕ(Y)+Yϕ(X),则ϕ是中心化子,其中X,Y∈A,G 为三角代数上给定

的点.受文献[6-10]的启发,如果对任意的X,YZ∈A,满足

3ϕ(X췍Y췍Z)=ϕ(X)췍Y췍Z+X췍ϕ(Y)췍Z+X췍Y췍ϕ(Z), (1)
则ϕ称为广义Jordan三重中心化子,其中X췍Y췍Z=(X췍Y)췍Z.显然,中心化子一定是广义Jordan
三重中心化子,但广义Jordan三重中心化子不一定是中心化子.本文研究套代数上的非线性局部广义

Jordan三重中心化子.
设 H 是实数域或复数域FF上的 Hilbert空间,B(H)表示 H 上全体有界线性算子构成的代数.

如果N是B(H)中的一个包含0和I的全序投影族,且在强算子拓扑下是闭的,则称N是一个套.与套

N相对应的套代数记为τ(N),并定义为τ(N)={A∈B(H):PAP=AP,P∈N}.如果套N至少含有

一个非平凡投影,则称套N是非平凡的.否则,称套 N是一个平凡套.设P1∈N为一个非平凡投影,
记P2=I-P1 且Aij=Piτ(N)Pj(1≤i≤j≤2),则τ(N)=A11췍A12췍A22.

2 主要结果

定理1 设H 是实数域或复数域FF上的Hilbert空间,N为H 上的非平凡套,τ(N)为相应的套代

数,并且ϕ:τ(N)→τ(N)是一个映射(无可加和线性假设).如果对任意的X,Y,Z∈τ(N)且XYZ=0,
式(1)成立,则ϕ是可加的中心化子.

为证明定理1,需要以下几个引理.
引理1[11] 设Xij∈Aij(1≤i≤j≤2),则下列结论成立:

1)若X11A12=0,则X11=0;

2)若A12X22=0,则X22=0;
引理2 ϕ(0)=0.
证明:在式(1)中取X=Y=Z=0,可得ϕ(0)=0.
引理3 对任意的Xij∈Aij(1≤i≤j≤2),有:

1)P1ϕ(P2)P1=P2ϕ(P1)P2=0,P1ϕ(P1)P2+P1ϕ(P2)P2=0;

2)P1ϕ(X11)P2=X11ϕ(P1)P2,P1ϕ(X22)P2=-P1ϕ(P1)X22.
证明:1)在式(1)中,取X=P1,Y=P2,Z=P1,则有

0=3ϕ(0)=3ϕ(P1췍P2췍P1)=ϕ(P1)췍P2췍P1+P1췍ϕ(P2)췍P1+P1췍P2췍ϕ(P1)=
4P1ϕ(P2)P1+P1ϕ(P1)P2+P1ϕ(P2)P2,

可得

P1ϕ(P2)P1=0,  P1ϕ(P1)P2+P1ϕ(P2)P2=0. (2)
类似地,可得P2ϕ(P1)P2=0,从而结论1)成立.
2)对任意的 X11∈A11,由于 X11P1P2=0,在式(1)中取 X=X11,Y=P1,Z=P2,再结合

引理3中1),则有

0=3ϕ(X11췍P1췍P2)=ϕ(X11)췍P1췍P2+X11췍ϕ(P1)췍P2+X11췍P1췍ϕ(P2)=
P1ϕ(X11)P2-X11ϕ(P1)P2,

从而得

P1ϕ(X11)P2=X11ϕ(P1)P2. (3)
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对任意的X22∈A22,由于X22P1P1=0,在式(1)中取X=X22,Y=P1,Z=P1,则有

0=3ϕ(X22췍P1췍P1)=ϕ(X22)췍P1췍P1+X22췍ϕ(P1)췍P1+X22췍P1췍ϕ(P1)=
4P1ϕ(X22)P1+P1ϕ(X22)P2+P1ϕ(P1)X22, (4)

对式(4)左乘P1、右乘P2,可得

P1ϕ(X22)P2=-P1ϕ(P1)X22. (5)
从而结论2)成立.证毕.

引理4 ϕ(A12)⊆A12,P1ϕ(P1)P1+P2ϕ(P2)P2=λI,其中λ∈FF.
证明:对任意的X12∈A12,由于P1X12P1=0,在式(1)中取X=P1,Y=X12,Z=P1,则有

3ϕ(X12)=3ϕ(P1췍X12췍P1)=ϕ(P1)췍X12췍P1+P1췍ϕ(X12)췍P1+P1췍X12췍ϕ(P1)=
4P1ϕ(X12)P1+P1ϕ(X12)P2+2P1ϕ(P1)X12,

这蕴含了P1ϕ(X12)P1=0,P1ϕ(X12)P2=P1ϕ(P1)X12,从而有

ϕ(X12)=P1ϕ(P1)X12=P1ϕ(X12)P2 ∈A12. (6)

  在式(1)中取X=P2,Y=X12,Z=P2,并结合式(5)及引理3中1),则有

3ϕ(X12)=3ϕ(P2췍X12췍P2)=ϕ(P2)췍X12췍P2+P2췍ϕ(X12)췍P2+P2췍X12췍ϕ(P2)=

ϕ(X12)+2X12ϕ(P2)P2,
从而可得

ϕ(X12)=X12ϕ(P2)P2. (7)
结合式(6),(7),可得P1ϕ(P1)X12=X12ϕ(P2)P2.根据文献[3]中定理2.1知,存在λ∈FF,使得

P1ϕ(P1)P1+P2ϕ(P2)P2=λI.证毕.
引理5 ϕ(Aii)⊆Aii+A12,i=1,2.
证明:对任意的X11∈A11,由于X11P2P2=0,在式(1)中取X=X11,Y=P2,Z=P2,则有

0=3ϕ(X11췍P2췍P2)=ϕ(X11)췍P2췍P2+X11췍ϕ(P2)췍P2+X11췍P2췍ϕ(P2)=
4P2ϕ(X11)P2+P1ϕ(X11)P2+X11ϕ(P2)P2.

根据引理3可得P2ϕ(X11)P2=0.表明ϕ(X11)∈A11+A12.类似地,可证ϕ(X22)∈A12+A22.证毕.
引理6 存在λ∈FF,使得对任意的Xij∈Aij,有ϕ(Xij)=λXij(1≤i≤j≤2).
证明:由式(6),(7)及引理4,对任意的 X12∈A12,可得ϕ(X12)=ϕ(P1)X12=X12ϕ(P2),取

λ=P1ϕ(P1)P1+P2ϕ(P2)P2,则有

ϕ(X12)=(P1ϕ(P1)P1+P2ϕ(P2)P2)X12=X12(P1ϕ(P1)P1+P2ϕ(P2)P2).
即ϕ(X12)=λX12.对任意的Xij∈Aij,由于P2X12X11=0,在式(1)中取X=P2,Y=X12,Z=X11,则有

3ϕ(X11X12)=3ϕ(P2췍X12췍X11)=

ϕ(P2)췍X12췍X11+P2췍ϕ(X12)췍X11+P2췍X12췍ϕ(X11)=

ϕ(X11X12)+X11ϕ(X12)+ϕ(X11)X12.
表明2ϕ(X11X12)=X11ϕ(X12)+ϕ(X11)X12.由式(7)有ϕ(X11X12)=X11ϕ(X12),则

ϕ(X11X12)=ϕ(X11)X12. (8)
即ϕ(X11X12)=ϕ(P1)X11X12=ϕ(X11)X12.由引理1中1)和引理5,有ϕ(X11)=ϕ(P1)X11.即

ϕ(X11)=λX11.类似地,可证ϕ(X22)=λX22.证毕.
引理7 对任意的Xij∈Aij(1≤i≤j≤2),有:

1)ϕ(X11+X12)=ϕ(X11)+ϕ(X12);

2)ϕ(X12+X22)=ϕ(X12)+ϕ(X22).
证明:1)对任意的Xij,Yij∈Aij(1≤i≤j≤2),由于Y12(X11+X12)P1=0,在式(1)中取X=Y12,

Y=X11+X12,Z=P1,则有

3ϕ(X11Y12)=3ϕ(Y12췍(X11+X12)췍P1)=ϕ(Y12)췍(X11+X12)췍P1+
Y12췍ϕ(X11+X12)췍P1+Y12췍(X11+X12)췍ϕ(P1)=
2ϕ(X11Y12)+Y12ϕ(X11+X12)+ϕ(X11+X12)Y12.

457   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第63卷 



从而

ϕ(X11Y12)=Y12ϕ(X11+X12)P2+P1ϕ(X11+X12)Y12. (9)
同理在式(1)中取X=P2,Y=X11+X12,Z=Y12,则有

0=3ϕ(P2췍(X11+X12)췍Y12)=

ϕ(P2)췍(X11+X12)췍Y12+P2췍ϕ(X11+X12)췍Y12+P2췍(X11+X12)췍ϕ(Y12)=
Y12ϕ(X11+X12)P2,

从而

Y12ϕ(X11+X12)P2=0. (10)
将式(10)代入式(9)可得

ϕ(X11Y12)=P1ϕ(X11+X12)Y12. (11)
由式(11)和引理1中1)有

ϕ(X11)=P1ϕ(X11+X12)P1. (12)
在式(1)中取X=P2,Y=X11+X12,Z=Y11,则有

3ϕ(Y11X12)=3ϕ(P2췍(X11+X12)췍Y11)=

ϕ(P2)췍(X11+X12)췍Y11+P2췍ϕ(X11+X12)췍Y11+P2췍(X11+X12)췍ϕ(Y11)=
2ϕ(Y11X12)+Y11ϕ(X11+X12)P2,

从而ϕ(Y11X12)=Y11ϕ(X11+X12)P2.同理可得

ϕ(X12)=P1ϕ(X11+X12)P2. (13)
由引理1中2)和式(10),(12),(13),可得

ϕ(X11+X12)-ϕ(X11)-ϕ(X12)=P2ϕ(X11+X12)P2=0.
于是可得ϕ(X11+X12)=ϕ(X11)+ϕ(X12).类似可证结论2)成立.证毕.

引理8 对任意的Xij,Zij∈Aij(1≤i≤j≤2),有ϕ(X11+X12+X22)=ϕ(X11)+ϕ(X12)+ϕ(X22).
证明:对任意的Xij,Zij∈Aij(1≤i≤j≤2),在式(1)中取X=P2,Y=X11+X12+X22,Z=Z12,则有

3ϕ(2Z12X22)=3ϕ(P2췍(X11+X12+X22)췍Z12)=ϕ(P2)췍(X11+X12+X22)췍Z12+
P2췍ϕ(X11+X12+X22)췍Z12+(2X22+X12)췍ϕ(Z12)=
4ϕ(Z12X22)+Z12ϕ(X11+X12+X22)+Z12ϕ(X11+X12+X22)P2,

整理得ϕ(Z12X22)=Z12ϕ(X11+X12+X22)P2.由引理5和引理3中2),可得

ϕ(X22)=P2ϕ(X11+X12+X22)P2. (14)
类似可证

ϕ(X11)=P1ϕ(X11+X12+X22)P1. (15)
在式(1)中取X=X11+X12+X22,Y=P1,Z=P2,则有

3ϕ(X12)=3ϕ((X11+X12+X22)췍P1췍P2)=ϕ(X11+X12+X22)췍P1췍P2+
(X11+X12+X22)췍ϕ(P1)췍P2+(X11+X12+X22)췍P1췍ϕ(P2)=
P1ϕ(X11+X12+X22)P2+2ϕ(X12),

整理得

ϕ(X12)=P1(ϕ(X11+X12+X22))P2. (16)
由式(14)~(16)可得

ϕ(X11+X12+X22)=ϕ(X11)+ϕ(X12)+ϕ(X22).
证毕.

下面证明定理1.首先,由引理6和引理8知,ϕ在套代数上是可加的.其次,证明ϕ是中心化子.
对任意的X,Y∈τ(N),设X=X11+X12+X22,Y=Y11+Y12+Y22,其中X11,Y11∈A11,X12,Y12∈A12,

X22,Y22∈A22.则由引理6可得

ϕ(XY)=ϕ(X11Y11+X11Y12+X12Y22+X22Y22)=

ϕ(X11Y11)+ϕ(X11Y12)+ϕ(X12Y22)+ϕ(X22Y22)=
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λX11Y11+λX11Y12+λX12Y22+λX22Y22=
λ(X11+X12+X22)(Y11+Y12+Y22)=
λXY=XλY=ϕ(X)Y=Xϕ(Y).

从而ϕ在套代数上是可加的中心化子.定理1证毕.
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