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一类具有恢复率的生态流行病学
模型及其最优控制

王 婷,杜润梅,那 杨,郝丽娜
(长春工业大学 数学与统计学院,长春130012)

摘要:首先,建立并讨论一类在食饵和捕食者种群中都存在感染,且染病种群具有自我恢复

能力的四维生态流行病动力学模型;其次,建立相应的最优控制模型,并利用Pontryagin极

大值原理计算出其最优控制策略;最后,应用数值分析考察模型的动力学行为及其最优控制

策略.结果表明,疾病恢复率对系统的动力学行为有重要影响.
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Abstract:Firstly,weestablishedanddiscussedafour-dimensionalecoepidemiologicalmodelinwhich
bothpreyandpredatorpopulationswereinfected,andtheinfectedpopulationhadself-recovery
ability.Secondly,weestablishedthecorrespondingoptimalcontrolmodelandusedPontryagin’s
maximumprincipletocalculateitsoptimalcontrolstrategy.Finally,weinvestigatedthedynamic
behaviorsofthemodelanditsoptimalcontrolstrategybyusingnumericalanalysis.Theresultsshow
thattherecoveryrateofdiseaseshasasignificantimpactonthedynamicbehaviorofthesystem.
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0 引 言

目前,关于带有疾病传播的捕食者-食饵模型的研究已取得了一系列成果.Lenhart等[1]考虑初始

条件的变化,对控制施加边界、多重状态和控制,针对控制的线性依赖以及自由终端时间等问题,综

合论述了最优控制理论在生物模型中的应用及其数值分析方法;Pei等[2]考虑一种具有延迟和捕食者

寄生感染的生态流行病系统,研究了捕食者和食饵存在 Hopf分支周期振荡的条件和稳态渐近稳定的

条件,数值分析结果表明,恢复会使感染食饵和捕食者的水平降低,但使健康猎物的水平在极限时间

内提高;Simon等[3]考虑一类在食饵种群中有疾病的捕食者模型,研究了一类在有限时间内施加分离



和治疗两种控制的最优问题,使系统在该时间内被感染的食饵种群数量最少;Agnihotri等[4]探索了一

种由浮游植物、易感浮游动物和受感染的浮游动物组成的HollingⅡ型捕食者-食饵模型,并采用联合

努力量收获所有的3个种群;姚佳佳等[5]分析了一类食饵-捕食模型的局部、全局稳定性和 Hopf分支

存在性,并对模型所得理论结果进行了数值验证;Ananth等[6]考虑一种额外食物提供给HollingⅢ型

功能性反应的捕食者-食饵系统,并研究了一个以额外食物质量作为控制参数的时间最优控制问题,使

系统在最少时间内达到期望状态.
RahmaniDoust等[7]考虑一类在食饵和捕食者种群中都存在感染的四维生态流行病学模型,进行

了动力学分析,并提出了相关的控制模型和最优控制策略,建立的模型如下:

min∫
T
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其中s(t)是易感食饵种群密度,i(t)是感染食饵种群密度,x(t)是易感捕食者种群密度,y(t)是感染捕

食者种群密度,a是食饵种群感染率,b是易感捕食者种群对易感食饵种群捕获率,c是易感食饵种群

到易感捕食者种群的转化率,d是感染食饵种群的死亡率,e是捕食者种群感染率,f是易感捕食者种

群对感染食饵种群捕获率,g是感染食饵种群到易感捕食者种群的转化率,m 是感染捕食者种群对感

染食饵种群的捕获率,n是感染食饵种群到感染捕食者种群的转化率,α是感染捕食者种群的死亡率,

δ是易感捕食者种群的自然死亡率,u1 是食饵种群的治疗控制,u2 是捕食者种群的治疗控制,

Wi(i=1,2)是权重参数.但该模型并未考虑染病种群可能具有免疫能力而进行自我恢复的问题.
因此,本文在此基础上考虑种群可能对疾病具有自我恢复能力,并假设捕食系统中易感捕食者可

以捕食两类食饵种群,但染病捕食者因染病只能捕食到染病食饵种群,建立模型如下:
dx1
dt =x1(1-x1-x2)-ax1x2-bx1y1+Ax2,

dx2
dt =ax1x2-dx2-fx2y1-mx2y2-Ax2,

dy1
dt =cx1y1+gx2y1-ey1y2-θy1+By2,

dy2
dt =ey1y2-αy2+nx2y2-By2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï ,

(1)

x1(0)=x10, x2(0)=x20, y1(0)=y10, y2(0)=y20,
其中x1(t)是易感食饵种群密度,x2(t)是感染食饵种群密度,y1(t)是易感捕食者种群密度,y2(t)是感

染捕食者种群密度,a是食饵种群感染率,b是易感捕食者种群对易感食饵种群捕获率,c是易感捕食

者种群捕食易感食饵种群的增长率,d是感染食饵种群的死亡率,e是捕食者种群感染率,f是易感捕

食者种群对感染食饵种群捕获率,g是易感捕食者种群捕食感染食饵种群的增长率,m 是感染捕食者

种群对感染食饵种群的捕食率,n是感染捕食者种群捕食感染食饵种群的增长率,α是感染捕食者种

群的死亡率,θ是易感捕食者种群的自然死亡率,A 是感染食饵种群的疾病自愈率,B 是感染捕食者种

群的疾病自愈率.

1 定性分析

1.1 平衡点的存在性

下面讨论系统(1)平衡点的存在性,通过分析可知系统(1)存在7类平衡点.
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(i)平凡平衡点E0(0,0,0,0)总是存在.
(ii)轴向平衡点E1(1,0,0,0)总是存在.

(iii)当c>θ时,无病平衡点E2(x12,0,y12,0)存在,其中x12=θ
c
,y12=c-θbc .

(iv)当ce-θe
cα+cB<b<

e
α+B

时,无感染食饵平衡点E3(x13,0,y13,y23)存在,其中

x13=e-b(α+B)
e

, y13=α+B
e

, y23=(α+B)e
(θ-c)+bc(α+B)

e2(α+2B)
.

  (v)当a>d+A 时,无捕食者平衡点E4(x14,x24,0,0)存在,其中

x14=d+A
a

,  x24=[a-(d+A)] d+A
a(d+A)+a2d.

  (vi)无感染捕食者平衡点E5(x15,x25,y15,0)的存在性分析比较复杂,下面给出相应的结论.
定理1 当满足下列条件之一时,系统(1)的边界平衡点E5(x15,x25,y15,0)存在:

1)q1=0,ρ1<-q3/q2<ρ2;

2)f(ρ1)f(ρ2)<0;

3)Δ=0且ρ1<-
q2
2q1<ρ2

;

4)q1<0,Δ>0,ρ1<-
q2
2q1<ρ2

,f(ρ1)f(ρ2)<0;

5)q1>0,Δ>0,ρ1<-
q2
2q1<ρ2

,f(ρ1)f(ρ2)>0.

证明:由方程组

1-x1-x2-ax2-by1+Ax2

x1 =0,

ax1-d-fy1-A=0,

cx1+gx2-θ=

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï 0

计算可得

x1=θ-gx2

c
,  y1=aθ-agx2-cd-cA

cf

显然,当0<x2<aθ-cd-cAag
时,x1>0,y1>0存在.由0<x1+x2<1,有θ-gx2

c +x2<1,解得

(c-g)x2<c-θ.因此x2 需满足(c-g)x2<c-θ,0<x2<aθ-cd-cAag .利用消元可得方程

f(x2)∶=q1x22+q2x2+q3=0, (2)
其中

q1 췍-fg2+cfg+acfg-abg2,

q2 췍-cfg+2fθg-cfθ-acfθ+2abθg-bcdg-bcgA+c2fA,

q3 췍cfθ-fθ2-abθ2+bcdθ+bθcA.
  令Δ=q22-4q1q3,下面分情况讨论.

1)当c-g>0,c-θ>0时,x2<c-θ
c-g

,x2<aθ-cd-cA
ag

,0<x2<1,取交集可得0<x2<

minc-θ
c-g

,aθ-cd-cA
ag

,{ }1 .

2)当c-g<0时,x2>c-θ
c-g

,x2<aθ-cd-cA
ag

,0<x2<1,取交集.当c-θ>0时,0<x2<

minaθ-cd-cA
ag

,{ }1 ;当c-θ<0时,c-θ
c-g<x2<min

aθ-cd-cA
ag

,{ }1 .
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定义

ρ1 췍

0, c>g,c>θ,

0, θ<c<g,

c-θ
c-g

,c<g,c<θ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ,

  ρ2 췍

minc-θ
c-g

,aθ-cd-cA
ag

,{ }1 ,c>g,c>θ,

minaθ-cd-cA
ag

,{ }1 , θ<c<g,

minaθ-cd-cA
ag

,{ }1 , c<g,c<θ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï .

因此方程(2)的正解满足ρ1<x2<ρ2.下面讨论正解x2 的存在性.

1)当q1 =0时,ρ1 <-q3
q2 <ρ2,方程(2)存在正解x2 =-q3

q2∶=
x25,无感染捕食者平衡点

E5(x15,x25,y15,0)存在;

2)当f(ρ1)f(ρ2)<0时,方程(2)存在正解;

3)当Δ=0且ρ1 <-q2
2q1 <ρ2 时,方程(2)存在正解x2=-q3

q2∶=
x25;

4)当q1 <0,Δ>0,ρ1 <-q2
2q1 <ρ2,f(ρ1)f(ρ2)<0时,方程(2)存在两个不等正解x2=

-q2± q22-4q1q3
2q1 ∶=x25;

5)当q1 >0,Δ>0,ρ1 <-q2
2q1 <ρ2,f(ρ1)f(ρ2)>0时,方程(2)存在两个不等正解x2=

-q2± q22-4q1q3
2q1 ∶=x25.

利用上述分析,可得系统(1)边界平衡点E5(x15,x25,y15,0)的存在性定理.
(vii)内部平衡点E*(x*

1,x*
2,y*

1,y*
2).

令方程组

1-x1-x2-ax2-by1+Ax2

x1 =0, (3)

ax1-d-fy1-my2-A=0, (4)

cx1+gx2-ey2-θ+By2

y1 =0, (5)

ey1-α+nx2-B=0. (6

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï )

由式(6)可得

y1=α-nx2+B
e

, (7)

由式(4)可得

y2=ax1-d-fy1-A
m

, (8)

由式(3)可得

y1=x1(1-x1-x2)-ax1x2+Ax2

bx1
. (9)

将式(7)和式(9)联立可得

x2= -αbx1-Bbx1+ex1(1-x1)
-nbx1+aex1-Ae+ex1

.

由式(5)可得

y2= -cx1y1-gx2y1+θy1

B-ey1
. (10)

将式(8)和式(10)联立可得关于x1 的方程,如果该方程存在正解且满足x1,x2,y1,y2>0,则系统(1)
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存在内部平衡点.鉴于系统的复杂性,本文未讨论内部平衡点E*(x*
1,x*

2,y*
1,y*

2)存在性的充分性判据.
1.2 平衡点的稳定性

经计算,可得系统(1)的Jacobi矩阵为

J(x1,x2,y1,y2)=

a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

44

,

其中a11=1-2x1-(1+a)x2-by1,a12=-x1-ax1+A,a13=-bx1,a14=0,a21=ax2,a22=ax1-
d-fy1-my2-A,a23= -fx2,a24= -mx2,a31=cy1,a32=gy1,a33=cx1+gx2-ey2-θ,
a34=-ey1+B,a41=0,a42=ny2,a43=ey2,a44=ey1-α+nx2-B.下面利用渐近自治系统证明

系统(1)平衡点的稳定性.
定理2 系统(1)的平衡点E0(0,0,0,0)总是不稳定的.
证明:在平衡点E0(0,0,0,0)处的Jacobi矩阵为

J(E0)=J(0,0,0,0)=

1 A 0 0
0 -d-A 0 0
0 0 -θ B
0 0 0 -α-

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

B

,

显然特征根不全为负,故平衡点E0(0,0,0,0)不稳定.证毕.
定理3 如果a<d+A,c<θ,则系统(1)的平衡点E1(1,0,0,0)是全局渐近稳定的.
证明:在平衡点E1(1,0,0,0)处的Jacobi矩阵为

J(E1)=J(1,0,0,0)=

-1 -1-a+A -b 0
0 a-d-A 0 0
0 0 c-θ B
0 0 0 -α-

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

B

,

显然当a<d+A,c<θ时,特征根全为负数,故平衡点E1(1,0,0,0)是局部渐近稳定的.计算得

dx1
dt +dx2dt =x1(1-x1-x2)-ax1x2-bx1y1+Ax2+ax1x2-dx2-fx2y1-mx2y2-Ax2=

-x21+x1-x1x2-bx1y1-dx2-fx2y1-mx2y2 ≤x1(1-x1-x2).
由比较定理可知,对任意时间t,有0≤x1(t)+x2(t)≤1.由于

dx2
dt =ax1x2-dx2-fx2y1-mx2y2-Ax2 ≤ (a-d-A)x2 ≤0,

显然,当a<d+A 时,有lim
t→+∞

x2(t)=0.又因为

dy1
dt +dy2dt =cx1y1+gx2y1-ey1y2-θy1+By2+ey1y2-αy2+nx2y2-By2≤(c-θ)y1-αy2<0,

因此当c<θ时,有lim
t→+∞

y1(t)+y2(t)=0,从而有lim
t→+∞

y1(t)=0,lim
t→+∞

y2(t)=0.当t→∞时,由

dx1
dt =x1(1-x1-x2)-ax1x2-bx1y1+Ax2 ≤x1(1-x1),

有x1(t)→1,则平衡点E1(1,0,0,0)是全局渐近稳定的.证毕.
定理4 如果ey12-α-B<0,ax12-d-fy12-A<0,则系统(1)的平衡点E2(x12,0,y12,0)局部渐

近稳定;如果还满足e< α+B
4(1+μ)2

,则系统(1)的平衡点E2(x12,0,y12,0)全局渐近稳定.

证明:在平衡点E2(x12,0,y12,0)处的Jacobi矩阵为

J(E2)=J(x12,0,y12,0)=

b11 b12 b13 0
0 b22 0 0
b31 b32 b33 b34
0 0 0 b

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

44

,
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其中b11=1-2x12-by12<0,b12=-x12-ax12+A,b13=-bx12<0,b22=ax12-d-fy12-A,
b31=cy12>0,b32=gy12>0,b33=cx12-θ=0,b34=-ey12+B,b44=ey12-α-B.其特征方程为

(λ-b44)(λ-b22)[λ2+(-b11-b33)λ+b11b33-b13b31]=0,
相应的特征值为λ1=b44=ey12-α-B,λ2=b22=ax12-d-fy12-A,且λ3+λ4=b11+b33<0,
λ3λ4=b11b33-b13b31>0恒 成 立.因 此 当ey12-α-B<0,ax12-d-fy12-A<0时,平 衡 点

E2(x12,0,y12,0)是局部渐近稳定的.因为

dx2
dt =ax1x2-dx2-fx2y1-mx2y2-Ax2=(ax1-d-A)x2-fx2y1-mx2y2 ≤

(a-d-A)x2-fx2y1-mx2y2 <0,
所以当a<d+A 时,有lim

t→+∞
x2(t)=0.

令

F(t)=x1(t)+x2(t)+y1(t)+y2(t),
求导可得

dF
dt=∂F∂x1

dx1
dt +∂F∂x2

dx2
dt +∂F∂y1

dy1
dt +∂F∂y2

dy2
dt =

x1-x1x1-x1x2-ax1x2-bx1y1+Ax2+ax1x2-dx2-fx2y1-mx2y2-

Ax2+cx1y1+gx2y1-ey1y2-θy1+By2+ey1y2-αy2+nx2y2-By2=

-x1x1+x1+(c-b)x1y1+(g-f)x2y1+
(n-m)x2y2-θy1-αy2-dx2-x1x2=

-x1x1+x1+(c-b)x1y1+(g-f)x2y1+
(n-m)x2y2-x1x2+μx1-μ(x1+x2+y1+y2)≤

-x21+(1+μ)x1-μ(x1+x2+y1+y2),

其中μ=min{d,α,θ}.考虑到生物学意义,令b>c,f>g,m>n,α>θ,则

dF
dt+μF ≤ -x21+(1+μ)x1=- x21-(1+μ)x1+

1+μæ

è
ç

ö

ø
÷

2
é

ë
êê

ù

û
úú

2

+ 1+μæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

=

- x1-1+μæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

+ 1+μæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

≤ 1+μæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

.

从而可得

F(t)≤ 1+μæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2
(1-e-μt)+F(0)e-μt,

因此

lim
t→∞
supF(t)≤ 1+μæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

.

当t→+∞时,有

dy2
dt =ey1y2-αy2+nx2y2-By2=(ey1-α-B)y2 ≤ e(1+μ)2

4 -α-æ

è
ç

ö

ø
÷B y2,

当e< α+B
4(1+μ)2

时,有lim
t→+∞

y2(t)=0.

根据渐近自治系统理论[8],系统(1)退化为极限系统

dx1
dt =x1(1-x1)-bx1y1 췍F1,

dy1
dt =cx1y1-θy1 췍F2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(11)

定义L1=x-1
1 y1/c-11 ,则有
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F1·L1=(x1(1-x1)-bx1y1)x-1
1y1/c-11 ,

F2·L1=(cx1y1-θy1)x-1
1y1/c-11 ,

对F1·L1 和F2·L1 分别求导可得

∂(F1·L1)
∂x1 =(1-2x1-by1)x-1

1y1/c-11 +(x1(1-x1)-bx1y1)(-1)x-2
1y1/c-11 =

x-1
1y1/c-11 [(1-2x1-by1)+(x1(1-x1)-bx1y1)(-1)x-1

1 ],

∂(F2·L1)
∂y1 =(cx1-θ)x-1

1y1/c-11 +(cx1y1-θy1)1c -æ

è
ç

ö

ø
÷1x-1

1y1/c-21 =

x-1
1y1/c-11 (cx1-θ)+(cx1y1-θy1)1c -æ

è
ç

ö

ø
÷1y-1é

ë
êê

ù

û
úú1 .

经计算有

∂(F1·L1)
∂x1 +∂

(F2·L1)
∂y1 =x-1

1y1/c-11 [(1-2x1-by1)+(x1(1-x1)-bx1y1)(-1)x-1
1 ]+

x-1
1y1/c-11 (cx1-θ)+(cx1y1-θy1)1c -æ

è
ç

ö

ø
÷1y-1é

ë
êê

ù

û
úú1 =

x-1
1y1/c-11 -2x1+x1+cx1+c1cx1-cxæ

è
ç

ö

ø
÷1 +(-by1+by1

é

ë
êê )+

1-1-θ-θ1c +æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
úúθ =x-1

1y1/c-11 -θæ

è
ç

ö

ø
÷

c <0.

根据Dulac-Bendixson定理[9],系统(11)在(0,∞)×(0,∞)上不存在极限环,且(x12,y12)是系统(11)
唯一的内部平衡点,所以每个正解都趋于(x12,y12),即(x12,y12)是全局渐近稳定的.因此,由渐近自

治系统理论[8]可知,平衡点E2(x12,0,y12,0)是全局渐近稳定的.证毕.
定理5 如果c11+c33<0,c22<0,H1H2>H3>0,则平衡点E3(x13,0,y13,y23)局部渐近稳定;

如果还满足a<d+A,ey*
1 >B,则E3(x13,0,y13,y23)是全局渐近稳定的.

证明:在平衡点E3(x13,0,y13,y23)处的Jacobi矩阵为

J(E3)=J(x13,0,y13,y23)=

c11 c12 c13 0
0 c22 0 0
c31 c32 c33 c34
0 c42 c43 c

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

44

,

其中c11=1-2x13-by13<0,c12=-x13-ax13+A,c13=-bx13<0,c22=ax13-d-fy13-A,

c31=cy13>0,c32=gy13>0,c33=cx13-ey23-θ,c34=-ey13+B<0,c42=ny23>0,c43=ey23>0,

c44=ey13-α-B=0.其特征方程为

(λ-c22)[λ3+H1λ2+H2λ+H3]=0,
其中

H1=-c11-c33-c44,

H2=c11c44+c33c44+c11c33-c31c13-c43c34,

H3=c11c43c34+c31c13c44-c11c33c44 >0.
相应的特征值λ1=c22=ax13-d-fy13-A,因此当c11+c33<0,c22<0,H1H2>H3>0时,根据

Routh-Hurwitz判据[10],该特征方程的根具有负实部,故平衡点E3(x13,0,y13,y23)是局部渐近稳定

的.因为

dx2
dt =ax1x2-dx2-fx2y1-mx2y2-Ax2=

(ax1-d-A)x2-fx2y1-mx2y2 ≤ (a-d-A)x2-fx2y1-mx2y2,
所以当a<d+A 时,有lim

t→+∞
x2(t)=0.

根据渐近自治系统理论[8],系统(1)退化为极限系统
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dx1
dt =x1(1-x1)-bx1y1,

dy1
dt =cx1y1-ey1y2-θy1+By2,

dy2
dt =ey1y2-αy2-By2

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï .

(12)

定义Lyapunov函数为

V(x1,y1,y2)= x1-x*
1 -x*

1lnx1
x*

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
+G1 y1-y*

1 -y*
1lny1

y*
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
+G2 y2-y*

2 -y*
2lny2

y*
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
,

其中G1,G2 是正常数.对V(x1,y1,y2)关于时间t求导,可得

dV
dt= 1-x*

1

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

∂x1
∂t +G1 1-y*

1

y
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

∂y1
∂t +G2 1-y*

2

y
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

∂y2
∂t
, (13)

将系统(12)代入式(13)可得

dV
dt= 1-x*

1

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
(x1(1-x1)-bx1y1)+G1 1-y*

1

y
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
(cx1y1-ey1y2-θy1+By2)+

G2 1-y*
2

y
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
(ey1y2-αy2-By2),

经计算整理得

dV
dt=(x1-x*

1 )(1-x1-by1)+(G1y1-G1y*
1 )×

cx1-ey2-θ+By2

y
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
+(G2y2-G2y*

2 )(ey1-α-B)=

-(x1-x*
1 )2+(cG1-b)(x1-x*

1 )(y1-y*
1 )+

(eG2-eG1)(y1-y*
1 )(y2-y*

2 )+BG1(y1-y*
1 )

y*
1y2-y1y*

2

y1y*
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
=

-(x1-x*
1 )2+(cG1-b)(x1-x*

1 )(y1-y*
1 )+(eG2-eG1)(y1-y*

1 )(y2-y*
2 )+

BG1(y1-y*
1 )

y2-y*
2

y*
1

-y2(y1-y*
1 )

y1y*
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
=

-(x1-x*
1 )2-BG1y2

y1y*
1
(y1-y*

1 )2+(cG1-b)(x1-x*
1 )(y1-y*

1 )+

eG2-eG1+BG1

y*
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
(y1-y*

1 )(y2-y*
2 ).

当ey*
1 >B 时,取G1=b

c
,G2=

eby*
1 -Bb

ecy*
1

,则有dV
dt

是负定的.根据Lasalle不变性原理[11],平衡点

E3(x13,0,y13,y23)是全局渐近稳定的.证毕.
定理6 如果d11<0,d33<0,d44<0,则平衡点E4(x14,x24,0,0)局部渐近稳定;如果还满足

c+g<θ,n<α,a≤1,则平衡点E4(x14,x24,0,0)全局渐近稳定.
证明:在平衡点E4(x14,x24,0,0)处的Jacobi矩阵为

J(E4)=J(x14,x24,0,0)=

d11 d12 d13 0
d21 d22 d23 d24
0 0 d33 d34
0 0 0 d

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

44

,

其中 d11=1-2x14-(1+a)x24,d12=-x14-ax14+A<0,d13=-bx14<0,d21=ax24>0,

d22=ax14-d-A=0,d23=-fx24<0,d24=-mx24<0,d33=cx14+gx24-θ,d34=B>0,d44=-α+
nx24-B.其特征方程为

(λ-d44)(λ-d33)[λ2+(-d11-d22)λ+d11d22-d12d21]=0.
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显然其特征根满足

λ1=-α+nx24-B, λ2=cx14+gx24-θ, λ3+λ4=d11, λ4=d11d22-d12d21=-d12d21 >0.
因此当d11<0,d33<0,d44<0时,特征根实部全为负,故平衡点E4(x14,x24,0,0)是局部渐近稳定的.
因为

dy1
dt +dy2dt =cx1y1+gx2y1-ey1y2-θy1+By2+ey1y2-αy2+nx2y2-By2=

(cx1+gx2-θ)y1+(nx2-α)y2 ≤ (c+g-θ)y1+(n-α)y2,
所以当c+g<θ,n<α时,有lim

t→+∞
y1(t)+y2(t)=0,从而lim

t→+∞
y1(t)=0,lim

t→+∞
y2(t)=0.

根据渐近自治系统理论[8],系统(1)退化为极限系统

dx1
dt =x1(1-x1-x2)-ax1x2+Ax2 췍φ1,

dx2
dt =ax1x2-dx2-Ax2 췍φ2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï .

(14)

定义L2=x-1
1 x02,则有

φ1·L2=(x1(1-x1-x2)-ax1x2+Ax2)x-1
1x02,  φ2·L2=(ax1x2-dx2-Ax2)x-1

1x02.
对φ1·L1 和φ2·L1 分别求导,可得

∂φ1·L2
∂x1 =(1-2x1-x2-ax2)x-1

1x02+(x1(1-x1-x2)-ax1x2+Ax2)(-1)x-2
1x02=

x-1
1x02[1-2x1-x2-ax2+(x1(1-x1-x2)-ax1x2+Ax2)(-1)x-1

1 ]=

x-1
1x02 1-2x1-x2-ax2-1+x1+x2+ax2-Ax2

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
=x-1

1x02 -x1-Ax2

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
,

∂φ2·L2
∂x2 =(ax1-d-A)x-1

1x02.

经计算有

∂φ1·L2
∂x1 +∂φ2

·L2
∂x2 =x-1

1x02 -x1-Ax2

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
+(ax1-d-A)x-1

1x02=

x-1
1x02 (-1+a)x1+ -A

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
x2+(-d-Aé

ë
êê

ù

û
úú).

根据Dulac-Bendixson定理[9],系统(14)在(0,∞)×(0,∞)上不存在极限环,当a≤1时,(x14,x24)是
系统(14)唯一的内部平衡点,每个正解都趋于(x14,x24),从而(x14,x24)关于系统(14)是全局渐近稳定

的.因此,由系统(14)可知,平衡点E4(x14,x24,0,0)是全局渐近稳定的.证毕.
定理7 如果e44<0,e11+e22+e33<0,R1R2>R3>0,则平衡点E5(x15,x25,y15,0)局部渐近稳

定;如果还有e<4
(α-n)
(1+μ)2

,g
f=

c[(1+a)x*
1 -A]

abx*
1

,(1+a)x*
1 >A 成立,则E5(x15,x25,y15,0)是全局

渐近稳定的.
证明:在平衡点E5(x15,x25,y15,0)处的Jacobi矩阵为

J(E5)=J(x15,x25,y15,0)=

e11 e12 e13 0
e21 e22 e23 e24
e31 e32 e33 e34
0 0 0 e

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

44

,

其中e11=1-2x15-(1+a)x25-by15,e12=-x15-ax15+A,e13=-bx15<0,e21=ax25>0,

e22=ax15-d-fy15-my25-A,e23=-fx25<0,e24=-mx25<0,e31=cy15>0,e32=gy15>0,

e33=cx15+gx25-θ,e34=-ey15+B,e44=ey15-α+nx25-B.其特征方程为

(λ-e44)(λ3+R1λ2+R2λ+R3)=0,
其中
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R1=-e11-e22-e33,

R2=e11e22+e11e33-e22e33-e13e31-e12e21-e23e32,

R3=e11e23e32+e33e21e12+e22e13e31-e11e22e33-e21e13e32-e12e23e31.
则特征根为λ1=e44=ey15-α+nx25-B.因此当e44<0,e11+e22+e33<0,R1R2>R3>0时,根据

Routh-Hurwitz判据[10],该特征方程的根具有负实部,故平衡点E5(x15,x25,y15,0)是局部渐近稳定

的.因为

dy2
dt =ey1y2-αy2+nx2y2-By2 ≤ (n+ey1-α)y2-By2 ≤ n+e(1+μ)2

4 -æ

è
ç

ö

ø
÷αy2-By2,

所以当e<4
(α-n)
(1+μ)2

时,有lim
t→+∞

y2(t)=0.

根据渐近自治系统理论[8],系统(1)退化为极限系统

dx1
dt =x1(1-x1-x2)-ax1x2-bx1y1+Ax2,

dx2
dt =ax1x2-dx2-fx2y1-Ax2,

dy1
dt =cx1y1+gx2y1-θy1

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï .

(15)

定义Lyapunov函数为

Ω(x1,x2,y1)= x1-x*
1 -x*

1lnx1
x*

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
+G3 x2-x*

2 -x*
2lnx2

x*
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
+G4 y1-y*

1 -y*
1lny1

y*
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
,

其中G3,G4 是正常数.对Ω(x1,x2,y1)关于时间t求导,可得

dΩ
dt= 1-x*

1

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

∂x1
∂t +G3 1-x*

2

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

∂x2
∂t +G4 1-y*

1

y
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

∂y1
∂t
, (16)

将系统(15)代入式(16)可得

dΩ
dt=(x1-x*

1 )1-x1-x2-ax2-by1+Ax2

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
+

(G3x2-G3x*
2 )(ax1-d-fy1-A)+(G4y1-G4y*

1 )(cx1+gx2-θ),
经计算整理得

dΩ
dt=(x1-x*

1 )-(x1-x*
1 )-(x2-x*

2 )-a(x2-x*
2 )-b(y1-y*

1 )+A x2
x1-x*

2

x*
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
+

(G3x2-G3x*
2 )(a(x1-x*

1 )-f(y1-y*
1 ))+(G4y1-G4y*

1 )(c(x1-x*
1 )+g(x2-x*

2 ))=
-(x1-x*

1 )2-(x1-x*
1 )(x2-x*

2 )-a(x1-x*
1 )(x2-x*

2 )-b(x1-x*
1 )(y1-y*

1 )+

A(x1-x*
1 )

x2x*
1 -x1x*

2

x1x*
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
+aG3(x1-x*

1 )(x2-x*
2 )-fG3(x2-x*

2 )(y1-y*
1 )+

cG4(x1-x*
1 )(y1-y*

1 )+gG4(x2-x*
2 )(y1-y*

1 )=
-(x1-x*

1 )2-(x1-x*
1 )(x2-x*

2 )-a(x1-x*
1 )(x2-x*

2 )-

b(x1-x*
1 )(y1-y*

1 )+A(x1-x*
1 )

x1(x2-x*
2 )-x2(x1-x*

1 )
x1x*

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
+

aG3(x1-x*
1 )(x2-x*

2 )-fG3(x2-x*
2 )(y1-y*

1 )+
cG4(x1-x*

1 )(y1-y*
1 )+gG4(x2-x*

2 )(y1-y*
1 )=

-(x1-x*
1 )2- Ax2

x1x*
1
(x1-x*

1 )2+ aG3+ A
x*
1

-1-æ

è
ç

ö

ø
÷a (x1-x*

1 )(x2-x*
2 )+

(cG4-b)(x1-x*
1 )(y1-y*

1 )+(gG4-fG3)(x2-x*
2 )(y1-y*

1 ).

当(1+a)x*
1 >A 时,取G3=

(1+a)x*
1 -A

ax*
1

,G4=b
c
,利用给定条件可得dV

dt
是负定的,根据Lasalle不

变性原理[11],平衡点E5(x15,x25,y15,0)是全局渐近稳定的.证毕.
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由于系统的复杂性,关于正平衡点E*(x*
1,x*

2,y*
1,y*

2)的稳定性本文未做理论分析.

2 最优治疗策略

在系统(1)中引入控制函数u和v,建立其最优控制模型.其中:u表示对染病食饵种群进行治疗,
使染病食饵得以康复的控制函数;v表示对染病捕食者种群进行治疗,使染病捕食者种群得以康复的

控制函数.
为简化问题,本文假设实施治疗后,疾病立即康复,因此系统(1)的最优控制模型为

dx1
dt =x1(1-x1-x2)-a(1-u(t))x1x2-bx1y1+Ax2,

dx2
dt =a(1-u(t))x1x2-dx2-fx2y1-mx2y2-Ax2,

dy1
dt =cx1y1-gx2y1-e(1-v(t))y1y2-θy1+By2,

dy2
dt =e(1-v(t))y1y2-αy2+nx2y2-By2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï ,

(17)

x1(0)=x10, x2(0)=x20, y1(0)=y10, y2(0)=y20,
其中U={μ=(u,v)∈L∞(0,T)0≤u≤1,0≤v≤1,t∈[0,T]}.从实际出发,本文建立一个使受感染

物种总数和治疗费用最小化的目标泛函:

J=∫
T

0

1
2
(W1u2+W2v2)+x2(t)+y2(té

ë
êê

ù

û
úú)dt,

其中Wi(i=1,2)表示权重参数,为正常数.下面采用Pontryagin极大值原理,寻求最优控制策略.即

存在u*和v*,使得

J(u*,v*)=min
U

J(u,v).

  对于系统(17),构造Hamilton函数:

H=12 W1u2(t)+W2v2(t( ))+x2+y2+λ1(t)[x1(1-x1-x2)-a(1-u(t))x1x2-bx1y1+Ax2]+

λ2(t)[a(1-u(t))x1x2-dx2-fx2y1-mx2y2-Ax2]+
λ3(t)[cx1y1-e(1-v(t))y1y2-gx2y1-θy1+By2]+
λ4(t)[e(1-v(t))y1y2-αy2+nx2y2-By2],

其中函数λi(t)(i=1,2,3,4)称为伴随变量,且满足下列方程:

dλ1(t)
dt =-∂H∂x1=-λ1(t)(1-2x1-x2-a(1-u(t))x2-by1)-

λ2(t)(a(1-u(t))x2)-λ3(t)cy1,

dλ2(t)
dt =-∂H∂x2=-1-λ1(t)(-x1-a(1-u(t))x1+A)-λ3(t)(-gy1)-λ4(t)ny2-

λ2(t)(a(1-u(t))x1-d-fy1-my2-A),

dλ3(t)
dt =-∂H∂y1=-λ1(t)(-bx1)-λ2(t)(-fx2)-λ4(t)(e(1-v(t))y2)-

λ3(t)(cx1-gx2-e(1-v(t))y2-θ),

dλ4(t)
dt =-∂H∂y2=-1-λ2(t)(-mx2)-λ3(t)(-e(1-v(t))y1+B)-

λ4(t)(e(1-v(t))y1-α+nx2-B),

λ1(T)=λ2(T)=λ3(T)=λ4(T)=0.
由Pontryagin极大值原理[1]可知

u* =0,  ∂H∂u >0; (18)
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u* ∈ [0,1],  ∂H∂u =0; (19)

u* =1,  ∂H∂u <0; (20)

v* =0,  ∂H∂v >0; (21)

v* ∈ [0,1],  ∂H∂v =0; (22)

v* =1,  ∂H∂v <0. (23)

由式(18),当∂H
∂u>0

,即u>(λ2-λ1)ax1x2/W1 时,u*=0,此时有(λ2-λ1)ax1x2/W1<0.由式(19),

当∂H
∂u=0

,即u=(λ2-λ1)ax1x2/W1 时,u*∈[0,1],此时有u*=(λ2-λ1)ax1x2/W1∈[0,1].由

式(20),当∂H
∂u<0

,即u<(λ2-λ1)ax1x2/W1 时,u*=1,此时有(λ2-λ1)ax1x2/W1>1.综合可得

u* =
0, (λ2-λ1)ax1x2/W1 <0,
(λ2-λ1)ax1x2/W1,0≤ (λ2-λ1)ax1x2/W1 ≤1,

1, (λ2-λ1)ax1x2/W1 >1

ì

î

í

ï
ï

ïï .
由式(21)~(23),同理可得

v* =
0, (λ4-λ3)ey1y2/W2 <0,
(λ4-λ3)ey1y2/W2,0≤ (λ4-λ3)ey1y2/W2 ≤1,

1, (λ4-λ3)ey1y2/W2 >1

ì

î

í

ï
ï

ïï .

3 数值分析

下面根据理论分析结果,利用 MATLAB软件对系统(1)和系统(17)进行数值模拟.先对系统(1)
的平衡点进行数值模拟,图1~图5分别给出了系统(1)的解曲线、周期以及关于A,B,f的分支.其中

图1~图5的参数值和初值取值如下.
  图1(A)参数取值:a=0.4,b=1,c=0.1,d=0.5,e=0.2,f=0.2,g=0.15,m=1.5,n=1.4,
α=0.5,θ=0.2,A=0.2,B=0.3,W1=1,W2=1,x1(t)=0.5,x2(t)=0.5,y1(t)=0.5,y2(t)=
0.5;图1(B)参数取值:a=0.4,b=1,c=0.5,d=0.5,e=0.2,f=0.2,g=0.15,m=1.5,n=1.4,

α=0.5,θ=0.4,A=0.2,B=0.3,W1=1,W2=1,x1(t)=0.5,x2(t)=0.5,y1(t)=0.5,y2(t)=
0.5;图1(C)参数取值:a=0.4,b=1,c=0.1,d=0.1,e=0.2,f=0.2,g=0.15,m=1.5,n=1.4,

α=0.8,θ=0.4,A=0.2,B=0.3,W1=1,W2=1,x1(t)=0.5,x2(t)=0.6,y1(t)=0.5,y2(t)=
0.2;图1(D)参数取值:a=0.9,b=1,c=0.1,d=0.1,e=0.2,f=0.2,g=0.6,m=1.3,n=1.4,

α=1,θ=0.2,A=0.1,B=0.2,W1=1,W2=1,x1(t)=0.5,x2(t)=0.5,y1(t)=0.5,y2(t)=0.2;
图1(E)参数取值:a=0.4,b=1,c=1,d=0.1,e=1.2,f=0.6,g=0.4,m=1.5,n=1.4,α=0.3,

θ=0.2,A=0.05,B=0.06,W1=1,W2=1,x1(t)=0.5,x2(t)=0.2,y1(t)=0.5,y2(t)=0.5;
图1(F)参数取值:a=1.9,b=1.2,c=0.8,d=0.1,e=0.2,f=0.2,g=0.15,m=0.8,n=1.4,

α=0.2,θ=0.2,A=0.03,B=0.01,W1=1,W2=1,x1(t)=0.5,x2(t)=0.2,y1(t)=0.5,y2(t)=
0.5.图2参数取值:a=1.75,b=0.5,c=0.1,d=0.03,e=1.5,f=1.3,g=0.01,m=0.6,

n=0.4,α=0.5,θ=0.01,A=0.45,B=0.05,x1(t)=0.9,x2(t)=0.01,y1(t)=0.9,y2(t)=0.5.
图3参数取值:a=1.75,b=0.5,c=0.1,d=0.03,e=1.5,f=1.3,g=0.01,m=0.6,n=0.4,

α=0.5,θ=0.01,A=0.45,B=0.05,x1(t)=0.5251,x2(t)=0.16569,y1(t)=0.32248,y2(t)=
0.032839.图4参数取值:a=1.75,b=0.5,c=0.1,d=0.03,e=0.6,f=0.75,g=0.01,m=
0.4,n=0.2,α=0.3,θ=0.01,A=0.45,B=0.05,x1(t)=0.52927,x2(t)=0.10332,y1(t)=
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0.54889,y2(t)=0.086382.图5参数取值:a=1.45,b=0.6,c=0.4,d=0.01,e=1.6,f=0.9,

g=0.04,m=1,n=0.4,α=0.5,θ=0.04,A=0.05,B=0.15,x1(t)=0.31751,x2(t)=0.20478,

y1(t)=0.35506,y2(t)=0.080844.

图1 系统(1)的解曲线

Fig.1 Solutioncurvesofsystem(1)

图2 系统(1)的周期

Fig.2 Periodofsystem(1)

由图1(A)可见,当定理2的条件满足时,轴向平衡点E1(1,0,0,0)是局部渐近稳定的,系统(1)最终

仅存在易感食饵种群;由图1(B)可见,当定理3的条件满足时,无病平衡点E2(x12,0,y12,0)是局部渐近

稳定的,系统(1)最终易感食饵种群和易感捕食者种群共存;由图1(C)可见,当定理5的条件满足时,无

捕食者平衡点E4(x14,x24,0,0)是局部渐近稳定的,系统(1)最终易感食饵种群和染病食饵种群共存;由

图1(D)可见,当定理6的条件满足时,无感染捕食

者平衡点E5(x15,x25,y15,0)是局部渐近稳定的,
系统(1)最终易感食饵种群、染病食饵种群和易感捕

食者种群共存;由图1(E)可见,当定理4的条件满

足时,无感染食饵平衡点E3(x13,0,y13,y23)是局部

渐近稳定的,系统(1)最终易感食饵种群、易感捕食

者种群和染病捕食者种群共存;由图1(F)可见,内部

平衡点E*(x*
1,x*

2,y*
1,y*

2)是局部渐近稳定的,系统(1)
最终四种群共存.在数值模拟时发现,系统(1)会
呈现四种群周期振荡共存的情形,如图2所示.
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图3是食饵种群疾病自愈率A 对系统(1)的分支图.由图3可见:当A>0.5174时,正平衡点是

全局渐近稳定的;当 A<0.5174时,正平衡点是不稳定的,四种群呈现周期振荡(见图2);当

A=0.5174时,产生Hopf分支.可见,当食饵自愈率增加时,系统四种群先后经历周期震荡共存,稳

定共存,易感食饵、易感捕食者和染病捕食者三种群共存.因此,食饵自愈能力增加时,染病食饵在达

到稳定时的密度会减小直至灭绝.食饵自愈能力对染病食饵的影响作用较明显.

图3 系统(1)关于A的分支

Fig.3 Branchofsystem(1)forA

图4 系统(1)关于B的分支

Fig.4 Branchofsystem(1)forB

图4是系统(1)关于捕食者种群疾病自愈率B 的分支图.由图4可见:当B<0.0424时,正平衡

点是不稳定的,四种群呈现周期振荡;当0.0424<B<0.1495时,正平衡点是全局渐近稳定的;当
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0.1495<B<0.7800时,正平衡点失去稳定性,边界平衡点E3(x13,0,y13,y23)稳定,染病食饵灭绝;
当B>0.7800时,无病平衡点 E2(x12,0,y12,0)稳定;当 B=0.0424时,产生 Hopf分支;当

B=0.1495,B=0.7800时,发生跨临界分支.可见,当捕食者自愈率增加时,系统四种群先后经历

周期震荡共存,稳定共存,易感食饵、易感捕食者和染病捕食者共存,易感食饵和易感捕食者共存.
因此,随着捕食者自愈能力的提高,易感捕食者数量会上升,从而增加对食饵捕食强度,导致易感食

饵和染病食饵数量下降,但染病捕食者数量却先增加后降低,这是因为当易感捕食者恢复率较低时,
由于被感染的速率大于恢复速率,从而达到平衡时的数量会增加;之后由于恢复速率较大,感染速率

小于恢复速率,于是平衡时的数量会减小直到灭绝.可见,捕食者疾病恢复率影响系统各种群的数量.
系统(1)关于易感捕食者种群对感染食饵种群捕获率f 的分支图体现了系统有趣的动力学行为,

如图5所示.由图5可见:当0<f<0.4019或0.9835<f<2时,正平衡点是全局渐近稳定的;当

0.4019<f<0.9835时,正平衡点是不稳定的,四种群呈现周期振荡(见图2);当f=0.4019,f=
0.9835时,分别产生超临界Hopf分支和亚临界Hopf分支.易感捕食者种群对感染食饵种群捕获率

的增加使系统正平衡点的稳定性发生变化,种群先后经历四种群稳定共存、周期共存、稳定共存和染

病食饵灭绝.

图5 系统(1)关于f的分支

Fig.5 Branchofsystem(1)forf

下面使用Runge-Kutta四阶迭代公式以及前后扫描方法数值模拟分析系统(17)的最优控制数值

解,以考察最优控制策略对种群疾病的影响.图6是系统(1)和系统(17)的有无控制对比结果,其中

选取的参数取值与图1一致,分别绘制有控制和无控制下系统中的种群数量随时间变化的函数,实线

表示有控制系统中的种群数量变化曲线,虚线表示无控制系统中的种群数量变化曲线.
由图6(A)和(B)可见,系统(1)和系统(17)种群密度变化曲线相同,即控制函数为零,这是因为受

感染种群在无控制下会最终灭绝,所以无需控制;由图6(C)可见,在治疗控制的作用下,受感染食饵

种群密度明显降低,易感食饵种群数量上升;由图6(D)可见,在施加治疗控制前后,受感染的捕食者

种群最终都会灭绝,易感食饵种群数量相比无控制情形略增加,感染的食饵种群数量和易感捕食者种

群数量略减少;由图6(E)可见,在施加治疗控制后,因感染捕食者只能捕食感染食饵,而感染食饵种

群灭绝,所以感染的捕食者种群数量减少,易感捕食者种群数量增加,由于捕食导致易感食饵数量下

降;由图6(F)可见,实施控制使感染的食饵和捕食者数量均有下降,易感食饵和易感捕食者数量有上
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升,达到了控制疾病的目的.图7是图6(F)的u-v 控制函数图像.

图6 系统(1)和系统(17)的有无控制对比结果

Fig.6 Comparisonresultsofsystem(1)andsystem(17)withandwithoutcontrol

图7 图6(F)的控制函数图像

Fig.7 ControlfunctiongraphofFig.6(F)

综上所述,本文建立并研究了一类具有恢复率的生态流行病学模型及其最优控制模型.首先,
利用常微分方程定性理论和渐近自治系统理论,分析了系统(1)平衡点的存在性、局部稳定性和全局

稳定性,得到了相应的充分性判据;其次,结合实际情况,建立了相应的最优控制模型,并应用最优控

制理论,求出了最优治疗策略;再次,数值分析结果表明,系统(1)存在多个平衡点和多种分支现象,
具有丰富的动力学行为,数值分支分析结果说明食饵和捕食者恢复率的增加能有效降低染病食饵和捕

食者的数量;最后,应用前后扫描方法和Runge-Kutta法数值模拟了最优控制策略,为染病捕食系统
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的治疗提供一定的理论依据.
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