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含真空的二维趋化浅水波模型强解的爆破准则

辛泽惠,徐夫义
(山东理工大学 数学与统计学院,山东 淄博255049)

摘要:考虑含真空的二维趋化浅水波模型初(边)值问题,利用能量方法和一些重要的不等式

建立该模型局部强解的一个新爆破准则,并给出影响强解延拓的新因素.
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Abstract:Weconsideredtheinitial(boundary)valueproblemforthetwo-dimensionalchemotaxis-
shallowwatermodelwithvacuum,andestablishedanewblowupcriteriaforthelocalstrong
solutionsofthemodelbyusingtheenergymethodandsomeimportantinequalities.Wealsogave
somenewfactorsthataffectedtheextensionofstrongsolutions.
Keywords:chemotaxis-shallowwatersystem;blowupcriterion;vacuum;strongsolution

收稿日期:2024-08-21. 网络首发日期:2025-04-02.
第一作者简介:辛泽惠(1999—),女,汉族,硕士研究生,从事偏微分方程的研究,E-mail:17860562269@163.com.通信作者

简介:徐夫义(1980—),男,汉族,博士,教授,从事偏微分方程的研究,E-mail:zbxufuyi@163.com.
基金项目:国家自然科学基金(批准号:12326430)和山东省自然科学基金(批准号:ZR2021MA017).
网络首发地址:https://link.cnki.net/urlid/22.1340.O.20250402.1434.005.

1 引言与主要结果

趋化是一种生物现象,它描述了在化学物质驱动下细胞的集体运动或细菌密度的变化,如细胞迁

移、器官形成、癌症病变等.目前,已建立了许多相关的趋化模型[1-3].这种模型的重要意义在于它能

诱导扩散和聚集两种不同的机制,能精确描述一些生物现象,揭示问题的本质.由于细菌或微生物通

常生活在流体中,因此主要研究流体中的趋化现象,即趋化模型和黏性不可压缩流体的耦合系统[4-8].
当考虑不可压缩流体在三维空间中受重力和旋转加速度的影响时,可用非线性浅水波方程模拟,同时

浅水波系统也被认为是二维等熵可压缩带有旋转力的Navier-Stokes方程的重要推广.近年来,该模型

受到广泛关注[9-14].
本文考虑如下二维趋化浅水波系统:

nt+div(nu)=DnΔn-∇·(nχ(c)∇c),
ct+div(cu)=DcΔc-nf(c),
ht+div(hu)=0,
hut+hu·∇u+h2∇n+(1+n)∇h2/2=μΔu+(μ+λ)∇(divu),
(n,c,h,u)(x,0)=(n0,c0,h0,u0)(x

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ),

(1)



其中:未知数n,c,h,u分别表示细菌密度、基质浓度、流体高度和流体速度,n0,c0,h0,u0 为对应的初

值;常数Dn 和Dc 是细胞和底物相应的扩散系数;假设趋化灵敏性χ(c)和细胞对底物的消耗率f(c)
为光滑函数;常数μ和λ分别为剪切黏度系数和体积黏度系数,满足μ≥0,μ+λ≥0.设Ω⊂ℝ2 是细

胞和流体运动相互作用的物理域.受文献[15]实验结果以及流体表面为自由边界事实的驱动,基于两

个合理假设(细胞和基质都停留在流体的表面;与流体的水平尺度相比,流体的垂直加速度可以忽略

不计),文献[16]首次提出了趋化浅水波模型(1),该模型的推导主要基于物理的守恒定律和扩散机

制,与文献[6,17]研究的模型相比,它保留了具有自由界面的三维流体力学的本质特征,在相关问题

刻画上具有很大优势.近年来,趋化浅水模型(1)受到广泛关注[16,18-21].文献[16]首先建立了该模型含

真空大初值意义下强解的局部适定性,并给出了如下爆破准则:

lim
T→췍T∫

T

0
‖D(u)‖L∞dt+sup

0<t<T
‖n‖L( )∞ =∞,

其中D(u)为形变张量,D(u)=12
(∇u+∇ut).该结果表明,模型(1)中影响强解延拓的因素是速度场

的形变张量D(u)和细菌密度n.本文考虑模型(1)中还有哪些因素影响强解的延拓.
为简单,本文取

Dn=Dc=1, χ(c)=1, f(c)=c,
并且对一般的χ和f 本文所得结果可以很容易修改.对于n0≥0,c0≥0,h0≥0,模型(1)的初值还需

满足下列相容条件:

-μΔu0-(μ+λ)∇(divu0)+h20∇n0+12
(1+n0)∇h20= h0g, (2)

其中g∈L2,g≥0.
对于模型(1),本文主要研究以下两种情形.
1)Cauchy问题:Ω=ℝ2,当 x →∞时,有

(n,c,u)(x,t)→ (0,0),  h(x,t)→ ～h, (3)

其中 ～h是一个正数.
2)初边值问题:Ω 是Ω=ℝ2 中边界光滑的有界域,且在(0,T)×∂Ω 上,有

∂n
∂ν
,∂c
∂ν
,æ

è
ç

ö

ø
÷u =(0,0,0), (4)

这里ν是Ω 边界的单位外法向量.
对于1<r<∞,标准齐次和非齐次Sobolev空间为

Lr=Lr(Ω), Dk,r=Dk,r(Ω)={u∈L1loc(Ω)∇ku∈Lr(Ω)}, ‖u‖Dk,r∶=‖∇ku‖Lr,

Wk,r=Wk,r(Ω), Hk=Wk,r, Dk=Dk,2, Dk
0={u∈Dk 式(4)或式(5)成立},

Hk
0=L2 ∩Dk

0, ∫fdx=∫Ω
fdx

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï .

  定理1[16] 假设初值(n0,c0,h0,u0)满足h0 非负,且

n0 ∈H2
0, c0 ∈H3

0, u0 ∈D1
0 ∩D2, h0- ～h∈L2 ∩W1,q (5)

和相容性条件(2)成立,其中q>2.则存在时间T*>0,使得初值问题(1)-(3)和初边值问题(1)-(4)
在[0,T*)内存在唯一强解,且(n,c,h,u)满足

n∈C([0,T*];H2
0), c∈C([0,T*];H3

0),

nt∈L∞(0,T*;L2)∩L2(0,T*;H1), ct∈L∞(0,T*;H1)∩L2(0,T*;H2),

(h- ～h)∈C([0,T*];W1,q), ht∈C([0,T*];Lq),

u∈C([0,T*];D1
0 ∩D2)∩L2(0,T*;D2,q),

ut∈L∞(0,T*;L2)∩L2(0,T*;D1), hut∈L∞(0,T*;L2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï ),

其中当Ω 是ℝ2 中的有界域时,～h恒为0.
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本文的主要结果如下:
定理2 在定理1的条件下,设췍T<+∞是初值问题(1)-(3)和初边值问题(1)-(4)强解(n,c,h,u)

的最大存在时间,则有

lim
T→췍T∫

T

0
‖D(u)‖L∞dt+sup

0<t<T
‖∇c‖L( )∞ =∞. (6)

2 定理2的证明

令(n,c,h,u)是定理1的强解.本文使用反证法证明定理2.假设式(6)非真,则有

lim
T→췍T∫

T

0
‖D(u)‖L∞dt+sup

0<t<T
‖∇c‖L( )∞ ≤M < ∞. (7)

  引理1[10] 若 ～h是一个常数,h(x)和ω(x)是两个满足h-～h∈L2,ω∈D1,h∈L2 的方程,则存

在一些常数C(～h)>0,使得

‖ω‖2L2 ≤C∫hω 2dx+‖～h-h‖2L2‖∇ω‖
2
L( )2 .

  引理2 设(n,c,h,u)是一个强解,若式(7)成立,则存在正常数C,使得

sup
0<t<T

‖h‖L∞ ≤C,  0≤T≤췍T, (8)

这里C表示仅依赖于M,T、区域Ω 和初值的常数,后面类似.
证明:由式(1)中第三式可知,当p≥1时,有

d
dt
(hp)+div(hpu)+(p-1)hpdivu=0.

关于空间变量积分,利用Hölder不等式可得

d
dt∫hpdx≤ (p-1)∫divu·hpdx≤C‖h‖p

Lp‖divu‖L∞,

即

d
dt‖h‖LP ≤p-1

P ‖divu‖L∞‖h‖LP .

联合式(7)和Gronwall不等式可得

sup
0<t<T

‖h‖LP ≤Cp-1
p
,

进一步,取p→∞有

sup
0<t<T

‖h‖L∞ ≤C.

  引理3 设(n,c,h,u)是一个强解,若式(7)成立,则对于0<T<췍T,有

sup
0<t<T

(‖c‖2L2 +‖n‖2L2 +‖h‖2L2 +‖hu‖2L2)+∫
T

0∫(∇n 2+ ∇c 2+ ∇u 2)dxdt≤C.

对所有的p∈[2,∞],有

sup
0<t<T

(‖n‖p
Lp +‖c‖p

Lp)≤C,  0≤T<T*.

  证明:将方程(1)中第二式乘以c,在Ω 上积分并用Hölder不等式,可得

1
2
d
dt∫c 2dx+∫∇c 2dx= -∫div(cu)·udx-∫nc2dx≤

-∫div(cu)·udx≤C‖divu‖L∞‖c‖2L2,

结合Gronwall不等式和式(7)有

sup
0<t<T

‖c‖2L2 +∫
T

0∫∇c 2dxdt≤C. (9)

类似式(9)的推导过程可得

1
2
d
dt∫n 2dx+∫∇n 2dx≤C‖divu‖L∞‖n‖2L2 +C‖n‖L2‖∇c‖L∞‖∇n‖L2 ≤
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C‖divu‖L∞‖n‖2L2 +ε‖∇n‖2L2 +C(ε)‖n‖2L2‖∇c‖
2
L∞,

所以

sup
0<t<T

‖n‖2L2 +∫
T

0∫∇n 2dxdt≤C. (10)

为得到(h,u)的估计,用式(1)中第三式乘以h、式(1)中第四式乘以u,然后分别在Ω 上积分可得

1
2
d
dt∫h 2dx≤C‖divu‖L∞‖h‖2L2, (11)

对式(11)用Gronwall不等式和式(7),有

sup
0<t<T

‖h‖2L2 ≤C. (12)

对u重复同样步骤,并使用Hölder不等式和Young不等式,可得

1
2
d
dt∫hu 2dx+μ∫∇u 2dx+(μ+λ)∫divu 2dx=

1
2∫h2divudx+12∫h2·n·divudx-12∫h2·u·∇ndx≤
C‖divu‖L2‖h‖L2‖h‖L∞ +C‖h‖2L∞‖n‖L2‖divu‖L2 +

C‖∇n‖L2‖ hu‖L2‖h3/2‖L∞ ≤

ε‖∇u‖2L2 +C(ε)‖h‖2L∞(‖h‖
2
L2 +‖h‖2L∞‖n‖

2
L2)+

C‖∇n‖L2‖ hu‖L2‖h3/2‖L∞ .
因此,联合式(7),(8),(10),(12),并利用Gronwall不等式可得

sup
0<t<T

(‖h‖2L2 +‖ hu‖2L2)+∫
T

0∫∇u 2dxdt≤C.

  下面做第二个估计.把式(1)中第一式乘以np-1(其中p∈[2,∞]),在Ω 上积分并使用 Hölder不

等式和Young不等式,有

1
p
d
dt∫npdx+∫(p-1)np-2 ∇n 2dx=-∫div(nu)·np-1dx-∫∇·(n·∇c)np-1dx=

-p-1
p∫divu·npdx+2

(p-1)
p ∫∇c·∇np/2·np/2dx≤

C‖divu‖L∞‖n‖p
Lp +C‖∇c‖L∞‖∇np/2‖L2‖np/2‖L2 ≤

ε‖∇np/2‖2L2 +C(ε)(‖∇c‖2L∞‖n‖
p
Lp +‖divu‖L∞‖n‖p

Lp),
从而

1
p
d
dt‖n‖

p
Lp =ddt‖n‖Lp·‖n‖p-1

Lp ≤C‖n‖p
Lp(‖divu‖L∞ +‖∇c‖2L∞),

即

d
dt‖n‖Lp ≤p-1

p
‖n‖Lp(‖divu‖L∞ +‖∇c‖2L∞).

  进一步,利用Gronwall不等式和式(7),可得

sup
0<t<T

‖n‖Lp ≤Cp-1
p

. (13)

特别地,当p→∞时,由式(13)有

sup
0<t<T

‖n‖L∞ ≤C. (14)

此外,将式(1)中第二式乘以cp-1,并在Ω 上积分有

1
p
d
dt∫cpdx+∫(p-1)cp-2 ∇c 2dx≤C‖c‖p

Lp(‖divu‖L∞ +‖n‖L∞).

类似于式(14)的推导过程,对所有的p∈[2,∞],可得

sup
0<t<T

‖c‖Lp ≤C.
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  引理4 设(n,c,h,u)是一个强解,若式(7)成立,则对于0<T<췍T,有

sup
0<t<T

(‖∇n‖2L2 +‖∇c‖2L2 +‖∇u‖2L2 +‖∇h‖2L2)+

∫
T

0∫(∇2n 2+ ∇2c 2+ ∇2u 2+ nt
2+ ct

2)dxdt≤C.

  证明:首先估计(∇h,∇u).对方程(1)中第三式的每一项作用∇,再将得到的方程乘以2∇h,
然后在Ω 上积分,并使用Hölder不等式和Young不等式可得

d
dt∫∇h 2dx=-∫(∇(∇h 2)·u+2 ∇h 2divu+∇h2·∇divu)dx≤

ε‖∇2u‖2L2 +C(ε)(‖D(u)‖L∞ +‖h‖2L∞). (15)

在式(3)或式(4)的边界条件下,不等式(15)中的‖∇2u‖2L2由椭圆方程标准的L2 理论可得

‖∇2u‖2L2 ≤C‖μΔu+(μ+λ)∇divu‖2L2 +C‖∇u‖2L2 ≤

C∫h-1 μΔu+(μ+λ)∇divu 2dx+C‖∇u‖2L2,

这里‖h‖-1
L∞≥C-1>0.进一步,将式(1)中第四式乘以h-1[μΔu+(μ+λ)∇divu]并在Ω 上积分,

可得

d
dt∫μ

2 ∇u 2+μ+λ
2 divuæ

è
ç

ö

ø
÷

2 dx+∫h-1 μΔu+(μ+λ)∇divu 2dx=

 (2μ+λ)∫u·∇u·∇(divu)dx-μ∫u·∇u·∇×curludx+

 ∫1+n
2 ∇(h2)[μΔu+(μ+λ)∇divu]h-1dx+∫h∇n·(μΔu+(μ+λ)∇divu)dx췍∑

4

i=1
Ji.

  利用Δu=∇divu-∇×curlu,并由u×curlu=12∇
(∇u 2)-u·∇u 和∇×(a×b)=

(b·∇)a-(a·∇)b+(divb)a-(diva)b,以及Hölder不等式和Young不等式,可得

J1 = (2μ+λ)∫u·∇u·∇(divu)dx = (2μ+λ)∫12(divu)3dx+∫∇u∶∇utdivudx ≤

C‖∇u‖2L2‖D(u)‖L∞,

J2 = -μ∫u·∇u·∇×curludx =∫∇×((u·∇)u)·curludx =

1
2∫curlu 2divudx-∫curlu·D(u)·curludx ≤C‖∇u‖2L2‖D(u)‖L∞,

J3 =∫1+n
2 ∇(h2)[μΔu+(μ+λ)∇divu]h-1dx ≤ε‖∇2u‖2L2 +C(ε)‖1+n‖2L∞‖∇h‖

2
L2,

J4 =∫h∇n·(μΔu+(μ+λ)∇divu)dx ≤ε‖∇2u‖2L2 +C(ε)‖h‖2L∞‖∇n‖
2
L2,

联合估计J1~J4,得

d
dt∫μ

2 ∇u 2+μ+λ
2 divuæ

è
ç

ö

ø
÷

2 dx+C‖∇2u‖2L2 ≤

ε‖∇2u‖2L2 +C(ε)‖h‖2L∞‖∇n‖
2
L2 +

C(ε)‖1+n‖2L∞‖∇h‖
2
L2 +C‖∇u‖2L2‖D(u)‖L∞ . (16)

进一步,联合式(15)和式(16)并应用引理3和Gronwall不等式,得

sup
0<t<T

(‖∇u‖2L2 +‖∇h‖2L2)+∫
T

0∫∇2u 2dxdt≤C. (17)

由引理1可得

‖u‖2L2 ≤C∫hu 2dx+‖～h-h‖2L2‖∇u‖
2
L( )2 .

再结合式(17)和插值得
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∫
t

0
‖u‖2L∞dt≤∫

t

0
(‖u‖2L2 +‖∇2u‖2L2dt)≤C.

  下面估计(∇n,∇c).将∇运算作用到式(1)中第二式,并将得到的方程乘以∇c再在Ω 上积分,
得

1
2
d
dt∫∇c 2dx+∫∇2c 2dx=-∫∇(div(cu))·∇cdx-∫∇(nc)·∇cdx췍I1+I2.

利用Hölder不等式、Young不等式和Gagliardo-Nirenberg不等式,有

I1 = -∫∇(div(cu))·∇cdx =∫∇(cu)·∇2cdx ≤

C‖∇2c‖L2(‖∇c‖L2‖u‖L∞ +‖c‖L2‖∇u‖L∞)≤

ε‖∇2c‖2L2 +C(ε)(‖∇c‖2L2‖u‖
2
L∞ +‖c‖2L2‖∇u‖

2
L∞),

I2 = -∫∇(nc)·∇cdx ≤ε‖∇2c‖2L2 +C(ε)‖c‖2L2‖n‖
2
L∞ .

从而

sup
0<t<T

‖∇c‖2L2 +∫
T

0∫∇2c 2dxdt≤C. (18)

对于∇n,按照式(18)的推导方法,只需估计∫∇(∇·(n·∇c))∇ndx 即可.利用 Hölder不等式和

Young不等式,得

∫∇(∇·(n·∇c))∇ndx≤C‖∇2n‖L2‖∇2c‖L2‖n‖L∞ +C‖∇2n‖L2‖∇n‖L2‖∇c‖L∞ ≤

ε‖∇2n‖2L2 +C(ε)(‖∇2c‖2L2‖n‖
2
L∞ +‖∇n‖2L2‖∇c‖

2
L∞).

联合引理3及式(14),(18)可得

sup
0<t<T

‖∇n‖2L2 +∫
T

0∫∇2n 2dxdt≤C.

此外,由式(1)中第一式和第二式,可得

‖nt‖L2 ≤‖div(nu)‖L2 +‖Δn‖L2 +‖∇·(n·∇c)‖L2 ≤
‖u‖L∞‖∇n‖L2 +‖n‖L2‖divu‖L∞ +‖∇2n‖L2 +
‖n‖L∞‖∇2c‖L2 +‖∇n‖L2‖∇c‖L∞,

‖ct‖L2 ≤‖div(cu)‖L2 +‖Δc‖L2 +‖nc‖L2 ≤
‖u‖L∞‖∇c‖L2 +‖c‖L2‖divu‖L∞ +‖∇2c‖L2 +‖n‖L∞‖c‖L2.

上述两个不等式给出了如下估计:

∫
T

0∫(nt
2+ ct

2)dxdt≤C.

  引理5 设(n,c,h,u)是一个强解.若式(7)成立,则对于0<T<췍T,有

sup
0<t<T

(‖∇2n‖2L2 +‖∇2c‖2L2)+∫
T

0
(‖∇n‖2H2 +‖∇c‖2H2 +‖∇nt‖2L2 +‖∇ct‖2L2)dt≤C.

  证明:对方程(1)中第二式进行∂i∂j 运算,将得到的方程乘以∂i∂jc,并在Ω 上积分得

1
2
d
dt∫∇2c 2dx+C‖∇c‖2H2 =∫[-∇2(div(cu))-∇2(nc)]∇2cdx췍K1+K2.

利用Hölder不等式、Young不等式和Gagliardo-Nirenberg不等式,可得

K1 = -∫∇2(div(cu))·∇2cdx =∫∇(div(cu))·∇3cdx ≤

ε‖∇c‖2H2 +C(ε)‖∇2c‖2L2(‖∇c‖
2
L2 +‖u‖2L∞ +‖∇2u‖2L2)+

C(ε)‖∇2u‖2L2(‖c‖
2
L2 +‖∇u‖2L2),

K2 = -∫∇2(nc)·∇2cdx =∫∇(nc)·∇3cdx ≤
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ε‖∇c‖2H2 +C(ε)(‖∇2n‖2L2‖c‖
2
L2 +‖n‖2L∞‖∇c‖

2
L2).

利用引理3和Gronwall不等式可推出

sup
0<t<T

‖∇2c‖2L2 +∫
T

0
‖∇c‖2H2dt≤C.

对方程(1)中第一式同理可得

sup
0<t<T

‖∇2n‖2L2 +∫
T

0
‖∇n‖2H2dt≤C.

  最后,先将∇作用方程(1)中第一式,再将得到的方程乘以∇nt,在Ω 上积分.利用 Hölder不等

式、Young不等式和Gagliardo-Nirenberg不等式,有

1
2
d
dt∫Δn 2dx+∫∇nt

2dx≤ε‖∇nt‖2L2 +C(ε)‖∇2n‖2L2(‖u‖
2
L∞ +‖∇c‖2L∞)+

C(ε)‖∇n‖L2(‖∇n‖L2‖∇u‖2L∞ +‖∇2n‖L2‖∇2c‖2L2‖∇c‖H2)+

C(ε)‖n‖2L∞(‖∇2u‖
2
L2 +‖∇c‖2H2).

从而利用Gronwall不等式可得∫
T

0
‖∇nt‖2L2dt≤C.同理可得∫

T

0
‖∇ct‖2L2dt≤C.

引理6 设(n,c,h,u)是一个强解.若式(7)成立,则对于0<T<췍T 和q>2,有

sup
0<t<T

(‖ hut‖2L2 +‖∇2u‖2L2 +‖∇h‖2Lq)+∫
T

0
(‖∇ut‖2L2 +‖∇2u‖2Lq)dt≤C.

  证明:先对方程(1)中第四式关于t求导,将得到的方程乘以ut,再在Ω 上积分,可得

1
2
d
dt∫hut

2dx+∫(μ ∇ut
2+(μ+λ)divut

2)dx=-∫h(ut·∇u)·utdx-

∫hu·∇((u·∇u)ut)dx-∫(h2)t∇n·utdx-∫h2(∇nt)·utdx-

∫12nt(∇h2)·utdx-∫1+n
2
(∇(h2))t·utdx췍∑

6

i=1
Li.

  下面分别估计Li(i=1,2,…,6).利用Hölder不等式、Young不等式和Gagliardo-Nirenberg不等

式,可得

L1 = -∫h(ut·∇u)·utdx ≤C‖hut‖2L2‖∇u‖L∞,

L2 = -∫hu·∇((u·∇u)ut)dx ≤C‖hut‖L2‖u‖L∞‖ ∇u 2‖L2 +

C‖hut‖L2‖u‖2L∞‖∇2u‖L2 +C‖h‖L∞‖u‖2L∞‖∇u‖L2‖∇ut‖L2 ≤

ε‖∇ut‖2L2 +C‖hut‖2L2‖∇2u‖
2
L2 +

C(ε)‖u‖2L∞(‖u‖
2
L∞ +‖∇u‖2L2 +‖h‖2L∞‖u‖

2
L∞‖∇u‖

2
L2),

L3 = -∫(h2)t∇n·utdx ≤C‖h3/2‖L∞‖divu‖L2‖hut‖L2‖∇n‖L∞ +

C‖hut‖L2‖u‖L∞‖∇h‖L2‖∇n‖L∞ ≤

C‖hut‖2L2‖∇n‖
2
H2 +C‖h3/2‖2L∞‖∇u‖

2
L2 +C‖u‖2L∞‖∇h‖

2
L2,

L4 = -∫h2(∇nt)·utdx ≤C‖hut‖L2‖h3/2‖L∞‖∇nt‖L2 ≤

ε‖∇ut‖2L2 +C‖hut‖2L2‖h3
/2‖2L∞,

L5 = -∫12nt(∇h2)·utdx =∫12∇nt·h2·utdx+∫12nt·h2·∇utdx ≤

C‖∇nt‖L2‖h3/2‖L∞‖hut‖L2 +C‖nt‖L2‖h‖2L∞‖∇ut‖L2 ≤

ε‖∇ut‖2L2 +C(ε)‖nt‖2L2‖h‖
4
L∞ +C‖hut‖2L2 +C‖∇nt‖2L2‖h3

/2‖2L∞,
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L6 = -∫1+n
2

(∇(h2))t·utdx =∫∇n(h2)t·utdx+∫1+n
2
(h2)t·∇utdx =

2∫∇n·ht·h·utdx+∫(1+n)ht·h·∇utdx ≤

C‖∇n‖L∞‖h3/2‖L∞‖divu‖L2‖hut‖L2 +C‖∇n‖L∞‖∇h‖L2‖u‖L∞‖hut‖L2 +

C‖1+n‖L∞‖h‖2L∞‖divu‖L2‖∇ut‖L2 +

C‖1+n‖L∞‖h‖L∞‖∇h‖L2‖u‖L∞‖∇ut‖L2 ≤

ε‖∇ut‖2L2 +C‖hut‖2L2‖∇n‖
2
H2 +

C‖∇h‖2L2(‖u‖
2
L∞ +‖u‖2L∞‖n‖

2
L∞‖h‖

2
L∞)+

C‖∇u‖2L2(‖h3
/2‖2L∞ +‖h‖4L∞‖1+n‖2L∞).

  联合Li(i=1,2,…,6)及Gronwall不等式,可推出

sup
0<t<T

‖ hut‖2L2 +∫
T

0
‖∇ut‖2L2dt≤C. (19)

此外,利用椭圆方程正则性理论和Hölder不等式,可得

‖∇2u‖L2 ≤C(‖hut‖L2 +‖hu·∇u‖L2 +‖h∇(hn)‖L2 +‖∇h2‖L2)≤

C(‖ hut‖L2 +‖h‖L∞‖u‖L∞‖∇u‖L2 +‖h‖2L∞‖∇n‖L2 +

‖∇h‖L2‖h‖L∞‖n‖L∞ +‖∇h‖L2‖h‖L∞),
联合引理4可得

sup
0<t<T

‖∇2u‖L2 ≤C, (20)

联合式(20)与估计sup
0<t<T

‖u‖L2≤C可得 sup
0<t<T

‖u‖L∞≤C.

因此,利用Hölder不等式、Gagliardo-Nirenberg不等式以及引理1~引理5和式(19),(20),对于

任意的q>2,可推出

‖∇2u‖Lq ≤C(‖h‖L∞‖ut‖Lq +‖hu·∇u‖Lq +‖h∇(hn)‖Lq +‖∇h2‖Lq)≤

C‖ut‖2
/q

L2‖∇ut‖
(q-3)/q
L2 +C‖h‖L∞‖u‖L∞‖∇u‖Lq +C‖h‖2L∞‖∇n‖Lq +

C‖∇h‖Lq‖h‖L∞‖n‖L∞ +C‖∇h‖Lq‖h‖L∞ ≤

C‖ut‖2
/q

L2‖∇ut‖
(q-3)/q
L2 +C‖h‖L∞‖u‖L∞‖∇u‖2

/q
L2‖∇2u‖

(q-3)/q
L2 +

C‖h‖2L∞‖∇n‖
2/q
L2‖∇2n‖

(q-3)/q
L2 +

C‖∇h‖Lq‖h‖L∞‖n‖L∞ +C‖∇h‖Lq‖h‖L∞ ≤
C(‖∇ut‖L2‖∇h‖Lq +1). (21)

  对方程(1)中第三式进行∇运算,将得到的方程再乘以q ∇h q-1,可得

((∇h)q)t+div(∇h q·u)+(q-1)∇h qdivu+
q ∇h q-2(∇h)t·D(u)·(∇h)+qh ∇h q-2·∇h·∇divu=0,

在Ω 上积分并利用Hölder不等式得

d
dt∫∇h qdx≤C‖∇h‖q

Lq‖divu‖L∞ +C‖h‖L∞‖∇h‖q-1
Lq ‖∇2u‖Lq,

即

d
dt‖∇h‖Lq ≤C‖∇h‖Lq‖D(u)‖L∞ +C‖h‖L∞‖∇2u‖Lq.

联合式(7),(8),(21),利用Gronwall不等式可推出sup
0<t<T

‖∇h‖Lq≤C.

最后通过反证法构造矛盾,假设式(6)不真,即式(7)成立.基于引理2~引理6,可推出强解

(n,c,h,u)能延拓t≥췍T .事实上,基于定理1,利用引理2~引理6中的先验估计,有

(n,c,h,u)t=췍T=lim
t→췍T
(n,c,h,u)

707 第3期       辛泽惠,等:含真空的二维趋化浅水波模型强解的爆破准则    



满足t=췍T 时刻的初始条件(5).此外在g t=췍T∈L2 中,有

-μΔu-(μ+λ)∇divu+h2∇n+12
(1+n)∇h2 t=췍T=lim

t→췍T
(hut+hu·∇u)= hg t=췍T,

因此(n,c,h,u)t=췍T也满足相容性条件(2).故可取(n,c,h,u)t=췍T作为初值,且将局部强解(n,c,h,u)
延拓到췍T 之外.这与췍T 的定义矛盾.从而完成定理2的证明.
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