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一类具有非局部项的浮游生物
模型的动力学性质分析

刘曼怡,魏 新,赵建涛
(黑龙江大学 数学科学学院,哈尔滨150080)

摘要:利用微分方程稳定性和分支理论,研究一类具有非局部竞争的浮游生物的反应扩散模

型的动力学性质.首先,给出正常数平衡解的存在条件和稳定性条件;其次,给出正常数平

衡解处Hopf分支和稳态分支发生的条件,并计算分支性质;最后,通过数值模拟对理论分

析结果进行解释.
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Abstract:Byusingthestabilityandbifurcationtheoryofdifferentialequation,westudiedthedynamic
propertiesofaclassofreaction-diffusionmodelsforplanktonwithanon-localcompetition.Firstly,

wegavetheconditionsfortheexistenceandstabilityofpositiveconstantequilibriumsolutions.
Secondly,wegavetheconditionsfortheoccurrenceofHopfbifurcationandsteady-statebifurcationat
thepositiveconstantequilibriumsolution,andcalculatedthepropertiesofthesebifurcations.Finally,

weexplainedthetheoreticalanalysisresultsthroughnumericalsimulation.
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0 引 言

随着经济的快速发展及人口的日益增多,环境污染越来越严重,导致有害浮游生物大量繁殖[1].
有害藻华物种可污染海产品或杀死鱼类,其在达到高浓度后会导致海洋生物缺氧和死亡,对人类

健康、渔业、海岸旅游、生态系统和环境造成不利影响.当一种有害的浮游植物爆发时,释放的所有毒

素累积效应可能会影响其他生物,甚至导致大量死亡.因此,在该领域进行数学建模非常必要,通过

理论研究解决实际问题.Buskey等[2]在实地研究中证明,在美国德克萨斯州南部海岸的嗜食金黄色葡

萄球菌繁殖期间,微型和中型浮游动物的数量减少,表明有毒物质对浮游动物种群的生长有重要作

用,对浮游植物-浮游动物的相互作用有较大影响.Chattopadhayay等[3]建立了一个浮游植物释放毒素



的浮游生物常微分方程模型,其形式如下:

du
dt=ru1-uæ

è
ç

ö

ø
÷

K -αf(u)v,

dv
dt=βf(u)v-μv-θg(u)v

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

(1)

其中u和v 分别表示浮游植物和浮游动物的种群密度,r是浮游植物的内禀增长率,α是浮游动物对浮

游植物的捕食率,β是浮游动物生长所消耗生物量的比例,μ是浮游动物的死亡率,θ是浮游植物产生

毒素的速率,K 是环境容纳量,f(u)表示捕食反应函数,g(u)表示毒素释放函数.
在湖泊或海洋中,浮游生物可能会因为许多原因而移动,如水流和湍流扩散.因此,在现实生态

模型中,应考虑扩散因素的影响,在模型(1)的基础上引入空间扩散形式如下:

ut=d1Δu+ru1-uæ

è
ç

ö

ø
÷

K -αf(u)v, x∈Ω,t>0,

vt=d2Δv+bf(u)v-μv-θg(u)v,x∈Ω,t>0

ì

î

í
ïï

ïï ,
(2)

其中Ω 是ℝm(m≥1)中具有光滑边界∂Ω 的有界区域,x=(x1,x2,…,xm)∈Ω,u(x,t),v(x,t)分别表

示t时刻空间x 处浮游植物和浮游动物的种群密度,d1,d2>0是扩散系数,Δ=∑
m

i=1

∂2
∂x2i

是Laplace

算子.
本文考虑到当前位置上浮游植物的增长受整个空间上浮游植物的影响,这种非局部效应出现在各

种反应扩散模型中.例如,在细菌菌落的标量模型中,用一个积分形式表述资源的非局部竞争或非局

部拥挤效应[4-8];在捕食者-食饵模型中考虑食饵种群中存在非局部拥挤的效应[9-10];文献[11]提出了

另一个具有非局部效应的反应扩散模型,其中积分项表示反馈回路中细胞质分子的总量.本文在

模型(2)的基础上,通过在浮游植物种群中引入非局部项,建立如下具有齐次Neumann边界条件下的

系统:

ut=d1Δu+ru1-uæ

è
ç

ö

ø
÷

K -αf(u)v, x∈Ω,t>0,

vt=d2Δv+bf(u)v-μv-θg(u)v, x∈Ω,t>0,

∂νu(x,t)=0, ∂νv(x,t)=0, x∈∂Ω,t>0,

u(x,0)=u0(x)≥0, v(x,0)=v0(x)≥0,x∈Ω

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï ,

(3)

其中u= 1
Ω∫Ω

u(x,t)dx是u 的空间平均值,Ω 是一个有界的空间域,而 Ω 是Ω 的Lebesgue测度.

这是一种特殊形式的积分平均,用u=∫Ω
K(x,y)u(y,t)dy表示非局部资源消耗,其中K(x,y)是核函

数,在最简单的情况下,取核函数(称为空间平均)K(x,y)= 1
Ω .∂νϕ(x,t)表示ϕ关于x 的外法向

导数.
自然界中时空模式的形成是近年来该领域的研究热点.Turing[12]研究表明,化学物质的随机运动

可以破坏系统的稳定,并导致化学物质在空间上的不均匀分布.在化学[13-14]、发育生物学[15-17]和生态

学[18-20]中都发现了不同类型的Turing时空模式.Turing的扩散驱动不稳定性是这些自然斑图形成现

象的主要机制[21-22].与扩散导致斑图的形成不同,本文探讨密度函数的空间平均对反应扩散系统动力

学的影响,特别是对时空模式形成的影响,讨论非局部项是否会导致系统产生空间非齐次稳态或空间

非齐次时间周期模式.将Neumann边值问题对应的实值Sobolev空间记为

X∶={(u,v)∈W2,2(Ω)×W2,2(Ω)∂νu=∂νv=0,x∈∂Ω},
用Y=Lp(Ω)表示Ω 内实值Lp 空间,其中p>1.此外,特征值问题

Δφ+λφ=0,x∈Ω,

∂νφ=0, x∈∂{ Ω
(4)

有无限多个特征值,满足
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0=λ0 <λ1 ≤λ2 ≤ … ≤λi≤λi+1 ≤ … <+∞.

  本文取f(u)= u
γ+u

,g(u)=u,空间Ω=(0,lπ),l>0.此时特征值问题(4)的特征值为

λi=i2
l2
,  i∈ ℕ={0,1,2,…},

λi 对应的特征函数为

φi(x)= cos(ix/l)
‖cos(ix/l)‖2,2

.

二维和三维空间情形可类似研究.具有非局部的有毒浮游生物模型(3)可写为

ut=d1uxx +ru1- 1
Klπ∫

lπ

0
u(x,t)dæ

è
ç

ö

ø
÷x - αuv

γ+u
, x∈ (0,lπ),t>0,

vt=d2vxx + βuv
γ+u-μv-θuv, x∈ (0,lπ),t>0,

ux(0,t)=ux(lπ,t)=0, vx(0,t)=vx(lπ,t)=0,t>0,

u(x,0)=u0(x)≥0, v(x,0)=v0(x)≥0, x∈ [0,lπ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï ],

(5)

模型中所有参数α,β,γ,μ,θ,d1,d2 均为正.

1 平衡解的稳定性和分支分析

系统(5)总存在非负平衡解E0(0,0),E1(K,0),此外还可能存在正平衡解E±
*(u±

*,v±
*),其中

u±
* =β-μ-θγ± (β-μ-θγ)2-4θμγ

2θ
,  v±

* =r
α
(γ+u±

*)1-u±
*æ

è
ç

ö

ø
÷

K .

u±
*>0当且仅当β-μ-θγ>0且(β-μ-θγ)2-4θμγ≥0,其等价于

β≥θγ+μ+2 θγμ.
v±
*>0当且仅当u±

*<K,其等价于

± (β-μ-θγ)2-4θμγ <μ+θγ+2θK -β.
如果μ+θγ+2θK-β>0,则- (β-μ-θγ)2-4θμγ<μ+θγ+2θK-β一定成立,从而v-

*>0;此时

v+
* >0⇔ (β-μ-θγ)2-4θμγ <μ+θγ+2θK -β⇔β<θγ+μ+Kθ+μγ

K .

如果μ+θγ+2θK-β≥0,则 (β-μ-θγ)2-4θμγ<μ+θγ+2θK-β不成立,从而v+
*不是正的;此时

v-
* >0⇔- (β-μ-θγ)2-4θμγ <μ+θγ+2θK -β≤0⇔β>θγ+μ+Kθ+μγ

K .

  假设条件:

(H1)θγ+μ+2 θγμ≤β<minθγ+μ+θK+μ
γ
K
,θγ+μ+2θ{ }K ;

(H2)β≥max{θγ+μ+2 θγμ,θγ+μ+2θK}且β>θγ+μ+θK+μ
γ
K
;

(H3)K-γ-2u*<0且βγ-θ(γ+u*)2>0.
综上分析可知,在条件(H1)成立的情形下,系统(5)有两个正常数平衡解 E±

* (u±
*,v±

*);在

条件(H2)成立的情形下,系统(5)有一个正常数平衡解E-
*(u-

*,v-
*);其余情形下,系统(5)无正常数

平衡解.在条件(H1)或(H2)成立的情形下,为方便,记正平衡点E*(u*,v*),系统(5)在E*(u*,v*)
处线性化系统为

ut

v
æ

è
ç

ö

ø
÷

t
=D

uxx

v
æ

è
ç

ö

ø
÷

xx
+JU

æ

è
ç

ö

ø
÷

u
v

+J췍U
æ

è
ç

ö

ø
÷

u
v
, (6)

其中

D=
d1 0
0 d

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

, JU =
cu cv

hu h
æ

è
ç

ö

ø
÷

v

, J췍U =
cu cv

hu h
æ

è
ç

ö

ø
÷

v

, (7)
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cu =ru*(K-u*)
K(γ+u*) >

0, cv=- αu*

γ+u*
<0, hu =r(K-u*)[βγ-θ(γ+u*)2]

αK(γ+u*)
,

hv=0, cu =-ru*

K
, cv=hu =hv=0.

(8)

  当条件(H3)成立时,tr(JU+J췍U)<0,det(JU+J췍U)>0,且JU 满足tr(JU)>0和det(JU)>0.

注1 当K≤γ且β>
θ
γ
(γ+K)2 时,可保证条件(H3)成立.

考虑系统(6)解为如下形式(u,v)=(ai,bi)eρt+iλix,其中i为虚数单位.将上述形式解代入系统(6)
可得其特征方程为

ρ2-Tiρ+Di=0,  i∈ ℕ, (9)
其中

T0=ru*(K-γ-2u*)
K(γ+u*)

,  D0=ru*(K-u*)[βγ-θ(γ+u*)2]
K(γ+u*)2

.

当i∈ℕ\{0}时,

Ti=ru*(K-u*)
K(γ+u*) -(d1+d2)iæ

è
ç

ö

ø
÷

l
2
, (10)

Di=d1d2 iæ
è
ç

ö

ø
÷

l
4

-d2ru*(K-u*)
K(γ+u*)

iæ
è
ç

ö

ø
÷

l
2

+ru*(K-u*)[βγ-θ(γ+u*)2]
K(γ+u*)2

. (11)

  注2 在条件(H3)成立的情形下,系统(5)对应的局部系统在 E* (u*,v*)处的特征方程

ρ2-Tiρ+Di=0,i∈ℕ,其中

Ti=ru*(K-γ-2u*)
K(γ+u*) -(d1+d2)iæ

è
ç

ö

ø
÷

l
2

<0.

因此,此时不会发生Hopf分支.
根据式(10)可知,对任意的i∈ℕ\{0},Ti=0的充要条件是

d2=d(i)
2H(d1)∶=ru*(K-u*)

K(γ+u*)
læ

è
ç

ö

ø
÷

i
2

-d1. (12)

同理,根据式(11),Di=0的充要条件是

d2=d(i)
2T(d1)∶= ru*(K-u*)[βγ-θ(γ+u*)2]

ru*(K-u*)(γ+u*)-d1K(γ+u*)2 iæ
è
ç

ö

ø
÷

l
é

ë
êê

ù

û
úú

2 iæ
è
ç

ö

ø
÷

l
2. (13)

  对任意的i∈ℕ\{0},关于Ti 和Di 有如下结论.
引理1 当d2>d(1)

2H 时,对任意的i∈ℕ\{0},Ti<0.
证明:记d(1)

2H=d(1)
2H(d1),根据式(12)显然有d(1)

2H (d1)=max
i∈ℕ

{d(i)
2H(d1)}.对Ti 关于d2 求导得

T′i=-i
2

l2<0
,可知Ti 关于d2 单调递减,故当d2>d(1)

2H 时,对任意的i∈ℕ\{0},Ti<0.证毕.

引理2 对Di 有如下结论:

1)若d1 和l满足d1≥cul2,则对∀i∈ℕ\{0},均有Di>0;

2)若d1 和l满足d1<cul2,定义i*= l cu

d
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

1
≥1,这里[·]表示取整函数,则当d2<d*

2T时,对

∀i∈ℕ\{0},均有Di>0,其中

d*
2T = min

i∈{1,2,…,i*}
{d(i)
2T(d1)}. (14)

  证明:1)根据式(11),可得Di>0当且仅当d1 iæ
è
ç

ö

ø
÷

l
2

-cu>
hucv

d2

læ
è
ç

ö

ø
÷

i
2
,根据式(8),有hucv<0.若

d1≥cul2≥0,则对∀i∈ℕ\{0},均有d1 iæ
è
ç

ö

ø
÷

l
2

-cu≥0,结论1)得证.

2)若d1<cul2,令d1 iæ
è
ç

ö

ø
÷

l
2

-cu=0,解得i*= l cu

d
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

1
≥1.由于d1 iæ

è
ç

ö

ø
÷

l
2

-cu 关于i单调递增.
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当i>i*时,有d1 iæ
è
ç

ö

ø
÷

l
2

-cu>0,根据1)得Di>0;当1≤i≤i*时,则有d1 iæ
è
ç

ö

ø
÷

l
2

-cu≤0,由于Di 关于

d2 单调递减,因此当d2<d(i)
2T 时,有Di>0.综上,可知当d2<d*

2T时,对∀i∈ℕ\{0},均有Di>0.
证毕.

结合引理1和引理2可得系统(5)的正常数稳态解(u*,v*)的稳定性情况如下.
定理1 假设条件(H1)(或(H2))和(H3)成立,d(i)

2H,d*
2T分别由式(12)和式(14)定义.

1)如果d1≥cul2,则当d2>max{d(1)
2H,0}时,系统(5)的正常数稳态解(u*,v*)是渐近稳定的;

2)如果d1<cul2,则当d2>d*
2T或d2<d(1)

2H 时,系统(5)的正常数稳态解(u*,v*)是不稳定的;当

max{d(1)
2H,0}<d2<d*

2T时,系统(5)的正常数稳态解(u*,v*)是渐近稳定的.
证明:当(H3)成立时,可知T0<0,D0>0.当条件1)成立时,由引理1和引理2可知,Ti<0,

Di>0,∀i∈ℕ\{0}.此时特征方程(9)所有根都具负实部,从而知系统(5)的正常数稳态解(u*,v*)
是渐近稳定的.

如果d1<cul2,则当d2>d*
2T时,存在i∈ℕ\{0},满足Di<0,此时特征方程(9)存在正根.如果

d2<d(1)
2H,则存在j∈ℕ\{0},满足Tj>0,此时特征方程(9)存在具正实部的根.所以上述两种情形

下,系统(5)的正常数稳态解(u*,v*)都是不稳定的.而当 max{d(1)
2H,0}<d2<d*

2T时,Ti<0,Di>0,

∀i∈ℕ\{0}.此时特征方程(9)所有根都具负实部,系统(5)的正常数稳态解(u*,v*)是渐近稳定的.
证毕.

下面讨论可能发生分支的情况.当d1<cul2 时,由式(12)和式(13)及解d(i)
2T(d1)-d(i)

2H(d1)=0,
可得

d1=d1i∶=ru*(K-u*)- rKu*(K-u*)[βγ-θ(γ+u*)2]
K(γ+u*)

læ
è
ç

ö

ø
÷

i
2

. (15)

根据文献[23]中确定 Hopf分支值的方法,特征方程(9)存在唯一一对纯虚根±iω,等价于存在唯

一i∈ℕ,使得Ti=0,Di>0,且Tj≠0,Dj≠0,j≠i.
根据上述条件可得以下结论:
定理2 假设条件(H1)(或(H2))和(H3)成立,d(i)

2H(d1)和d1i分别由式(12)和式(15)定义.若对固

定的i∈ℕ\{0},下列条件之一成立:

1)d1≥cul2;

2)d1<cul2 且d1>d1i.
则当d2=d(i)

2H(d1)时,系统(5)在(u*,v*)处经历 Hopf分支,并且在d(i)
2H(d1)附近分支周期解是空间

非齐次的.
证明:当d2=d(i)

2H(d1)时,有Ti=0.当d1≥cul2 时,由引理2可得Di>0.当d1<cul2 且d1>d1i
时,对d(i)

2T(d1)-d(i)
2H(d1)关于d1 求导,得

(d(i)
2T(d1)-d(i)

2H(d1))′= ru*K(K-u*)[βγ-θ(γ+u*)2](γ+u*)2

ru*(K-u*)(γ+u*)-d1K(γ+u*)2 iæ
è
ç

ö

ø
÷

l
é

ë
êê

ù

û
úú

2 2+1.

根据条件(H1)和(H3),有(d(i)
2T(d1)-d(i)

2H(d1))′>0,即d(i)
2T(d1)-d(i)

2H(d1)是关于d1 单调递增的,则

当d1<cul2 且d1>d1i时,d(i)
2T(d1)-d(i)

2H(d1)>0,即d2<d(i)
2T,由引理2的证明可得Di>0,此时特征

方程有一对纯虚根±i Di.注意到 lim
d2→d

(i)
2H(d1)

Ti=0, lim
d2→d

(i)
2H(d1)

Di>0,且Ti,Di 关于d2 连续,可知存在

δ>0,使得当d2∈(d(i)
2H(d1)-δ,d(i)

2H(d1)+δ)时,T2
i-4Di<0,特征方程根为ρ=

Ti

2±
4Di-T2

i

2 i,

从而

dRe(ρ)
dd2 d2=d(i)2H(d1)=

1
2
dTi

dd2 d2=d(i)2H(d1)=-i2
2l2 <0

,

所以d2=d(i)
2H(d1)是Hopf分支值,且分支周期解是空间非齐次的.证毕.
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特征方程(9)有且只有一个零根,等价于存在唯一i∈ℕ,使得如下假设条件成立:
(H4)Ti≠0,Di=0且Tj≠0,Dj≠0,j≠i.
关于稳态分支有如下结论.
定理3 假设条件(H1)(或(H2))和(H3)成立,d1<cul2,d(i)

2T(d1)和d1i分别由式(13)和式(15)
定义.则当d1≠d1i时,系统(5)在d2=d(i)

2T(d1)时经历稳态分支.
证明:若d1≠d1i,则当d2=d(i)

2T(d1)时,有Ti≠0,Di=0且Tj≠0,Dj≠0,j≠i.根据文献[23]

中定理3.2,证明稳态解分支存在还需保证稳态分支的横截条件成立,即dDi

dd2≠0.
注意到d1<cul2,通

过计算可得

dDi

dd2 d2=d(i)2T(d1)=
iæ

è
ç

ö

ø
÷

l
2

d1 iæ
è
ç

ö

ø
÷

l
2

-cæ

è
ç

ö

ø
÷u ≠0.

因此横截条件成立,当d2=d(i)
2T(d1)时系统(5)发生稳态分支.证毕.

下面讨论系统(5)由稳态分支产生的非常数解的性质.
定理4 假设条件(H1)(或(H2))和(H3)成立,且d1<cul2,d1≠d1i.
1)系统(5)在{d(i)

2T,u*,v*}处分支出一组非常数稳态解Γi 具有以下形式:

Γi={(d2(s),u(s,x),v(s,x)):-η<s<η}, (16)
其中

u(s,x)=u* +s췍hcosixæ

è
ç

ö

ø
÷

l +sg1(s,x),  v(s,x)=v* +scosixæ

è
ç

ö

ø
÷

l +sg2(s,x),

且d2(s),gj(s,x)为s∈(-η,η)上定义的光滑函数,使得d2(0)=d(i)
2T,gj(0,x)=0(j=1,2),其中

췍h= -cv

cu-d1(i2/l2).

2)d(i)′
2T =0,若d(i)″

2T ≠0,则稳态分支总是干草叉型分支.当d(i)″
2T >0时,稳态分支是超临界型的;

当d(i)″
2T <0时,稳态分支是亚临界分支.
证明:利用文献[24]中定理1.7和文献[25]中定理2.3证明结论.下面证明过程中u=u(x),

v=v(x)为系统(5)的稳态解.定义非线性映射H:ℝ+×X→Y2 为

H(d2,u,v)=
d1uxx +ru1- 1

Klπ∫
lπ

0
udæ

è
ç

ö

ø
÷x - αuv

γ+u

d2vxx + βuv
γ+u-μv-θ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷uv
. (17)

显然H(d2,u*,v*)=0,计算可得

H(u,v)(d(i)
2T,u*,v*)[φ,ψ]=

d1φxx -ru*

Klπ∫
lπ

0
φdx+cuφ+cvψ

d(i)
2Tψxx +hu

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

φ
∶=췍L[φ,ψ], (18)

这里H(u,v)为H 关于(u,v)的Fréchet导算子.下面分四步证明.

1)首先确定췍L 的核空间N(췍L).如果(φ,ψ)∈N(췍L),记φ=∑
∞

j=0
ajφj,ψ=∑

∞

j=0
bjφj,则

∑
∞

j=0
-d1aj

j2
l2 +cuaj+cvbæ

è
ç

ö

ø
÷j φj=0,

∑
∞

j=0
-d(i)

2Tbj
j2
l2 +ajhæ

è
ç

ö

ø
÷u φj=0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

注意到式(13)等价于d(i)
2T=

cvhu

d1(i/l)4-cu(i/l)2
,可得

aj=bj=0(j≠i),  aj=췍hbj(j=i).

可知核空间N(췍L)=span{～q=(췍h,1)φi},又因为i2
l2

为单特征根,因此dimN(췍L)=1.
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2)讨论췍L的值域空间R(췍L):

R(췍L)={(f1,f2)∈Y2:<y,(f1,f2)>=0},
其中y满足L*y=0,L*为L形式伴随算子.计算可得

<y,(f1,f2)>=∫
lπ

0

hu

cv

췍hf1+fæ

è
ç

ö

ø
÷2 φidx,

因此codimR(췍L)=1.
3)证明Hd2(u,v)

(d(i)
2T,u*,v*)[～q]∉R(췍L).根据式(4)和式(17)可得

Hd2(u,v)
(d(i)
2T,u*,v*)[～q]=Δ～q=(췍h,1)TΔφi=-(췍h,1)Tλiφi, (19)

当d1≠d1i,即hucv+cu-d1i
2

l
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

2

≠0时,有

<y,-(췍h,1)λiφi>=-∫
lπ

0

hu췍h2

cv
+æ

è
ç

ö

ø
÷1λiφ2

idx=-∫
lπ

0

hu췍h2+cv

c
æ

è
ç

ö

ø
÷

v
λiφ2

idx≠0. (20)

因此Hd2(u,v)
(d(i)
2T,u*,v*)[～q]∉R(췍L).

由文献[24]中式(18)可知,方程确定的隐函数形式为x=αx0+αψ(α),这里 N(Fx(0,0))=
span{x0}和ψ(0)=0对应上述证明中的N(췍L)=span{～q}和gj(0,x)=0(j=1,2).从而可得

u(s,x)=u* +s췍hcosixæ

è
ç

ö

ø
÷

l +sg1(s,x),

v(s,x)=v* +scosixæ

è
ç

ö

ø
÷

l +sg2(s,x),

结论1)得证.
4)讨论分支的方向和分支解的稳定性.下面计算d(i)′

2T .根据文献[25]中式(4.5)的计算形式,可得

d(i)′
2T 的计算形式如下:

d(i)′
2T =-

<y,H(u,v)(u,v)(d(i)
2T,u*,v*)[～q,～q]>

2<y,Hd2(u,v)
(d(i)
2T,u*,v*)[～q]>

. (21)

由式(18)和式(20),有

<y,Hd2(u,v)
(d(i)
2T,u*,v*)[～q]>=-∫

lπ

0

hu췍h2+cv

c
æ

è
ç

ö

ø
÷

v
λiφ2

idx=-lπ
2λi

hu췍h2+cv

c
æ

è
ç

ö

ø
÷

v
, (22)

根据式(18)可得

H(u,v)(d(i)
2T,u*,v*)[～q]=

d1 ∂
2

∂x2+cu cv

hu d2
∂2
∂x2+h

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷v

췍hæ
è
ç

ö

ø
÷
1φi=

d1췍h∂
2

∂x2+췍hcu +cv

d2 ∂
2

∂x2+췍hhu +h

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷v

φi,

H(u,v)(u,v)(d(i)
2T,u*,v*)[～q,～q]=

췍hcuu +cuv 췍hcuv +cvv

췍hhuu +huv 췍hhuv +h
æ

è
ç

ö

ø
÷

vv

췍hæ
è
ç

ö

ø
÷
1φ2i =

췍h2cuu +2췍hcuv +cvv

췍h2huu +2췍hhuv +h
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

vv
φ2

i =

2αγv*췍h2
(γ+u*)3- 2αγ췍h

(γ+u*)2

-2βγv*췍h2
(γ+u*)3+ 2βγ췍h

(γ+u*)2-2θ췍

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷h
φ2

i,

结合y的定义,可得

<y,H(u,v)(u,v)(d(i)
2T,u*,v*)[～q,～q]>=

    ∫
lπ

0

hu

cv

췍h 2αγv*췍h2
(γ+u*)3- 2αγ췍h

(γ+u*)
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 -2βγv*췍h2
(γ+u*)3+ 2βγ췍h

(γ+u*)2-2θ췍æ

è
ç

ö

ø
÷h φ2

iφidx=

    hu

cv

췍h 2αγv*췍h2
(γ+u*)3- 2αγ췍h

(γ+u*)
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 -2βγv*췍h2
(γ+u*)3+ 2βγ췍h

(γ+u*)2-2θ췍æ

è
ç

ö

ø
÷h∫

lπ

0
φ3idx. (23)

由于∫
lπ

0
φ3idx=∫

lπ

0
cos3ixæ

è
ç

ö

ø
÷

l dx=0,因此d(i)′
2T =0,分支是干草叉型,为判断分支的方向,还需计算d(i)″

2T .
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根据文献[25]中式(4.6)的计算形式,可得d(i)″
2T 有如下形式:

d(i)″
2T =-

<y,H(u,v)(u,v)(u,v)(d(i)
2T,u*,v*)[～q,～q,～q]>+3<y,H(u,v)(u,v)(d(i)

2T,u*,v*)[～q,Θ]>
3<y,Hd2(u,v)

(d(i)
2T,u*,v*)[～q]>

, (24)

其中Θ∈ℤ是以下方程唯一的解:

H(u,v)(u,v)(d(i)
2T,u*,v*)[～q,～q]+H(u,v)(d(i)

2T,u*,v*)[Θ]=0. (25)

  首先,计算<y,H(u,v)(u,v)(u,v)(d(i)
2T,u*,v*)[～q,～q,～q]>.根据H(u,v)(u,v)(d(i)

2T,u*,v*)[～q,～q]的计算结果,
有

H(u,v)(u,v)(u,v)(d(i)
2T,u*,v*)[～q,～q,～q]=

췍h2cuuu +2췍hcuuv +cuvv 췍h2cuuv +2췍hcuvv +cvvv

췍h2huuu +2췍hhuuv +huvv 췍h2huuv +2췍hhuvv +h
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

vvv

췍hæ
è
ç

ö

ø
÷
1φ3i =

췍h3cuuu +3췍h2cuuv

췍h3huuu +3췍h2h
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

uuv
φ3

i,

则

<y,H(u,v)(u,v)(u,v)(d(i)
2T,u*,v*)[～q,～q,～q]>=A∫

lπ

0
φ4idx=3lπ8A,

其中

A=hu

cv

췍h(췍h3cuuu +3췍h2cuuv)+췍h3huuu +3췍h2huuv,

cuuu =- 6αγv*

(γ+u*)4
, cuuv = 2αγ

(γ+u*)3
, huuu = 6βγv*

(γ+u*)4
, huuv =- 2βγ

(γ+u*)3
.

  其次,计算<y,H(u,v)(u,v)(d(i)
2T,u*,v*)[～q,Θ]>.令Θ=∑

∞

m=0

Θ1m
Θ2
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

m
cosmx

l
,则

H(u,v)(d(i)
2T,u*,v*)[Θ]=

d1 ∂
2

∂x2+cu cv

hu d(i)
2T
∂2
∂x2+h

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷v

∑
∞

m=0

Θ1m
Θ2
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

m
cosmx

l .

从而式(25)等价于

췍h2cuu +2췍hcuv +cvv

췍h2huu +2췍hhuv +h
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

vv
cos2ixæ

è
ç

ö

ø
÷

l =-
d1 ∂

2

∂x2+cu cv

hu d(i)
2T
∂2
∂x2+h

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷v

∑
∞

m=0

Θ1m
Θ2
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

m
cosmx

l .

通过比较cos(mx/l)的系数,当m∈ℕ\{0,2i}时,可得

Θ1m
Θ2
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

m
=

æ

è
ç

ö

ø
÷
0
0
,

Θ10
Θ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷2

0
= 1
2D0

-cv(췍h2huu +2췍hhuv)

cu(췍h2huu +2췍hhuv)-hu(췍h2cuu +2췍hcuv

æ

è
çç

ö

ø
÷÷)
,

Θ12i
Θ22

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

i
= 1
2D2i

-4d
(i)
2Ti2
l2

(췍h2cuu +2췍hcuv)-cv(췍h2huu +2췍hhuv)

cu -4d1i
2

l
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 (췍h2huu +2췍hhuv)-hu(췍h2cuu +2췍hcuv

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷)
,

其中

cuu = 2αγv*

(γ+u*)3
, cuv =- αγ

(γ+u*)2
, huu =- 2βγv*

(γ+u*)3
, huv = βγ

(γ+u*)2-θ,

췍D0=det(JU +J췍U),  췍D2i=det(λiD+JU).

因此,由λi=i
2

l2
有Θ=

Θ12i
Θ22

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

i
cos2ilx+

Θ10
Θ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷2

0

,或者等价于Θ=
Θ1i

Θ2
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

i

cos2i
lx+

Θ10

Θ

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷2

0

,其中
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Θ1i =2Θ12i= -4d(i)
2Tλi(췍h2cuu +2췍hcuv)-cv(췍h2huu +2췍hhuv)
16d1d(i)

2Tλ2i -4d(i)
2Tcuλi-hucv

,

Θ2i =2Θ22i=
(cu -4d1λi)(췍h2huu +2췍hhuv)-hu(췍h2cuu +2췍hcuv)

16d1d(i)
2Tλ2i -4d(i)

2Tcuλi-hucv
,

Θ10=Θ10-Θ12i=cv(췍h2huu +2췍hhuv)
2hucv

+4d
(i)
2Tλi(췍h2cuu +2췍hcuv)+cv(췍h2huu +2췍hhuv)
2(16d1d(i)

2Tλ2i -4d(i)
2Tcuλi-hucv)

,

Θ20=Θ20-Θ22i=-cu(췍h2huu +2췍hhuv)-hu(췍h2cuu +2췍hcuv)
2hucv

-

(cu -4d1λi)(췍h2huu +2췍hhuv)-hu(췍h2cuu +2췍hcuv)
2(16d1d(i)

2Tλ2i -4d(i)
2Tcuλi-hucv)

.

直接计算得

<y,H(u,v)(u,v)(d(i)
2T,u*,v*)[～q,Θ]>=lπ

2B+3lπ8C,

其中

B=췍h[(췍hcuu +cuv)Θ10+췍hcuvΘ2
0]+(췍hhuu +huv)Θ10+췍hhuvΘ2

0,

C=췍h[(췍hcuu +cuv)Θ1i +췍hcuvΘ2
i]+(췍hhuu +huv)Θ1i +췍hhuvΘ2

i,
因此,

d(i)″
2T =

cu -d1i
2

l
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

2

λi hucv+ cu -d1i
2

l
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
1
4A+B+34

æ

è
ç

ö

ø
÷C . (26)

证毕.
注3 当d(i)″

2T =0时,需要考虑更高阶导数(如d(i)‴
2T )确定分支的性质.若高阶导数也是0,则表明

分支点处的系统具有较高的对称性或退化性,稳态型分支可能变为鞍结型分支或其他复杂分支形式.
为分析系统(5)正常数稳态解的稳定性区域,需要先分析稳态分支曲线

Li:d2=d(i)
2T(d1),  i∈ ℕ\{0} (27)

和Hopf分支线

Hi:d2=d(i)
2H(d1),  i∈ ℕ\{0} (28)

的性质.
引理3 稳态分支曲线和Hopf分支直线在d1-d2 平面第一象限内的性质如下:

1)稳态分支曲线d2=d(i)
2T(d1)和d2=d(i+1)

2T (d1)相交于点(d(i)
1T,d(i)

2T),其中

d(i)
1T =l2cu

1
i2+(i+1)
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 , (29)

d(i)
2T =d(i)

2T(d(i)
1T)= -l2hucv

cu
(i+1)2i2

i2+(i+1)
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

; (30)

  2)稳态分支曲线d2=d(i)
2T(d1)的包络线为

d2=dp(d1)∶=-4hucv

c2u
d1,

且与d2=d(i)
2T(d1)相切于点(d1(i),dp(d1(i))),其中d1(i)=l

2cu

2i2.

证明:注意到cvhu<0,d1>0,d2>0,由式(12),由曲线d2=d(i)
2T(d1)和曲线d2=d(i+1)

2T (d1)满足

的方程组易解得在第一象限有一个交点(d(i)
1T,d(i)

2T(d(i)
1T)).又由d2=d(i)

2T(d1)等价于Di=0,即

d1d2λ2i -d2cuλi-cvhu =0. (31)

对式(31)两端关于λi 求导,解得λi=
cu

2d1
,代入式(31)得曲线族d2=d(i)

2T(d1)包络线为d2=-4hucv

c2u d1.

进一步,由式(12)d2=d(i)
2T(d1)的定义可计算出包络线与d2=d(i)

2T(d1)相交点(d1(i),dp(d1(i))),其中
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d1(i)=l
2cu

2i2
,且该点为切点.证毕.

假设稳态分支曲线d2=d(i)
2T(d1)和第一条Hopf分支直线d2=d(1)

2H(d1)相交于点(d(i)
1c,d(1)

2H(d(i)
1c)),

其中

d(i)
1c =

(cu +i2cu - (cu +i2cu)2-4(i2c2u +hucv))l2
2i2 <cul2.

令d
(ic)
1c =maxi∈ℕ

{d(i)
1c}.引理3给出了在d1-d2 平面的第一象限中稳态分支曲线的性质.结合 Hopf分支

线,即可确定系统(5)的稳定区域.
稳态分 支 曲 线 d2=d(i)

2T (d1)的 包 络 线 与 第 一 条 Hopf分 支 直 线 d2=d(1)
2H (d1)相 交 于 点

(췍d1,d(1)
2H(췍d1)),其中췍d1= c3ul2

c2u-4hucv
.若d1(i)>췍d1,则i< c2u-4hucv

2c2u
,令

췍i=maxi∈ ℕ i< c2u -4hucv

2c2{ }
u

. (32)

则有췍i个切点在Hopf分支线d2=d(1)
2H(d1)的上方.将式(29)代入式(12),有

d2=d(i)
2H =l2cu(i+1)2

i2+(i+1)2
. (33)

令

ic=
췍i, d(췍i)

2T ≤d(췍i)
2H,

췍i+1,d(췍i)
2T >d(췍i)

2H
{ ,

(34)

则稳定性边界由d2=d(i)
2T(d1)(i∈1,2,…,ic)与d2=d(1)

2H(d1)组成.综上可得如下结论.
定理5 在定理4条件下,系统(5)的正平衡解E*(u*,v*)在由d2=d(i)

2T(d1)(i∈1,2,…,ic)与

d2=d(1)
2H(d1)围成的区域内渐近稳定.

2 数值模拟

取

r=2, K=2, α=3, β=9, γ=2, θ=1.5, μ=0.5, l=3. (35)

通过计算得u*=3111621
,v*=646489.

根据式(8),有

cu = 3111965
, cv=- 9333553

, hu =1021344. (36)

由式(36)和式(32)得

c2u -4hucv

2c2u =2677338 ≈7.9201,  췍i=7.

结合式(30)和式(33),得

d(췍i)
2T =1589995

,  d(췍i)
2H =5971274015.

最后根据式(34),当d(췍i)
2T>d(췍i)

2H时,有ic=췍i=8.
系统(5)的正常数稳态解在d1-d2 平面上的稳定性区域由稳态分支曲线L1~L8 和第一条 Hopf分

支直线 H1 组成,如图1所示,其中:M1~M7 为数值模拟点;

Hi:d2=ru*(K-u*)l2
K(γ+u*)i2 -d1, i=1,2;

Li:d2= ru*(K-u*)[βγ-θ(γ+u*)2]

γu*(K-u*)(γ+u*)-d1K(γ+u*)2 iæ
è
ç

ö

ø
÷

l
é

ë
êê

ù

û
úú

2 iæ
è
ç

ö

ø
÷

l
2, i=1,2,…,8.

  由图1可见:当浮游植物和浮游生物的扩散速度在一定范围内时(图1中 M1 点处),两物种的种
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图1 系统(5)的正常数稳态解在d1-d2

平面上的稳定性区域

Fig.1 Stabilityregionofpositiveconstantsteady-state
solutionofsystem(5)ind1-d2plane

群数量最终会稳定在固定水平;若浮游生物的扩散

速度相对较慢而浮游植物扩散速度相对较快(图1
中M2,M3 点处),则两物种数量会呈现周期变化趋

势;若浮游生物的扩散速度相对较快而浮游植物扩

散速度相对较慢(图1中M4~M7 点处),则两物种

数量最终会呈现空间分布不均匀的现象.在d1-d2

平面上,在点 M1(0.1,4)处系统(5)的正常数稳态

解(u*,v*)是局部渐近稳定的,初始值是

u0(x)= 3111621+ 311
3242cos

2xæ

è
ç

ö

ø
÷

3
,

v0(x)=646489+323489cos
2xæ

è
ç

ö

ø
÷

3
,

如图2所示.

图2 系统(5)在点M1 处的正常数稳态解是局部渐近稳定的

Fig.2 Positiveconstantsteady-statesolutionofsystem(5)atpointM1islocallyasymptoticallystable

点M2(0.1,0.7)是靠近 Hopf分支直线的点,系统(5)在点 M2 处具有空间非齐次周期解,
初始值是

u0(x)= 3111621+ 311
3242cos

xæ
è
ç

ö

ø
÷

3
,  v0(x)=646489+323489cos

xæ
è
ç

ö

ø
÷

3
,

如图3所示.点M3(0.08,0.2)是靠近 Hopf分支直线的点,系统(5)在点 M3 处具有空间非齐次周期

解,与点M2 所取初始值相同,如图4所示.点M4(0.2,32)是靠近稳态分支曲线L2 的点,系统(5)有
从正常数稳态解分支出的非常值稳态解,初始值是

u0(x)= 3111621+ 311
3242cos

2xæ

è
ç

ö

ø
÷

3
,  v0(x)=646489+ 646

2445cos
2xæ

è
ç

ö

ø
÷

3
,

如图5所示.点M5(0.075,10)是靠近稳态分支曲线L3 的点,系统(5)有从正常数稳态解分支出的非

常值稳态解,初始值是

u0(x)= 3111621+217716210cos
(x),  v0(x)=646489+ 646

2445cos
(x),

如图6所示.点M6(0.019,2.4)是靠近稳态分支曲线L6 的点,系统(5)有从正常数稳态解分支出的非

常值稳态解,初始值是

u0(x)= 3111621+ 311
3242cos

(2x),  v0(x)=646489+ 646
4890cos

(2x),

如图7所示.点M7(0.0114,1.43)是靠近稳态分支曲线L8 的点,系统(5)有从正常数稳态解分支出的

非常值稳态解,初始值是

u0(x)= 3111621+12448105cos
(4x),  v0(x)=646489+ 646

24450cos
(4x),
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如图8所示.

图3 系统(5)在点M2 处具有空间非齐次周期解

Fig.3 System(5)exhibitsspatiallynon-homogeneousperiodicsolutionsatpointM2

图4 系统(5)在点M3 处具有空间非齐次周期解

Fig.4 System(5)exhibitsspatiallynon-homogeneousperiodicsolutionsatpointM3

图5 系统(5)在点M4 处具有空间非齐次稳态解

Fig.5 System(5)exhibitsspatiallynon-homogeneoussteady-statesolutionsatpointM4

图6 系统(5)在点M5 处具有空间非齐次稳态解

Fig.6 System(5)exhibitsspatiallynon-homogeneoussteady-statesolutionsatpointM5
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图7 系统(5)在点M6 处具有空间非齐次稳态解

Fig.7 System(5)exhibitsspatiallynon-homogeneoussteady-statesolutionsatpointM6

图8 系统(5)在点M7 处具有空间非齐次稳态解

Fig.8 System(5)exhibitsspatiallynon-homogeneoussteady-statesolutionsatpointM7

综上所述,本文主要研究了空间平均项对有毒浮游生物模式形成的影响.在局部扩散系统正常数

稳态解稳定的条件下,讨论了非局部项对正常数稳态解稳定性的影响,以及可能的 Hopf分支和稳态

分支的存在性,并给出了空间非齐次稳态解的分支性质.结果表明,非局部系统在一定条件下存在空

间非齐次稳态解或空间非齐次周期解.
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