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稀稀疏图的局部严格邻点可区别边染色

彭 燕,陈莉莉
(华侨大学 数学科学学院,福建 泉州362021)

摘要:用权转移法研究稀疏图的局部严格邻点可区别边染色问题,得到了最大度至多为4且

最大平均度mad(G)<315
的图G 的局部严格邻点可区别边色数至多为10.
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1 引言与主要结果

本文考虑有限无向简单连通图.对于简单图G,用V(G)和E(G)分别表示G 的顶点集和边集,

V(G)和 E(G)分别表示G 的顶点数和边数.对任一顶点v∈V(G),与v关联的边数称为v 在G 中

的度,记为dG(v).若dG(v)≥k,则v称为k+-点.若dG(v)=k,则v称为k-点.若u为v 的邻点,且

dG(u)=k,则u称为v 的k-邻点.记Δ(G)和δ(G)分别表示图G 的最大度和最小度.在不引起混淆的

情况下,将Δ(G)简写为Δ.图G 的最大平均度定义为 mad(G)= max 1
V(H) ∑v⊆V(H)dH(v):H ⊆{ }G .

若G 不含1度点,则称G 是正规图.
图G 的一个正常k-边染色是一个映射φ:E(G)→{1,2,…,k},使得对任意相邻的顶点u和v,有

φ(u)≠φ(v).给定图G 的一个正常k-边染色φ,用Sφ(v)表示与v相关联的边的颜色集合.在不引起

混淆的情况下,将Sφ(v)简记为S(v).设φ是图G 的一个正常k-边染色.若φ满足对任意相邻的顶点

u 和v,有S(u)⊈S(v)且S(v)⊈S(u),则称φ是严格邻点可区别的.使得G 有一个严格邻点可区别

k-边染色的最小整数k称为G 的严格邻点可区别边色数,记为χ′snd(G).易见,G 有严格邻点可区别边



染色当且仅当G 是正规图.
严格邻点可区别边染色的概念由Gu等[1]于2021年提出,同年,Przybyło等[2]也提出了相同的概

念,命名 为inclusion-free边 染 色.实 际 上,Zhang[3]在2008年 就 提 出 了 该 概 念,将 其 命 名 为

Smarandachely邻点边染色,并提出如下猜想.
猜想1[3] 对每个连通正规图G,如果G≠C5,则χ′snd(G)≤2Δ.
Gu等[1]证明了存在 Hk 这类图不满足猜想1,其中 Hk 为由二部图K2,k的一条边插入一个2度点

得到的图.于是,他们对猜想1做了修改:
猜想2[1] 对每个连通正规图G,如果G≠Hk,则χ′snd(G)≤2Δ.
对于一般正规图,王鸿杰等[4]给出了严格邻点可区别边色数的一个较大上界,即20Δ2-28Δ+12.

刘信生等[5-6]先证明了对每个最大度Δ≥16的连通正规图,都有χ′snd(G)≤16 Δ3/2 ,又进一步证明了

存在一个 常 数c,使 得 对 每 个 满 足 最 大 度 Δ≥1020 且 围 长 g(G)≥cΔlogΔ 的 正 规 图 G,有

χ′snd(G)≤Δ+301.Przybyło等[2]与井普宁等[7]改进了文献[4]的结果,分别证明了对每个正规图G 有

χ′snd(G)≤3Δ-1.
对于特殊图类,Gu等[1]和Chen等[8]分别证明了对每个次立方图G,χ′snd(G)≤7,且χ′snd(G)=7

当且仅当G 同构于H3.Gu等[9]证明了最小度至少为2的K4-minor-free图的严格邻点可区别边色数

至多为2Δ+1,且严格邻点可区别边色数达到2Δ+1当且仅当图G 为HΔ.对于二部图,Chen等[10]证

明了对于(2,Δ)-二部图G,有χ′snd(G)≤2Δ;对任意δ(H)≥2的(3,Δ)-二部图 H,有χ′snd(H)≤2Δ+1.
彭燕等[11]证明了最大度为Δ的Halin图G,其严格邻点可区别边色数χ′snd(G)≤Δ+2.Huang等[12-13]

给出了一类三正则Halin图以及最大度至少为4的Halin图的严格邻点可区别边色数的精确值.
井普宁等[7]在研究平面图的严格邻点可区别边染色时引入了严格邻点可区别边染色的松弛形式,

即局部严格邻点可区别边染色.对于一般图G(不一定是正规图),设φ是图G 的一个正常k-边染色.
若对任意相邻的2+-点u 和v,有S(u)⊈S(v)且S(v)⊈S(u)(此时称u和v 互斥),则称φ是G 的局部

严格邻点可区别边染色.使得G 有局部严格邻点可区别边染色所需的最小颜色数称为G 的局部严格

邻点可区别边色数,记为χ′lnd(G).显然,若G 是一个正规图,则χ′lnd(G)=χ′snd(G).
井普宁等[7]证明了:每个Δ≥2的图G,均有χ′lnd(G)≤3Δ=1;对于围长至少为5的平面图G,有

χ′lnd(G)≤Δ+25.Wang等[14]证明了:对任意的平面图G,χ′lnd(G)≤ 2.8Δ +4;当G 是不含4-圈的

平面图时,χ′lnd(G)≤2Δ+10;当G 是3-连通的平面图时,χ′lnd(G)≤Δ+23;当G 是 Hamilton平面图

时,χ′lnd(G)≤Δ+6.
本文研究最大度Δ≤4的简单连通图G 的局部严格邻点可区别边染色,得到如下结果.

定理1 设图G 的最大度Δ≤4且最大平均度mad(G)<315
,则χ′lnd(G)≤10.

由于当G 是正规图时χ′lnd(G)=χ′snd(G),因此有如下推论.

推论1 设图G 是正规图,最大度Δ≤4且最大平均度mad(G)<315
,则χ′snd(G)≤10.

2 定理1的证明

假设图G 是定理1的反例且 E(G)尽可能小,即G 的最大度Δ≤4,最大平均度mad(G)<315
,

且χ′lnd(G)≥11.但对任意 E(G′)< E(G)的图G′有χ′lnd(G′)≤10.若φ是G′的一个局部严格邻点

可区别边染色,且χ′lnd(G′)≤10,则称φ是G′的一个好的染色.本文的目标是把φ拓展成G 的一个好

的染色,从而与G 的选择矛盾.
令C= {1,2,…,10}表 示 染 色 所 用 的 颜 色 集 合.设 φ 是 G′的 一 个 好 的 染 色.对 于 边

uv∈E(G)\E(G′),用A(uv)表示边uv 可用的颜色集合.在给边uv 进行染色时,从顶点u 来看,
首先,uv不可以染Sφ(u)中的任何颜色,否则与正常边染色矛盾;其次,设u′为u 除v 外的一个邻点,
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若对uv染颜色α∈Sφ(u′)\Sφ(u)会使得Sφ′(u)⊆Sφ′(u′)或Sφ′(u′)⊆Sφ′(u),则uv不可染颜色α,其中

φ′为染完边uv 后的染色.记R(u)为所有这样的α构成的集合.将Sφ(u)∪R(u)称为边uv关于顶点u
的禁用色集,记为F(uv,u).根据定义,当uv不染F(uv,u)中颜色时,u和u 的邻点(v除外)是互斥

的.同理可得边uv关于顶点v 的禁用色集F(uv,v).从而边uv可用的颜色集合A(uv)⊆C\(F(uv,u)

∪F(uv,v)).
2.1 预备引理

引理1 设φ 是G 的一个正常边染色,v1v2∈E(G).若2≤dG(v1)≤dG(v2),且存在颜色

a∈S(v1)\S(v2),则v1 与v2 互斥.
证明:由2≤dG(v1)≤dG(v2),有 S(v1)≤ S(v2).若S(v2)\S(v1)=Ø,则S(v2)⊆S(v1),即

S(v2)≤ S(v1).又a∈S(v1)\S(v2),则有 S(v2)< S(v1),与 S(v1)≤ S(v2)矛盾.因而

S(v2)\S(v1)≠Ø,即 S(v2)\S(v1)≥1.结合a∈S(v1)\S(v2),即 S(v1)\S(v2)≥1,所以v1 与v2
互斥.证毕.

对于边uv关于顶点u 的禁用色集F(uv,u),有如下性质.
引理2 设G′⊂G,φ是G′的一个好的染色.令边uv∈E(G)\E(G′),则下列结论成立:

1)若dG′(u)=1,则 F(uv,u)=dG′(u1)≤4,其中u1 为u在G′中的邻点;

2)若dG′(u)=2,则 F(uv,u)=2+d2u≤4,其中d2u= {w uw∈E(G′)且dG′(w)=2};

3)若dG′(u)=3,则 F(uv,u)≤3+d3u≤6,其中d3u= {w uw∈E(G′)且2≤dG′(w)≤3}.
证明:由于Δ(G)≤4,因此0≤dG′(u)≤3.
若dG′(u)=0,则 F(uv,u)=Ø.若dG′(u)=1,则dG(u)=2.设u1 为u在G′中的邻点.此时

Sφ(u)∪R(u)为u1 关联的所有边的颜色,即F(uv,u)=Sφ(u1).所以 F(uv,u)=dG′(u1)≤4.
若dG′(u)=2,则dG(u)=3.设u1,u2 为u在G′中的邻点.对于1≤i≤2,若dG′(ui)=2,设u′i 为

ui 在G 中除u 外的另一个邻点,则φ(uiu′i)∈R(u).若dG′(ui)≥3,不妨设dG′(u1)≥3.由于在φ下u
与u1 互斥,故有φ(uu2)∈Sφ(u)\Sφ(u1).此时,对uv染C\Sφ(u)中的任一颜色,得到的染色是正常

染色,且由于dG(u)≤dG(u1),根据引理1知,在新的染色下仍有u与u1 互斥.所以当dG′(ui)≥3时,

Sφ(ui)\Sφ(u)中的颜色均不是uv的禁用色.综上, R(u)为u在G′中的2-邻点的个数.令d2u=
{w uw∈E(G′)且dG′(w)=2},则有 F(uv,u)= Sφ(u)+ R(u)=2+d2u≤4.

最后假设dG′(u)=3.对于1≤i≤3,设ui 为u 在G′中的邻点.若dG′(ui)=2,则显然有

(Sφ(ui)\Sφ(u))∈R(u).若dG′(ui)=3,记u′i,u″i 为ui 除u 外的邻点.若φ(uiu′i)和φ(uiu″i)有一个在

Sφ(u)中,不妨设φ(uiu′i)∈Sφ(u),则uv染φ(uiu″i)会导致Sφ′(ui)⊆Sφ′(u),其中φ′为染完边uv 后的

染色,从而φ(uiu″i)∈R(u).若φ(uiu′i)和φ(uiu″i)均不在Sφ(u)中,则Sφ(ui)\Sφ(u)中的颜色均不是

uv的禁用色.若dG′(ui)=4,则由于在φ下,Sφ(u)\Sφ(ui)≥1且dG(u)≤dG(ui),由引理1知,对

uv染C\Sφ(u)中的任意一种颜色仍有u与ui 互斥.因此,Sφ(ui)\Sφ(u)中的颜色不是uv的禁用色.
综上,只有ui 为2-点 或3-点 时,Sφ(ui)\Sφ(u)中 可 能 存 在 一 种 颜 色 属 于 R(u).因 此,令

d3u= {w uw∈E(G′)且2≤dG′(w)≤3},则有 F(uv,u)= Sφ(u)+ R(u)≤3+d3u≤6.证毕.
2.2 图G的结构性质

下面给出极小反例图G 的一些结构性质.令C={1,2,…,10}表示染色所用的颜色集合.
引理3 δ(G)≥2.
证明:设v∈V(G)且dG(v)=1,u是v 的邻点.令G′=G-v,则 E(G′)< E(G),由G 的极小

性知,G′有一个好的染色φ.易知A(uv)=C\F(uv,u).由引理2知, F(uv,u)≤6,所以 A(uv)≥4.
因此可将uv染A(uv)中的颜色,从而得到G 的一个好的染色,与G 是极小反例矛盾.证毕.

引理4 2-点与2-点不相邻.
证明:设v1,v2∈V(G),v1v2∈E(G)且dG(v1)=dG(v2)=2.令v′1 是v1 除v2 外的另一个邻点,

v′2 是v2 除v1 外的另一个邻点.令G′=G-v1,则 E(G′)< E(G),因而G′有一个好的染色φ.
令a∈C\(F(v1v′1,v′1)∪φ(v2v′2)),b∈C\(F(v1v2,v2)∪Sφ(v′1)∪{a}).由于dG′(v′1)≤3,
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dG′(v2)=1,由引理2知, F(v1v′1,v′1)≤6, F(v1v2,v2)≤4,从而

C\(F(v1v′1,v′1)∪φ(v2v′2))≥10-6-1=3,

C\(F(v1v2,v2)∪Sφ(v′1)∪ {a})≥10-4-3-1=2,
所以a和b存在.将边v1v′1 染a,边v1v2 染b.不难验证,在新的染色下,v1 与v′1 互斥,v1 与v2 互

斥,v′1 与其邻点互斥,v2 与v′2 互斥.因此该染色是G 的一个好的染色,与G 是极小反例矛盾.证毕.
引理5 2-点与3-点不相邻.
证明:设v1,v2∈V(G),v1v2∈E(G),且dG(v1)=2,dG(v2)=3.令v′1 是v1 除v2 外的另一个邻

点,u1,u2 是v2 除v1 外的另两个邻点.令G′=G-v1,则G′有一个好的染色φ.
令a∈C\(F(v1v′1,v′1)∪{φ(v2u1),φ(v2u2)}),b∈C\(F(v1v2,v2)∪Sφ(v′1)∪{a}).由于

dG′(v′1)≤3,dG′(v2)=2,因此由引理2知,有 F(v1v′1,v′1)≤6, F(v1v2,v2)≤4,从而

C\(F(v1v′1,v′1)∪ {φ(v2u1),φ(v2u2)})≥10-6-2=2,

C\(F(v1v2,v2)∪Sφ(v′1)∪ {a})≥10-4-3-1=2,
所以a和b存在.将边v1v′1 染a,边v1v2 染b.不难验证,在新的染色下,v1 与v′1 互斥,v1 与v2 互

斥,v′1 与其邻点互斥,v2 与其邻点互斥.因此该染色是G 的一个好的染色,与G 是极小反例矛盾.
证毕.

引理6 3-点与3-点不相邻.
证明:设v1,v2∈V(G),v1v2∈E(G),且dG(v1)=dG(v2)=3.令u1,u2 是v1 除v2 外的另两个邻

点,w1,w2 是v2 除v1 外的另两个邻点.由引理3和引理5知,对1≤i≤2,有dG(ui)≥3,dG(wi)≥3.
令G′=G-v1,则G′有一个好的染色φ.

首先,令a∈C\(F(v1u1,u1)∪Sφ(u2)).由引理2知, F(v1u1,u1)≤6,因此

C\(F(v1u1,u1)∪Sφ(u2))≥10-6-3=1,
所以a存在,将边v1u1 染a.

其次,令b∈C\(F(v1u2,u2)∪Sφ(v2)∪{a}).由引理2知, F(v1u2,u2)≤6,因此

C\(F(v1u2,u2)∪Sφ(v2)∪ {a})≥10-6-2-1=1,
所以b存在,将边v1u2 染b.

最后,令c∈C\(F(v1v2,v2)∪Sφ(u1)∪{a,b}).由于dG′(v2)=2,且dG(w1)≥3,dG(w2)≥3,
因此由引理2中2)知,有d2v2=0,从而 F(v1v2,v2)≤2,故

C\(F(v1v2,v2)∪Sφ(u1)∪ {a,b})≥10-2-3-2=3,
所以c存在,将边v1v2 染c.

记新的染色为φ′,易见在φ′下,a∈Sφ′(v1)\Sφ′(u2),b∈Sφ′(v1)\Sφ′(v2),c∈Sφ′(v1)\Sφ′(u1).又

由于dG(v1)≤dG(u2),dG(v1)≤dG(u1),dG(v1)=dG(v2),由引理1知,v1 与u2 互斥,v1 与u1 互斥,

v1 与v2 互斥.因此该染色是G 的一个好的染色,与G 是极小反例矛盾.证毕.
引理7 4-点至多存在两个2-邻点.
证明:设v∈V(G),且dG(v)=4.令v1,v2,v3,v4 为v的邻点,且v1,v2,v3 为2-点.由引理4知,

对任意i,j∈{1,2,3},i≠j,有vi 与vj 不相邻.对于1≤i≤3,设ui 为vi 除v 外的另一个邻点,由

引理3~引理5可知,dG(ui)=4.下面分3种情形证明G 有一个好的染色.
情形1)u1=u2=u3.
记u1,u2,u3 为u,设u除v1,v2,v3 外的邻点为w.令G′=G-v1,则G′有一个好的染色φ.令

a∈C\(F(v1u,u)∪Sφ(v)),b∈C\(F(vv1,v)∪Sφ(u)∪{a}).由于dG′(u)=dG′(v)=3,由引理2中3)
知, F(v1u,u)≤6, F(vv1,v)≤6,且{φ(vv2),φ(vv3)}⊆F(v1u,u),{φ(v2u),φ(v3u)}⊆
F(vv1,v).所以

F(v1u,u)∪Sφ(v)=F(v1u,u)∪ {φ(vv4)},

F(vv1,v)∪Sφ(u)∪ {a}=F(vv1,v)∪ {φ(uw),a}.
因为
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C\(F(v1u,u)∪ {φ(vv4)})≥10-6-1=3,

C\(F(vv1,v)∪ {φ(uw),a})≥10-6-2=2,
所以a和b存在.将边v1u染a,边vv1 染b.不难验证,该染色是G 的一个好的染色.

情形2)u1,u2,u3 中有两个顶点相同.
不妨设u1=u2.记u1,u2 为u,设u除v1,v2 外的另两个邻点为w1,w2.令G′=G-v1,则G′有

一个好的染色φ.令a∈C\(F(v1u,u)∪Sφ(v)),b∈C\(F(vv1,v)∪Sφ(u)∪{a}).由于dG′(u)=
dG′(v)=3,由引理2中3)知, F(v1u,u)≤6, F(vv1,v)≤6,且φ(vv2)∈F(v1u,u),φ(v2u)∈
F(vv1,v).所以

F(v1u,u)∪Sφ(v)=F(v1u,u)∪ {φ(vv3),φ(vv4)},

F(vv1,v)∪Sφ(u)∪ {a}=F(vv1,v)∪ {φ(uw1),φ(uw2),a}.
因为

C\F(v1u,u)∪ {φ(vv3),φ(vv4)}≥10-6-2=2,

C\F(vv1,v)∪ {φ(uw1),φ(uw2),a}≥10-6-3=1,
所以a和b存在.将边v1u染a,边vv1 染b.不难验证,该染色是G 的一个好的染色.

情形3)u1,u2,u3 为两两不同的顶点.
令G′=G-{v,v1,v2,v3},则G′有一个好的染色φ.
先对边v1u1,v2u2,v3u3 进行染色.由于v 关联的边还未染色,因此对于1≤i≤3,A(viui)=

C\F(viui,ui).由于dG′(ui)=3,由引理2中3)知, F(viui,ui)≤6,因此 A(viui)≥10-6=4.又

因为 A(v1u1)∪A(v2u2)∪A(v3u3)≤ C =10,所以存在i,j∈{1,2,3},i≠j,使得 A(viui)∩
A(vjuj)≠Ø.不妨设A(v1u1)∩A(v2u2)≠Ø,令a∈A(v1u1)∩A(v2u2),并用a给边v1u1,v2u2 染色,
再取b∈A(v3u3)\{a}给边v3u3 染色.

下面依次对边vv4,vv1,vv2,vv3 进行染色.先考虑边vv4.令c∈C\(F(vv4,v4)∪{a,b}).由于

dG′(v4)≤3,由引理2知, F(vv4,v4)≤6,所以c存在,将边vv4 染c.对于边vv1,若v4 为2-点,则

令d∈C\(Sφ(u1)∪Sφ(v4)∪{a,b,c}),否则,令d∈C\(Sφ(u1)∪{a,b,c}).因为 Sφ(u1)=3,且v4
为2-点时 Sφ(v4)=1,所以d存在,将边vv1 染d.对于边vv2,若v4 为2-点,设u4 为v4 除v外的邻

点,令e∈C\(Sφ(u2)∪{φ(v4u4)}∪{a,b,c,d}).若v4 为3-点,则当d∈Sφ(v4)时,颜色β∈Sφ(v4)\
{d}是vv2 的禁用色,此时令e∈C\(Sφ(u2)∪{a,b,c,d,β});否则,令e∈C\(Sφ(u2)∪{a,b,c,d}).若

v4 为4-点,令e∈C\(Sφ(u2)∪{a,b,c,d}).由于 Sφ(u2)=3,所以e存在,将边vv2 染e.最后考虑

边vv3.若v4 为2-点,设u4 为v4 除v外的邻点,令f∈C\(Sφ(u3)∪{φ(v4u4)}∪{a,b,c,d,e}).若v4
为3-点,当Sφ(v4)含有颜色d或e时,存在颜色γ∈Sφ(v4)是vv3 的禁用色,此时令f∈C\(Sφ(u3)∪
{a,b,c,d,e,γ});否则,令f∈C\(Sφ(u3)∪{a,b,c,d,e}).若v4 为4-点,当{d,e}⊆Sφ(v4)时,存在

颜色ζ∈Sφ(v4)是vv3 的禁用色,此时令f∈C\(Sφ(u3)∪{a,b,c,d,e,ζ});否则,令f∈C\(Sφ(u3)∪
{a,b,c,d,e}).由于 Sφ(u3)=3,所以f存在,将边vv3 染f.不难验证该染色是G 的一个好的染色.

综上可见,上述3种情形均可得到G 的一个好的染色,与G 是极小反例矛盾.证毕.
引理8 4-点至多存在两个3-邻点.
证明:设v∈V(G),且dG(v)=4.令v1,v2,v3,v4 为v的邻点,且dG(v1)=dG(v2)=dG(v3)=3.

由引理6知,v1,v2,v3 互不相邻.由引理3知,dG(v4)≥2.由引理3、引理5和引理6可知,v1,v2,v3
在G 中的邻点均为4-点.

令G′=G-v,则G′有一个好的染色φ,且 Sφ(v1)= Sφ(v2)= Sφ(v3)=2.对于1≤i≤3,由

于dG′(vi)=2,且vi 除v 外的其余邻点度数为4.由引理2中2)知,d2vi=0,从而 F(vvi,vi)≤2.
下面依次对边vv1,vv2,vv3,vv4 进行染色,根据dG(v4)的值分3种情形讨论.
情形1)dG(v4)=2.
令a∈C\(F(vv1,v1)∪Sφ(v2)∪Sφ(v3)∪Sφ(v4)),b∈C\(F(vv2,v2)∪Sφ(v1)∪Sφ(v3)∪

Sφ(v4)∪{a}),c∈C\(F(vv3,v3)∪Sφ(v1)∪Sφ(v2)∪Sφ(v4)∪{a,b}),d∈C\(F(vv4,v4)∪{a,b,c}).
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由于dG′(v4)=1,由引理2中1)知, F(vv4,v4)≤4.又因为 Sφ(v1)= Sφ(v2)= Sφ(v3)=2,

Sφ(v4)=1,且当1≤i≤3时, F(vvi,vi)≤2,而 C =10,因此a,b,c,d均存在.将边vv1 染a,
边vv2 染b,边vv3 染c,边vv4 染d,得到的染色记为φ′.此时,Sφ′(v)={a,b,c,d}.易见Sφ′(v1)中含

颜色a,但不含颜色b,c,因此 Sφ′(v1)∩Sφ′(v)≤2,而 Sφ′(v1)=3,所以 Sφ′(v1)\Sφ′(v)≥1.又

因为 Sφ′(v)\Sφ′(v1)≥1,所以v与v1 互斥.同理,Sφ′(v2)中含颜色b,但不含颜色a,c,Sφ′(v3)中含

颜色c,但不含颜色a,b,所以v与v2 互斥,v与v3 互斥.又由于Sφ′(v4)中不含颜色a,b,c,因此v与

v4 互斥.易验证φ′是G 的一个好的染色.
情形2)dG(v4)=3.
令a∈C\(F(vv1,v1)∪Sφ(v2)∪Sφ(v3)∪Sφ(v4)),b∈C\(F(vv2,v2)∪Sφ(v1)∪Sφ(v3)∪

Sφ(v4)∪{a}),c∈C\(F(vv3,v3)∪Sφ(v1)∪Sφ(v2)∪{a,b}),d∈C\(F(vv4,v4)∪{a,b,c}).此时,

Sφ(v1)= Sφ(v2)= Sφ(v3)= Sφ(v4)=2.由于dG′(v4)=2,由引理2中2)知, F(vv4,v4)≤4,
且对于1≤i≤3, F(vvi,vi)≤2,而 C =10,因此a,b,c,d均存在.将边vv1 染a,边vv2 染b,边

vv3 染c,边vv4 染d,得到的染色记为φ′.此时,Sφ′(v)={a,b,c,d}.由于Sφ′(v1)中含颜色a,但不含

颜色b,c;Sφ′(v2)中含颜色b,但不含颜色a,c;Sφ′(v3)中含颜色c,但不含颜色a,b;Sφ′(v4)中含颜色

d,但不含颜色a,b.所以v与v1,v2,v3 和v4 均是互斥的.易验证φ′是G 的一个好的染色.
情形3)dG(v4)=4.
令a∈C\(F(vv1,v1)∪Sφ(v2)∪Sφ(v3)∪Sφ(v4)),b∈C\(F(vv2,v2)∪Sφ(v1)∪Sφ(v3)∪{a}),

c∈C\(F(vv3,v3)∪Sφ(v1)∪Sφ(v2)∪{a,b}),d∈C\(F(vv4,v4)∪{a,b,c}).此时, Sφ(v1)=
Sφ(v2)= Sφ(v3)=2,Sφ(v4)=3.由于dG′(v4)=3,由引理2中3)知, F(vv4,v4)≤6,且对

于1≤i≤3,F(vvi,vi)≤2,而 C =10,因此a,b,c,d均存在.将边vv1 染a,边vv2 染b,边vv3 染

c,边vv4 染d,得到的染色记为φ′.此时,Sφ′(v)={a,b,c,d}.由于Sφ′(v1)中含颜色a,但不含颜色

b,c;Sφ′(v2)中含颜色b,但不含颜色a,c;Sφ′(v3)中含颜色c,但不含颜色a,b.所以v与v1,v2 和v3
均是互斥的.又Sφ′(v4)中不含颜色a,但Sφ′(v)中含颜色a,且 Sφ′(v4)= Sφ′(v),所以v与v4 均

互斥.易验证φ′是G 的一个好的染色.
综上可见,上述3种情形均可得到G 的一个好的染色,与G 是极小反例矛盾.证毕.
引理9 若4-点有2-邻点,则其无3-邻点.
证明:设v∈V(G),且dG(v)=4.令v1,v2,v3,v4 为v的邻点,且dG(v1)=2,dG(v2)=3.令w 为

v1 除v外的另一个邻点,由引理3~引理6可知dG(w)=4.由引理5知,v1 与v2 不相邻.易知,v3,v4
可能为2-点、3-点、4-点.

当v有4-邻点时,不妨设v3 为4-点.令G′=G-v1,则G′有一个好的染色φ,且 Sφ(v)=
Sφ(w)=3.令a∈C\(F(v1w,w)∪Sφ(v)),b∈C\(F(v1v,v)∪Sφ(w)∪{a}).由于dG′(w)=

dG′(v)=3,但dG′(v3)=4,由引理2中3)知,d2v≤2,从而 F(v1w,w)≤6,F(v1v,v)≤3+d2v≤5.
所以a,b存在,将边v1w 染a,边vv1 染b.不难验证,该染色是G 的一个好的染色.

当v无4-邻点时,由引理7和引理8知,v3,v4 中一个是3-点、一个是2-点,不妨设v3 为3-点,

v4 为2-点.由引理3~引理6知,v3,v4 的邻点均为4-点.令G′=G-v,则G′有一个好的染色φ.令

a∈C\(F(vv1,v1)∪Sφ(v2)∪Sφ(v3)∪Sφ(v4)),b∈C\(F(vv4,v4)∪Sφ(v1)∪Sφ(v2)∪{a}),c∈
C\(F(vv2,v2)∪Sφ(v1)∪Sφ(v3)∪Sφ(v4)∪{a,b}),d∈C\(F(vv3,v3)∪Sφ(v1)∪Sφ(v4)∪{a,b,c}).
由于dG′(v1)=dG′(v4)=1,因此由引理2中1)知, F(vv1,v1)≤4, F(vv4,v4)≤4.对于i∈
{2,3},由于dG′(vi)=2,且vi 除v 外的其余邻点均为4-点,因此 d2vi=0,由引理2中2)知,

F(vvi,vi)≤2.又因为 Sφ(v1)= Sφ(v4)=1,Sφ(v2)= Sφ(v3)=2,而 C =10,因此a,b,
c,d均存在.将边vv1 染a,边vv4 染b,边vv2 染c,边vv3 染d,得到的染色记为φ′.此时Sφ′(v)=
{a,b,c,d}.由于Sφ′(v2)中含颜色c,但不含颜色a,b,Sφ′(v3)中含颜色d,但不含颜色a,c,所以v与

v2 和v3 互斥.对于顶点v1,v4,Sφ′(v1)∩Sφ′(v)={a},Sφ′(v4)∩Sφ′(v)={b},而 Sφ′(v1)=
Sφ′(v4)=2,Sφ′(v)=4,所以v与v1 和v4 互斥.因此该染色是G 的一个好的染色.
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上述两种情形均可得到G 的一个好的染色,与G 是极小反例矛盾.证毕.
记有i个2-邻点的4-点为4i-点,其中i∈{1,2}.由引理3~引理5可知,2-点的邻点均为4-点.

下面分析2-点的邻点的结构性质.
引理10 2-点的两个4-邻点至少有一个是41-点.
证明:设v∈V(G)且dG(v)=2.令u,w 为v 的邻点,且dG(u)=dG(w)=4.令u1,u2,u3 为u除v

外的其余3个邻点,w1,w2,w3 为w 除v 外的其余3个邻点.设u,w 均不是41-点,则u,w 除v 外至

少还有一个2-邻点.不妨设dG(u1)=dG(w1)=2,由引理4知,u1 与w1 不相邻.由引理7和引理9
知,u2,u3,w2,w3 均为4-点.下面分两种情形讨论.

情形1)u1=w1.
记u1,w1 为z.令G′=G-z,则G′有一个好的染色φ,且 Sφ(w)= Sφ(u)=3.令a∈C\

(F(uz,u)∪Sφ(w)),b∈C\(F(wz,w)∪Sφ(u)∪{a}).由于dG′(u)=3,则由引理2中3)知,

F(uz,u)≤6.又由于dG′(w)=3,dG′(w2)=dG′(w3)=4,因此由引理2中3)知,d3w≤1,从而

F(wz,w)≤3+1≤4.因此,a,b存在,将边uz染a,边wz染b.易验证u,w,z分别与其邻点互斥.
因此该染色是G 的一个好的染色.

情形2)u1≠w1.
设u1 除u外的另一个邻点为u′1,w1 除w 外的另一个邻点为w′1.由引理3~引理5可知,u′1,w′1

均为4-点.令G′=G-{v,u1,w1},则G′有一个好的染色φ,且 Sφ(u)= Sφ(w)=2,Sφ(u′1)=
Sφ(w′1)=3.令a∈C\(F(u1u′1,u′1)∪Sφ(u)),b∈C\(F(w1w′1,w′1)∪Sφ(w)),c∈C\(F(u1u,u)∪

Sφ(u′1)∪{a}),d∈C\(F(w1w,w)∪Sφ(w′1)∪{b}),e∈C\(F(uv,u)∪Sφ(w)∪{a,c,d}),

f∈C\(F(wv,w)∪Sφ(u)∪{b,c,d,e}).由于dG′(u′1)=dG′(w′1)=3,因此由引理2中3)可知,有

F(u1u′1,u′1)≤6, F((w1w′1,w′1))≤6.又由于dG′(u)=dG′(w)=2,而dG′(u2)=dG′(u3)=
dG′(w2)=dG′(w3)=4,因此由引理2中2)可知,d2u=d2w=0,从而 F(u1u,u)≤2, F(w1w,w)≤
2,F(uv,u)≤2,F(wv,w)≤2.故a,b,c,d,e,f均存在.将边u1u′1 染a,边w1w′1 染b,边u1u染

c,边w1w 染d,边uv染e,边wv染f.易验证u,v,w,u1,w1,u′1,w′1 与其邻点均互斥.因此该染色是

G 的一个好的染色.
上述两种情形均可得到G 的一个好的染色,与G 是极小反例矛盾.证毕.

2.3 权转移

为完成定理的证明,在图G 上进行权转移分析.
令 V(G)=n.对每个顶点v∈V(G),定义v 的初始权值ω(v)=d(v),则初始权值之和为

∑
v∈V(G)

w(v)=∑
v∈V(G)

d(v)<315×n.然后制定权转移规则,对权进行重新分配,在该过程中保持权值的

总和不变.设ω′表示调整后的权函数.将证明对任意顶点v∈V(G)有ω′(v)≥315
,从而推出下列

矛盾:

315×n> ∑
v∈V(G)

ω(v)= ∑
v∈V(G)

ω′(v)≥315×n. (1)

  权转移规则定义如下:

1)2-点从相邻的41-点得到4
5
;2)2-点从相邻的42-点得到2

5
;3)3-点从相邻的4-点得到1

5.

权转移后,每个顶点的终权如下:若v是2-点,则由引理10知,v至少有一个41-邻点.根据权

转移规则1)和2),v的终权ω′(v)≥2+45+
2
5=3

1
5.若v是3-点,则由引理3、引理5和引理6知,

v的邻点均为4-点.根据权转移规则3),v的终权ω′(v)≥3+15×3=3
3
5>3

1
5.

若v是4-点,考虑v是41-点、42-点及v 不含2-邻点3种情形.
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(i)若v是41-点,则由引理9知,v的其余3个邻点均为4-点.根据权转移规则1),v的终权

ω′(v)≥4-45=3
1
5.

(ii)若v是42-点,则由引理9知,v的其余两个邻点均为4-点.根据权转移规则2),v的终权

ω′(v)≥4-25×2=3
1
5.

(iii)若v不含2-邻点,则由引理8知,v至多含有两个3-邻点.根据权转移规则3),v的终权

ω′(v)≥4-15×2=3
3
5>3

1
5.

因此,任意顶点v∈V(G)均有ω′(v)≥315.证毕.
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