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四阶非局部微分方程结点解的全局分歧

杨 鑫 哲
(西安电子科技大学 数学与统计学院,西安710126)

摘要:利用分歧方法,研究四阶Kirchhoff型梁方程两点边值问题

u″″(t)-M∫
1

0
u′ 2d( )tu″(t)=λf(t,u(t)), t∈ (0,1),

u(0)=u(1)=u″(0)=u″(1)=
{ 0

结点解的分歧行为,其中λ∈ℝ是参数,M:[0,∞)→[0,∞)和f:[0,1]×ℝ→ℝ是光滑函

数.当 M 和f 满足适当条件时,获得了其结点解的存在性结果.
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1 引言与主要结果

梁是工程建筑中的基本构件,其静态形变是由四阶微分方程刻画的.本文考虑四阶Kirchhoff型

梁方程两点边值问题

u″″(t)-M∫
1

0
u′ 2d( )tu″(t)=λf(t,u(t)), t∈ (0,1),

u(0)=u(1)=u″(0)=u″(1)=0{ ,
(1)

其中λ∈ℝ是参数,M:[0,∞)→[0,∞)和f:[0,1]×ℝ→ℝ是光滑函数.方程(1)与Berger板

模型[1]



utt+Δ2u+ Q+∫Ω
∇u 2d( )x Δu=e(x,u,ut)

相关,还与一些描述梁在外力e和其他弹力作用下形变平衡状态的模型[2]有关.
修正型d’Alembert波动方程

ρutt- P0

h + E
2L∫

L

0
u′ 2dæ

è
ç

ö

ø
÷x uxx =e(x,u)

是一个二阶非局部方程,其中参数E,ρ,h,L,P0 都是正数并具有实际物理意义.文献[3-5]研究了与生

物动力学和物理学相关的Kirchhoff型模型.

方程(1)的一个显著特征是含有非局部项∫
1

0
u′ 2dt,因此并不是逐点恒等的方程,而是一个非局

部方程,给方程的可解性研究带来困难.当不含非局部项时,关于四阶微分方程正解和结点解(即解的

每个零点都是简单的)的存在性研究已有一些结果[6-9].例如,Ma[6]利用分歧理论研究了四阶微分方程

边值问题

u″″(t)-β(t)u″(t)=a(t)f(u(t)), t∈ (0,1),

u(0)=u(1)=u″(0)=u″(1)={ 0
结点解的存在性,其中:β∈C[0,1]且β(t)<π2;∀t∈[0,1],a∈C([0,1],[0,∞))且在[0,1]的任意

子区间上不恒为0;f∈C(ℝ,ℝ)且对任意s≠0,f(s)s>0.
目前对四阶非局部问题解的分歧行为研究报道较少.Wang[10]证明了在f 次线性增长,M(t)=

a+bt的特殊情况下四阶非局部问题正解的存在性.注意正解可视为结点个数为0的一类特殊的结点

解.由于当边界条件为简单支撑时,四阶微分方程边值问题的正解具有凸性,但对于结点解没有类似

的性质,因此给结点解的研究带来了实质性困难.
本文研究四阶Kirchhoff型梁方程两点边值问题(1)结点解的分歧行为.由于f在无穷远处为次线

性,导致全局分歧理论不能直接使用,因此本文将利用连通分支取极限的方法处理此类情形.
若u,v属于Sobolev空间X∶=W2,2(0,1)∩W1,2

0 (0,1),则其上内积和范数分别为

(u,v)=∫
1

0
u″v″dt,  ‖u‖=∫

1

0
u″ 2d( )t

1/2

.

令E=W1,2
0 (0,1),其上的范数为

‖u‖E =∫
1

0
u′ 2d( )t

1/2

.

  记S+
k 为X 中满足以下条件的函数集合:在开区间(0,1)内恰有(k-1)个结点(即非退化的零点),

且在t=0附 近 取 正.记 S-
k =-S+

k ,而 Sk=S+
k ∪S-

k .在 X 中 它 们 是 互 不 相 交 的 开 集.令

Φ±
k =ℝ×S±

k ,Φk=ℝ×Sk.
本文总假设:
(H1)f(t,0)=0,∀t∈(0,1),a(x)∶=Duf(t,0)>0;

(H2)lim
u→+∞

f(t,u)
u =0;

(H3)存在κ>0,使得f(t,u)≥κu,∀(t,u)∈(0,1)×(0,∞);
(H4)存在m0>0,使得M(t)≥m0,∀t≥0;
(H5)存在M∞>0,使得lim

t→∞
M(t)=M∞.

本文的主要结果如下:
定理1 假设条件(H1),(H2)和(H4)成立.对每个k∈ℕ和v∈{+,-},考虑问题(1)从

(λk,M(0)[a],0)处发出的Sv
k 型解的分支Cv

k⊂Φv
k.

1)若条件(H3)和(H5)也满足,则连通分支Cv
k 连接(∞,∞);

2)若lim
t→∞

M(t)=∞,则ProjℝCv
k=[l,+∞),其中l≤λk,M(0)[a].

推论1 假设(H1),(H2)和(H4)成立.若还满足(H3)和(H5)或成立lim
t→∞

M(t)=∞,则对每个
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k∈ℕ和v∈{+,-},当λ>λk,M(0)[a]时,问题(1)至少有一个Sv
k 型结点解.

注1 四阶微分方程边值问题与二阶边值问题有本质区别.近年来,关于二阶非局部微分方程边

值问题的正解和结点解的存在性和多解性研究已取得了丰富成果[11-13].但关于四阶非局部问题的研究

目前报道还较少,可能是二阶微分方程的解具有凸性,研究解的存在性更便利.此外,对于四阶微分

方程,由非共轭理论可知极大值原理成立的区间是有界的[14].
注2 当M(t)恒为一个常数时,问题(1)即退化为一般的四阶微分方程两点边值问题,因此定理1

相应推广了文献[8]中的定理3.1.

2 预备知识

定义1[15] 令Y 是Banach空间,{Cn n=1,2,…}是Y 中的一列子集,则{Cn n=1,2,…}的上极

限D定义为

D∶=limsup
n→∞

Cn ={x∈Y ∃{ni}⊂ ℕ,xni ∈Cni
使得xni →x}.

  定义2[15] 集合M 中的最大连通子集称为M 的连通分支.
引理1[15] 令Y 是Banach空间,{Cn n=1,2,…}是Y 中的一列连通子集.假设:

1)存在zn∈Cn(n=1,2,…)和z*∈Y,使得zn→z*;

2)lim
n→∞

rn=∞,其中rn=sup{‖x‖ x∈Cn};

3)对每个R>0,(∪
∞

n=1
Cn)∩BR 都是Y 中的相对紧集,其中

BR ={x∈X ‖x‖ ≤R}.
则存在一个无界连通分支C⊂D且z*∈C.

引理2[6] 考虑特征值问题

u″″(t)+β(t)u″(t)=λη(t)u, t∈ (0,1),

u(0)=u(1)=u″(0)=u″(1)=0{ ,
(2)

其中β∈C[0,1]且β(t)<π2,∀t∈[0,1];η∈C([0,1],[0,∞))且在[0,1]的任意子区间上不恒为0.
则:

1)问题(2)有无穷多个特征值,且

0<λ1 <λ2 < … <λk < … → ∞,  k→ ∞;

  2)每个特征值λk 唯一对应的特征函数ϕk 在(0,1)内有(k-1)个简单零点,且在0点附近为正;

3)给定[0,1]的任意子区间,从属于充分大特征值的特征函数在该子区间上一定改变符号;

4)对于每个k∈ℕ,λk 的代数重数为1.
令

f(t,u)=a(t)u+ζ0(t,u),  (t,u)∈ [0,1]×ℝ,

f(t,u)=ζ1(t,u),  (t,u)∈ [0,1]×ℝ.
由条件(H1)和(H2)计算可得

lim
‖u‖→0

ζ0(t,u)
‖u‖ =0,  lim

‖u‖→+∞

ζ1(t,u)
‖u‖ =0.

问题(1)等价于

u″″(t)-M(0)u″= M∫
1

0
u′ 2d( )t -M(0( ))u″+λf(t,u), t∈ (0,1),

u(0)=u(1)=u″(0)=u″(1)=0{ .
(3)

  考虑线性问题

u″″(t)-Au″(t)=e(x), t∈ (0,1),

u(0)=u(1)=u″(0)=u″(1)=0{ .
对给定的A∈(0,∞),定义线性算子TA:L2(0,1)→X 为
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TAe=u.
令T=TA X,则算子T:X→X 是全连续的[6].注意到u∈X 是方程(3)的解当且仅当u是下列算子

方程的解:

u=T[M(‖u‖E
2)-M(0)]u″+λTM(0)a(x)u+λTM(0)(ζ0(·,u)).

  定义算子F:ℝ×X→X 为

F1(λ,u)=[M(‖u‖E
2)-M(0)]u″+λa(x)u+λ(ζ0(·,u)),

F2(λ,u)=[M(‖u‖2E)-M∞]u″+λ(ζ1(·,u)),
则成立

DuF1(λ,0)w=λa(x)w,  DuF2(λ,∞)w=0.
  注3 将方程(3)在u=0处线性化,得

u″″-M(0)u″=λa(t)u, t∈ (0,1),

u(0)=u(1)=u″(0)=u″(1)=0{ .
(4)

由引理2可知,问题(4)的特征值0<λ1,M(0)[a]<λ2,M(0)[a]<…<λk,M(0)[a]<…→+∞,k→∞.对每

个k∈ℕ,λk,M(0)[a]是简单的,对应的特征函数ϕk 在(0,1)内恰好有(k-1)个简单零点,且在0点附近

为正,满足‖ϕk‖=1.
引理3[16] 假设(H1),(H2)和(H4)成立,则问题(1)有一个分歧点为(λk,M(0)[a],0).而且在

ℝ×X中存在两个分离的集合C+
k ⊂Φ+

k 和C-
k ⊂Φ-

k ,组成从(λk,M(0)[a],0)处分歧产生的分支Ck,使得

对每个k∈ℕ和v∈{+,-}成立

ProjℝCv
k ⊂ (0,∞).

  令

c[n](t)=1n
,  f[n](t,u)=c[n]u+ζ1(t,u), (5)

则lim
n→∞

fn=f.下面考虑辅助问题:

u″″(t)-M∫
1

0
u′ 2d( )tu″(t)=λf[n](t,u(t)), t∈ (0,1),

u(0)=u(1)=u″(0)=u″(1)=0{ .
(6)

  注4 将方程(6)在u=∞处线性化,得

u″″-M(0)u″=λc[n](t)u, t∈ (0,1),

u(0)=u(1)=u″(0)=u″(1)=0{ .
(7)

由引理2可知,问题(7)的特征值λk,M∞
[c[n]]是简单的,其对应的特征函数ψk 在(0,1)内恰好有

(k-1)个简单零点,且在0点附近为正,满足‖ψk‖=1.
引理4 假设(H2),(H5)成立,则λk,M∞

[c[n]]是问题(6)在无穷远处唯一的分歧点.进一步,从

(λk,M∞
[c[n]],∞)处发出一条问题(6)的Sv

k 型解的分支.
证明:令z=u/‖u‖2E,则问题(6)等价于方程

z″″-M 1
‖z‖2

æ

è
ç

ö

ø
÷

E
z″=λ‖z‖2Ef[n]t, z

‖z‖2
æ

è
ç

ö

ø
÷

E
=λc[n](t)z+‖z‖2Egt, z

‖z‖2
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

E
. (8)

将方程(8)在u=0处线性化,得

v″″-M∞v″=λc[n](t)v, t∈ (0,1),

v(0)=v(1)=v″(0)=v″(1)=0{ ,
其特征值为λk,M∞

[c[n]](k=1,2,…).因为方程(8)在平凡解处产生的分歧等价于与问题(6)在无穷远

处产生的分歧,所以结论得证.

3 主要结果的证明

下面证明定理1.
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1)由引理3和引理4可知,问题(6)存在从(λk,M(0)[a],0)处分歧产生的无界分支Cv[n]
k ,也是从

(λk,M∞
[c[n]],∞)处产生的无界连通分支.若(λ,u)∈Cv[n]

k ,则λ>0.首先证明Cv[n]
k 连接(λk,M(0)[a],0)

和(λk,M∞
[c[n]],∞).为此只需证明当λ充分大时,Sv

k 型解的不存在性.
事实上,若(λ,u)是问题(6)的解.则

u″″-M(‖u‖2E)u″=λf[n](t,u(t)), t∈ (0,1),

u(0)=u(1)=u″(0)=u″(1)=0{ .
对某些k∈ℕ,υ∈{+,-},反设存在序列{(ηm,um)}⊂Sv

k,ηm→∞,使得

u″″m -M(‖um‖2E)u″m =ηn
f[n](t,um)

um
um,  t∈ (0,1).

因为

ηm
f[n](t,um)

um
≥ηmκ,  m→ ∞,

所以当m 充分大时,um 在(0,1)内必变号无数次,而这与um∈Sv
k 矛盾.因此证得了当λ充分大时,不

存在Sv
k 型解.

在引理1的条件1)中选取z*=(λk,M(0)[a],0)即可.显然

rn =sup{λ +‖y‖ (λ,y)∈Cv[n]
k }=∞

成立,则引理1中条件2)成立.由 Arzela-Ascoli定理和f[n]的定义即得引理1中条件3)也成立.
因此,{Cv[n]

k }的上极限D中包含一个无界连通分支Cv
k,且(λk,M(0)[a],0)∈Cv

k.
下面证明sup{λ (λ,y)∈Cv

k}=∞.反设若sup{λ (λ,y)∈Cv
k}<∞,则存在序列{(μm,ym)}⊂

{Cv
k},使得

lim
m→∞

‖ym‖=∞,  μm ≤c0,

其中常数c0 与k无关.因为(μm,ym)∈{Cv
k},所以成立

y″″m -M(‖ym‖2E)y″m =μm
f(t,ym)

ym
ym, t∈ (0,1),

ym(0)=ym(1)=y″m(0)=y″m(1)=0

ì

î

í

ïï

ïï .
(9)

  令vm(t)=ym(t)/‖ym‖,则‖vm‖=1.因此选取收敛子列并重新编号,存在(μ*,v*)∈
[0,c0]×X,且

‖v*‖=1, (10)
使得

lim
m→∞
(μm,vm)=(μ*,v*).

  由方程(9)和条件(H2)可知下式成立:

v″″* -M(‖v*‖2E)v″* =μ**0, t∈ (0,1),

v*(0)=v*(1)=v″*(0)=v″*(1)=0{ .
则∀t∈[0,1],v* 恒 为0,与 式(10)矛 盾.因 此sup{λ (λ,y)∈Cv

k}=∞.故 连 通 分 支 Cv
k 从

(λk,M(0)[a],0)发出并连接(∞,∞).
2)对给定的k∈ℕ和v∈{+,-},问题(1)仍存在从(λk,M(0)[a],0)处分歧产生的无界分支Cv

k.但

若lim
t→∞

M(t)=∞,则在无穷远处是不产生分歧的.为此,将证明问题(1)的任意Sv
k 型解u 都有先验

估计.
令(λ,u)是问题(1)的Sv

k 型解.在问题(1)中选取u为试验函数,可得

‖u‖2+M(‖u‖2E)‖u‖2E =λ∫
1

0
f(t,u)udt.

由条件(H2)知存在K>0,使得f(t,u)≤Ku,∀u≥0.因此

‖u‖2E +M(‖u‖2E)‖u‖2E ≤ ‖u‖2+M(‖u‖2E)‖u‖2E ≤λK∫
1

0
u2dt≤λK

η1
‖u‖2E, (11)
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即

1+M(‖u‖2E)≤λK
η1
,

其中η1 为以下问题的主特征值:

-u″=ηu, t∈ (0,1),

u(0)=u(1)=0{ .
  因为lim

t→∞
M(t)=∞,所以存在Cη>0,使得‖u‖2E≤Cη.故由式(11)可知‖u‖2 是有先验界的.

最后由于Cv
k 是无界连通分支,故ProjℝCv

k=[l,+∞),其中l≤λk,M(0)[a].定理1证毕.

参 考 文 献

[1] BERGERH M.A New ApproachtotheAnalysisofLargeDeflectionsofPlates [J].JournalofApplied
Mechanics,1955,22(4):465-472.

[2] AROSIOA.AGeometricalNonlinearCorrectiontotheTimoshenkoBeamEquation[J].NonlinearAnalysis:

Theory,Methods&Applications,2001,47(2):729-740.
[3] WUX.ExistenceofNontrivialSolutionsandHighEnergySolutionsforSchrödinger-Kirchhoff-TypeEquationsin

ℝN [J].NonlinearAnalysis:RealWorldApplications,2011,12(2):1278-1287.
[4] ZHANGJ,TANGX H,ZHANG W.ExistenceofMultipleSolutionsofKirchhoffTypeEquationwithSign-

ChangingPotential[J].AppliedMathematicsandComputation,2014,242(1):491-499.
[5] CHENST,TANGX H.InfinitelyManySolutionsforSuper-quadraticKirchhoff-TypeEquationswithSign-

ChangingPotential[J].AppliedMathematicsLetters,2017,67(1):40-45.
[6] MARY.NodalSolutionsofBoundaryValueProblemsofFourth-OrderOrdinaryDifferentialEquations[J].

JournalofMathematicalAnalysisandApplications,2006,319(2):424-434.
[7] ZHANGX G,LIU L S.PositiveSolutionsofFourth-OrderFour-PointBoundary ValueProblems with

p-LaplacianOperator[J].JournalofMathematicalAnalysisandApplications,2007,336(2):1414-1423.
[8] MARY.NodalSolutionsforaFourth-OrderTwo-PointBoundaryValueProblem [J].JournalofMathematical

AnalysisandApplications,2006,314(1):254-265.
[9] RYNNEBP.InfinitelyManySolutionsofSuperlinearFourthOrderBoundaryValueProblems[J].Topological

MethodsinNonlinearAnalysis,2002,19(2):303-312.
[10] WANGJX.ExistenceandUniquenessofPositiveSolutionsforKirchhoffTypeBeam Equations [J/OL].

ElectronicJournalofQualitativeTheoryofDifferentialEquations,(2020-10-31)[2024-10-08].https://doi.org/

10.14232/ejqtde.2020.1.61.
[11] AMBROSETTIA,ARCOYAD.PositiveSolutionsofEllipticKirchhoffEquations[J].AdvancedNonlinear

Studies,2017,17(1):3-15.
[12] FIGUEIREDOGM,MORALES-RODRIGOC,SANTOSJU′NIORJR.StudyofaNonlinearKirchhoffEquation

withNon-homogeneous Material [J].Journalof MathematicalAnalysisand Applications,2014,416(2):

597-608.
[13] LIUF,LUOH,DAIGW.GlobalBifurcationandNodalSolutionsforHomogeneousKirchhoffTypeEquations

[J].ElectronicJournalofQualitativeTheoryofDifferentialEquations,2020,2020:29-1-29-13.
[14] FURTADOMF,DASILVAJPP.PositiveSolutionforanIndefiniteFourth-OrderNonlocalProblem[J].Israel

JournalofMathematics,2021,241(2):991-1000.
[15] MARY,ANYL.GlobalStructureofPositiveSolutionsforSuperlinearSecondOrderm-PointBoundaryValue

Problems[J].TopologicalMethodsinNonlinearAnalysis,2009,34(2):279-290.
[16] MARY,YANM,ZHANGTT.NodalSolutionsforaNonlocalFourthOrderEquationofKirchhoffType[J].

AppliedMathematicsLetters,2025,160:109292-1-109292-6.
(责任编辑:赵立芹)

0101   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第63卷 




