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带粗糙核的参数型 Marcinkiewicz积分
在变指数中心 Morrey空间上的有界性
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摘要:用变指数中心 Morrey空间上函数分解和分层估计方法,并借助带粗糙核的参数型

Marcinkiewicz积分算子在变指数Lebesgue空间上的有界性,给出该类算子在变指数中心

Morrey空间上的有界性.
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目前关于 Marcinkiewicz积分在一些经典函数空间上的有界性研究已有很多结果.例如:Stein[1]

首次提出了ℝn 上与 Littlewood-Paleyg-函数相关的 Marcinkiewicz积分,并证明了它是(p,p)型
(1<p<2)和弱(1,1)型;当Ω∈Sn-1且连续可微时,Benedek等[2]证明了μρ

Ω 是(p,p)型;Ding等[3]证

明了一类具有粗糙核的 Marcinkiewicz积分的加权Lp 有界性;Ding等[4]证明了 Hardy空间上的

Marcinkiewicz积分的Lp 有界性;陈冬香等[5]证明了当Ω∈Lipβ(Sn-1)(0<β≤1)时,由 Marcinkiewicz
积分和Lipschitz生成的交换子从Lebesgue空间到Triebel-Lizorkin空间是有界的;Chen等[6]证明了

当Ω 是 粗 糙 核 时,Marcinkiewicz积 分 算 子 在 Herz空 间 上 是 有 界 的;陆 善 镇 等[7]证 明 了 当

Ω∈L1(Sn-1)是ℝn 上 的 零 次 齐 次 函 数 且 满 足Lq-Dini条 件 时,Marcinkiewicz积 分 交 换 子 是 从

Lebesgue空间到Triebel-Lizorkin空间有界的;王洪彬等[8]证明了当Ω∈Lipβ(Sn-1)(0<β≤1)是零次

齐次函数且∫Sn-1
Ω(x′)dx′=0时,Marcinkiewicz积分及其交换子在变指标Lebesgue空间上的有界性;



Wang[9]证明了当 Ω∈Lipβ(Sn-1)(0<β≤1)时,Marcinkiewicz积 分 算 子 及 其 交 换 子 从 变 指 标

Herz-Hardy空间到变指标Herz空间是有界的;王洪彬[10]证明了当Ω∈Lipβ(Sn-1)(0<β≤1/2)时,

Marcinkiewicz积分算子从变指标Herz-Hardy空间到变指标Herz空间是有界的;陶双平等[11]证明了

当Ω∈Lipβ(Sn-1)(0<β≤1)时,Marcinkiewicz积分算子及其交换子在变指标 Morrey空间上是有界

的;张爱翠等[12]研究了一类带粗糙核的参数型 Marcinkiewicz积分算子与BMO(ℝn)函数生成的交换

子μρ
Ω,b在齐次 Morrey-Herz空间MK̇α,λ

p,q(ℝn)上的有界性;韦营营等[13]证明了 Marcinkiewicz积分交换

子在变指标HerzTriebel-Lizorkin空间上的有界性.Mizuta等[14]引入了变指数非齐次中心 Morrey空

间;Fu等[15]引入了变指数中心BMO空间和中心 Morrey空间,并研究了某些经典算子的有界性.
受上述研究结果的启发,本文研究参数型Marcinkiewicz积分算子在变指数中心Morrey空间上的

有界性.本文C表示与参数无关的常数,在不同之处可取不同值.用 A 和χA 分别表示可测集合

A⊂ℝn 的Lebesgue测度及其上的特征函数,符号f≈g表示存在常数C1,C2>0,使得C1g≤f≤C2g.

1 预备知识

空间Lp(·)
loc (ℝn)定义为Lp(·)

loc (ℝn)∶={f:fχK ∈Lp(·)(ℝn),紧致子集K⊂ℝn}.记p(·):ℝn→
(0,∞),则

p-∶=essinf
x∈ℝn

p(x)>1,  p+∶=esssup
x∈ℝn

p(x).

集合P(ℝn)包含所有满足p->1和p+<∞的p(·);P0(ℝn)包含所有满足p->0和p+<∞的

p(·).对于p(·)∈P0(ℝn),类似可定义空间p′(·).记p′(·)为p(·)的共轭指数,即1/p(·)+
1/p′(·)=1.

设L1loc(ℝn)是ℝn 上所有局部可积函数的集合,给定一个函数f∈L1loc(ℝn),则Hardy-Littlewood
极大算子M 定义为

Mf(x)=sup
r>0

1
Br(x)∫Br(x)

f(y)dy,  ∀x∈ ℝn,

这里

Br(x)={y∈ ℝn:x-y <r}.
  定义1[15] 设p(·)是定义在ℝn 上取值于[1,∞)内的可测函数,则变指数 Lebesgue空间

Lp(·)(ℝn)定义为

Lp(·)(ℝn)∶= f是ℝn 上的可测函数:∫ℝn

f(x)æ

è
ç

ö

ø
÷

λ
p(x)

dx<{ }∞ .

  显然Lp(·)(ℝn)是一个Banach函数空间,其中

‖f‖Lp(·)(ℝn)∶=infλ>0:∫ℝn

f(x)æ

è
ç

ö

ø
÷

λ
p(x)

dx≤{ }1 .

  定义2[15] 设q(·)∈P(ℝn),λ∈ℝ,则变指数中心 Morrey空间定义为

Ḃq(·),λ(ℝn)={f∈Lq(·)
loc (ℝn):‖f‖Ḃq(·),λ(ℝn)< ∞},

其中

‖f‖Ḃq(·),λ(ℝn)=sup
R>0

‖fχB(0,R)‖Lq(·)(ℝn)

B(0,R)λ‖χB(0,R)‖Lq(·)(ℝn)
.

  定义3[16] 给定函数p(·):Ω→ℝn,若存在常数C>0,使得

p(x)-p(y)≤ C
-log(x-y ), x,y∈Ω, x-y ≤ 12

(1)

成立,则称p(·)是局部log-Hölder连续的,并记p(·)∈LH0.若存在C>0,使得对所有的x∈ℝn,
有

p(x)-p(0)≤ C
log(e+1/x ), (2)

则称p(·)在原点处是log-Hölder连续的.当集合Ω 无界时,若存在常数C>0和p∞∈ℝ,使得
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p(x)-p∞ ≤ C
log(e+ x ),  x∈Ω (3)

成立,则称p(·)在无穷远处log-Hölder连续,并记p(·)∈LH∞.若p(·)∈LH0∩LH∞,则称

p(·)是全局log-Hölder连续的,并记p(·)∈LH.
下列条件与条件(3)等价:

p(x)-p(y)≤ C
log(e+ x ), x,y∈Ω, y > x , (4)

当集合Ω 有界时,易验证条件(1)蕴含条件(4).
定义4[12] 设Sn-1为ℝn(n≥2)上具有标准Lebesgue测度的单位球面,Ω∈L1(ℝn-1)是零次齐次

函数,且满足

∫Sn-1
Ω(x′)dδ(x′)=0,

其中x′= x
x
,x≠0.带粗糙核的参数型 Marcinkiewicz积分算子定义为

μρ
Ω(f)(x)=∫

∞

0
Fρ

Ω,t(x)2 dt
t2ρ+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

1/2
,

其中

Fρ
Ω,t(x)=∫x-y ≤t

Ω(x-y)
x-y n-ρf(y)dy.

  引理1(广义Hölder不等式)[17] 设p(·),p1(·),p2(·)∈P(ℝn),则:

1)对任意的f∈Lp(·)(ℝn),g∈Lp′(·)(ℝn),有

∫ℝn f(x)g(x)dx≤rp‖f‖Lp(·)(ℝn)‖g‖Lp′(·)(ℝn),

其中

rp =1+ 1p- - 1p+
;

  2)对任意的f∈Lp1(·)(ℝn),g∈Lp′2(·)(ℝn),若 1
p(x)=

1
p1(x)+

1
p2(x)

,则

‖f(x)g(x)‖Lp(·)(ℝn)≤rp1,p2‖f‖Lp1(·)(ℝn)‖g‖Lp′2(·)(ℝn),
其中

rp1,p2 = 1+ 1p- - 1p
æ

è
ç

ö

ø
÷

+

1/p-

.

  引理2[18] 设p(·)∈B(ℝn),则存在常数C>0,使得对任意的球B∈ℝn,有

C-1 ≤ 1
B ‖χB‖Lp(·)(ℝn)‖χB‖Lp′(·)(ℝn)≤C.

  引理3[18] 若p(·)∈B(ℝn),则存在常数δ1,δ2,C>0,使得对所有的球B⊂ℝn 以及可测集

S⊂B,有

‖χB‖Lp(·)(ℝn)

‖χS‖Lp(·)(ℝn)
≤C B

S
, 
‖χS‖Lp(·)(ℝn)

‖χB‖Lp(·)(ℝn)
≤Cæ

è
ç

ö

ø
÷

S
B

δ1, 
‖χS‖Lp′(·)(ℝn)

‖χB‖Lp′(·)(ℝn)
≤Cæ

è
ç

ö

ø
÷

S
B

δ2
.

  引理4[19] 设p(·)∈P(ℝn)∩LH,则对每个立方体(或球体)Q⊂ ℝn,有

‖χB‖Lp(·)(ℝn)≈
Q 1/p(x), Q ≤2n, x∈Q,

Q 1/p(∞), Q ≥1{ ,
其中p(∞)=lim

x→∞
p(x).

2 主要结果

定理1 设Ω∈Ls(Sn-1),其中1≤s<∞,0<ρ<
n
3s
,μρ

Ω 是一个参数型的 Marcinkiewicz积分算
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子,假设

1
p2(·)+

1
s = 1

p′1(·)
,  p1(·),p2(·),q(·)∈P(ℝn)∩LH,

1
q(·)=

1
p1(·)+

1
p2(·)

,  λ1 <-1,

则μρ
Ω 是从 Ḃp1(·),λ1(ℝn)到 Ḃq(·),λ(ℝn)的有界算子.
对任意给定的R>0,记B(0,R)为B,要证明定理1,只需证明:

‖μρ
Ω(f)χB‖Lq(·)(ℝn)≤C B λ1‖χB‖Lq(·)(ℝn)‖f‖Ḃp1(·),λ1(ℝn),

其中C是一个与R 无关的常数.
证明:首先,将f(x)分解为f1 和f2 两部分:f1=fχ2B,f2=fχ(2B)c.利用 Minkowski不等式,记

‖μρ
Ω(f)χB‖Lq(·)(ℝn)≤ ‖μρ

Ω(f1)χB‖Lq(·)(ℝn)+‖μρ
Ω(f2)χB‖Lq(·)(ℝn)=I1+I2.

  对于I1,由于μρ
Ω 是从Lp(·)(ℝn)到Lp(·)(ℝn)有界的[20].因此由 1

q(·)=
1

p1(·)+
1

p2(·)
和

引理4,可得

I1 ≤C‖μρ
Ω(f1)‖Lp1(·)(ℝn)‖χB‖Lp2(·)(ℝn)≤C‖fχ2B‖Lp1(·)(ℝn)‖χB‖Lp2(·)(ℝn)≤

C‖f‖Ḃp1(·),λ1(ℝn)2B λ1‖χ2B‖Lp1(·)(ℝn)‖χB‖Lp2(·)(ℝn)≤

C B λ1‖f‖Ḃp1(·),λ1(ℝn)‖χB‖Lq(·)(ℝn),
其中

‖χB‖Lp1(·)(ℝn)‖χB‖Lp2(·)(ℝn)≈ B 1/p1(·)+1/p2(·)= B 1/q(·)≈ ‖χB‖Lq(·)(ℝn).
  下面估计I2,记

μρ
Ω(fχ(2B)c)(x)=∫

∞

0∫x-y ≤t

Ω(x-y)
x-y n-ρfχ(2B)cdy

2 dt
t2ρ+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

1/2

≤

∫
x + y

0 ∫x-y ≤t

Ω(x-y)
x-y n-ρfχ(2B)cdy

2 dt
t2ρ+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

1/2

+

∫
∞

x + y∫x-y ≤t

Ω(x-y)
x-y n-ρfχ(2B)cdy

2 dt
t2ρ+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1

1/2

=J1+J2.

  利用 Minkowski不等式,可得

J1 ≤∫ℝn
Ω(x-y)
x-y n-ρ fχ(2B)c∫x-y ≤t≤ x + y

1
t2ρ+1d

æ

è
ç

ö

ø
÷t
1/2

dy≤

∫ℝn
Ω(x-y)
x-y n-ρ fχ(2B)c

1
x-y 2ρ - 1

(x + y )2ρ
1/2

dy=

∫(2B)c
Ω(x-y)
x-y n-ρ f(y) 1

x-y 2ρ - 1
(x + y )2ρ

1/2

dy≤

∑
∞

k=1∫2k+1B\2kB

Ω(x-y)
x-y n-ρ f(y) 1

x-y 2ρ - 1
(x + y )2ρ

1/2

dy.

当x∈B,y∈2k+1B\2kB,k≥1,k∈N*时,有

1
x-y 2

æ

è
ç

ö

ø
÷

ρ

2

+ 1
(x + y )2

æ

è
ç

ö

ø
÷

ρ

2

≥2 1
x-y 2ρ

1
(x + y )2

æ

è
ç

ö

ø
÷

ρ
,

1
x-y 2

æ

è
ç

ö

ø
÷

ρ

2

+ 1
(x + y )2

æ

è
ç

ö

ø
÷

ρ

2

≥ 1
x-y 2ρ

1
(x + y )2ρ,

1
x-y 2

æ

è
ç

ö

ø
÷

ρ

2
(x + y )2ρ+ 1

(x + y )2ρ ≥
1

x-y 2ρ
,

1
x-y 2

æ

è
ç

ö

ø
÷

ρ

2
(x + y )2ρ≥ 1

x-y 2ρ - 1
(x + y )2ρ,

因此

1
x-y 2ρ - 1

(x + y )2ρ ≤
1

x-y 2
æ

è
ç

ö

ø
÷

ρ

2
(x + y )2ρ,
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从而可得

J1 ≤∑
∞

k=1∫2k+1B\2kB

Ω(x-y)
x-y n-ρ f(y)

(x + y )ρ
x-y 2ρ dy≤

∑
∞

k=1∫2k+1B\2kB
Ω(x-y) f(y)

(x + y )ρ
x-y n+ρ dy≤

∑
∞

k=1

(R+2k+1R)ρ(2k-1R)-n-ρ∫2k+1B\2kB
Ω(x-y) f(y)dy,

其中

∫2k+1B\2kB
Ω(x-y) f(y)dy≤C‖Ω(x-y)χ2k+1B(y)‖Lp′1(·)(ℝn)‖fχ2k+1B‖Lp1(·)(ℝn)≤

    C‖Ω(x-y)χ2k+1B(y)‖Ls(ℝn)‖χ2k+1B(y)‖Lp2(·)(ℝn)‖fχ2k+1B‖Lp1(·)(ℝn).
对于x∈B 及y∈2k+1B,x-y∈2k+2B.由Ω 是零次齐次的且Ω∈Ls(Sn-1),可得

‖Ω(x-y)χ2k+1B(y)‖Ls(ℝn)=∫2k+1B
Ω(x-y)sd( )y

1/s

≤∫2k+2B
Ω(z)sd( )y

1/s

=

∫
2k+2R

0 ∫Sn-1
Ω(z′)sdσ(z′)rn-1d( )r

1/s

=

C‖Ω‖Ls(Sn-1)2kB 1/s.
因此,有

J1 ≤C∑
∞

k=1

(R+2k+1R)ρ(2k-1R)-n-ρ‖Ω‖Ls(Sn-1)2kB 1/s‖χ2k+1B‖Lp2(·)(ℝn)‖fχ2k+1B‖Lp1(·)(ℝn)≤

C∑
∞

k=1

(2k+2R)ρ(2k-1R)-n-ρ 2kB 1/s‖χ2k+1B‖Lp2(·)(ℝn)·

‖f‖Ḃp1(·),λ1(ℝn)2k+1B λ1‖χ2k+1B‖Lp1(·)(ℝn)≤

C∑
∞

k=1

(2k+2R)ρ(2k-1R)-n-ρ 2kB 1/s‖f‖Ḃp1(·),λ1(ℝn)2k+1B λ1‖χ2k+1B‖Lp1(·)(ℝn)·

‖χ2k+1B‖Lp′1(·)(ℝn)2k+1B -1/s≤

C∑
∞

k=1

(2k+2R)ρ(2k-1R)-n-ρ 2kB 1/s‖f‖Ḃp1(·),λ1(ℝn)2k+1B λ1 2k+1B 2k+1B -1/s≤

C‖f‖Ḃp1(·),λ1(ℝn) B λ1∑
∞

k=1
2-(n+ρ)(k-1)+n(λ1+1)(k+1)-(n/s)(k+1)+nk/s+(k+2)ρ≤

C‖f‖Ḃp1(·),λ1(ℝn) B λ1∑
∞

k=1
2-n(k-1)+n(λ1+1)(k+1)-n/s+3ρ≤C B λ1‖f‖Ḃp1(·),λ1(ℝn).

  当 2k+1B ≤2n,x∈2k+1B 时,由引理4和 1
p2(·)+

1
s=

1
p′1(·)

,有

‖χ2k+1B‖Lp2(·)(ℝn)≈ 2k+1B 1/p2(x)≈ ‖χ2k+1B‖Lp′1(·)(ℝn)2k+1B -1/s,
当 2k+1B ≥1时,有

‖χ2k+1B‖Lp2(·)(ℝn)≈ 2k+1B 1/p2(∞)≈ ‖χ2k+1B‖Lp′1(·)(ℝn)2k+1B -1/s,
因此

‖χ2k+1B‖Lp2(·)(ℝn)≈ ‖χ2k+1B‖Lp′1(·)(ℝn)2k+1B -1/s.
  下面估计J2.利用 Minkowski不等式,有

J2 ≤∫ℝn
Ω(x-y)
x-y n-ρ fχ(2B)c∫

∞

x + y

1
t2ρ+1d

æ

è
ç

ö

ø
÷t
1/2

dy≤

∫ℝn
Ω(x-y)
x-y n-ρ fχ(2B)c

1
x-y ρdy=∫(2B)c

Ω(x-y)
x-y n-ρ f(y) 1

x-y ρdy≤
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∑
∞

k=1∫2k+1B\2kB

Ω(x-y)
x-y n-ρ f(y) 1

x-y ρdy≤

∑
∞

k=1∫2k+1B\2kB
Ω(x-y) f(y) 1

x-y ndy≤∑
∞

k=1

(2k-1R)-n∫2k+1B\2kB
Ω(x-y) f(y)dy≤

C∑
∞

k=1

(2k-1R)-n‖Ω‖Ls(Sn-1)2kB 1/s‖χ2k+1B‖Lp2(·)(ℝn)‖fχ2k+1B‖Lp1(·)(ℝn)≤

C∑
∞

k=1

(2k-1R)-n 2kB 1/s‖χ2k+1B‖Lp2(·)(ℝn)·‖f‖Ḃp1(·),λ1(ℝn)2k+1B λ1‖χ2k+1B‖Lp1(·)(ℝn)≤

C∑
∞

k=1

(2k-1R)-n 2kB 1/s‖f‖Ḃp1(·),λ1(ℝn)2k+1B λ1‖χ2k+1B‖Lp1(·)(ℝn)·

‖χ2k+1B‖Lp′1(·)(ℝn)2k+1B -1/s≤

C∑
∞

k=1

(2k-1R)-n 2kB 1/s‖f‖Ḃp1(·),λ1(ℝn)2k+1B λ1 2k+1B 2k+1B -1/s≤

C‖f‖Ḃp1(·),λ1(ℝn) B λ1∑
∞

k=1
2-n(k-1)+n(λ1+1)(k+1)-(n/s)(k+1)+nk/s≤

C‖f‖Ḃp1(·),λ1(ℝn) B λ1∑
∞

k=1
2-n(k-1)+n(λ1+1)(k+1)-n/s≤C B λ1‖f‖Ḃp1(·),λ1(ℝn),

因此

μρ
Ω(fχ(2B)c(x))≤C B λ1‖f‖Ḃp1(·),λ1(ℝn).

于是有

I2=‖(μρ
Ω(fχ(2B)c))χB‖Lq(·)(ℝn)≤C B λ1‖f‖Ḃp1(·),λ1(ℝn)‖χB‖Lq(·)(ℝn).

  结合I1 和I2 的估计,有

‖μρ
Ω(f)χB‖Lq(·)(ℝn)≤C B λ1‖χB‖Lq(·)(ℝn)‖f‖Ḃp1(·),λ1(ℝn),

则

‖μρ
Ω(f)‖Ḃq(·),λ(ℝn)≤C‖f‖Ḃp1(·),λ1(ℝn).

证毕.
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