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一类二维奇摄动反应扩散方程
空间对照结构型解

吴 潇,郄佳音,谢 峰
(东华大学 数学与统计学院,上海201620)

摘要:考虑一类具有不连续反应项的二维奇异摄动反应扩散问题.首先,用空间对照结构理

论、边界层函数法、光滑缝接法和渐近微分不等式方法等,构造该问题具有内部层和边界层

的解直到n阶的渐近展开式,其中n为任意常数;其次,证明其具有内部层的解的存在性和

局部渐近稳定性,并构造解的高精度渐近展开式;最后,将所得理论结果应用到一个数值算

例中.
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具有不连续反应项的奇摄动反应扩散方程在流体力学、化学、生物学等领域建模中应用广泛,
例如:自动波波阵面在有障碍物的介质中的传播过程[1-2];温度在水和空气之间的传播过程[3];超导异

质纳米结构中载流子波函数的模拟[4]等.该类方程的解通常会在不连续处产生大梯度跳跃,即内部层

现象,从而可有效反映对应的物理变量在介质界面上的变化过程.通常将该类方程具有内部层的解称

为空间对照结构型解.因此,关于不连续的奇摄动反应扩散问题的研究备受关注.文献[5-8]用边界层



函数法和渐近微分不等式方法,研究了具有不连续反应项的一维奇摄动反应扩散问题,证明了其具有

内部层的解的存在性和渐近稳定性,并构造了解的渐近展开式;文献[9-10]通过引入局部坐标变换,
将上述方法推广到具有不连续非线性项的二维奇摄动反应扩散问题稳态方程的研究中,证明了其空间

对照结构型稳态解的存在性,构造了稳态解的渐近展开式,并证明了稳态解的局部稳定性.
本文考虑一类具有不连续反应项的二维奇异摄动反应扩散方程Newman边值问题,其中反应项

间断的位置曲线随时间周期变化.先用边界层函数法和空间对照结构理论构造边值问题具有内部层和

边界层的周期解高精度渐近展开式,再用渐近微分不等式方法证明其解的存在性和局部渐近稳定性,
并给出其周期解的稳定性条件.

1 边值问题及假设条件

考虑下列具有不连续反应项的二维奇摄动反应扩散周期边值问题:

ε2 Δu-∂u∂
æ

è
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÷

t =f(u,x,y,t,ε),(x,y)∈D, t∈ ℝ,

∂u
∂n ∂D

=u0(x,y,t), (x,y)∈∂D, t∈ ℝ,

u(x,y,t)=u(x,y,t+T), (x,y)∈췍D, t∈ ℝ,

(1)

其中Δ=∂
2

∂x2+
∂2
∂y2

为Laplace算子,D 为xOy 平面上具有光滑边界∂D 的单连通区域,0<ε≪1为小参

数,n是曲线∂D 关于边界区域D 的外法线.
假设存在一条完全位于区域D 内的简单光滑闭曲线C(t),t∈ℝ,满足

x=̂x(θ(t)), y=̂y(θ(t)), t∈ ℝ,
其中θ(t)是一个T 周期光滑函数.曲线C(t)将区域D 分为两部分:以曲线C(t)为边界的区域记作

D(-);以曲线C(t)和曲线∂D 为边界的区域记作D(+).下面给出相关的假设条件.
假设1 假设函数f(u,x,y,t,ε)满足

f(u,x,y,t,ε)=
f(-)(u,x,y,t,ε),u∈Iu, (x,y)∈췍D(-), t∈ ℝ,

f(+)(u,x,y,t,ε),u∈Iu, (x,y)∈췍D(+), t∈ ℝ{ ,

其中Iu 为u 的取值区间,f(-)(u,x,y,t,ε)和f(+)(u,x,y,t,ε)为充分光滑的函数,满足

f(-)(u,̂x(θ(t)),̂y(θ(t)),t,ε)≠f(+)(u,̂x(θ(t)),̂y(θ(t)),t,ε), u∈Iu, t∈ ℝ.
  假设2 假设退化方程f(∓)(u,x,y,t,0)=0分别在区域D(∓)中有充分光滑的退化解φ

(∓)(x,y,t),
且函数φ

(∓)(x,y,t)在曲线C(t)上满足下列不等式:

φ
(-)(̂x(θ(t)),̂y(θ(t)),t)>φ

(+)(̂x(θ(t)),̂y(θ(t)),t),  t∈ ℝ.
  假设3 假设函数f(∓)(u,x,y,t,ε)满足

f(-)
u (φ

(-)(x,y,t),x,y,t,0)>0, (x,y)∈D(-), t∈ ℝ,

f(+)
u (φ

(+)(x,y,t),x,y,t,0)>0, (x,y)∈D(+), t∈ ℝ.
  本文证明问题(1)存在一个光滑解u(x,y,t,ε),满足在区域D(-)内趋向退化解u=φ

(-)(x,y,t),
在区域D(+)内趋向退化解u=φ

(+)(x,y,t),并在曲线C(t)的小邻域内从退化解u=φ
(-)(x,y,t)附近

迅速变化到退化解u=φ
(+)(x,y,t)附近.为研究曲线C(t)小邻域内解的性质,先引入坐标变换(r,α),

满足

x=̂x(θ(t))-rsinα,  y=̂y(θ(t))+rcosα,
其中:α(θ)是曲线C(t)上的内法线与y轴之间的夹角,满足

sinα=̂yθ((̂xθ)2+ (̂yθ)2)-1/2,  cosα=̂xθ((̂xθ)2+ (̂yθ)2)-1/2;

r 表示曲线C(t)一个邻域内的点 M(x,y)沿法线到该曲线的距离.假设r满足:r>0,M∈D(-);

r=0,M∈C(t);r<0,M∈D(+).
考虑辅助方程
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dz
dζ

=f(w,θ,t),  dwdζ
=z, (2)

其中f(u,θ,t)∶=f(u,̂x(θ(t)),̂y(θ(t)),t,0),θ和t可视为参数.根据假设2,辅助方程(2)在相平面

(w,z)内有两个平衡点(φ
(-)(θ,t),0)和(φ

(+)(θ,t),0),这里φ
(∓)(θ,t)∶=φ

(∓)(̂x(θ(t)),̂y(θ(t)),t),且
两个平衡点对应的特征方程为

λ2-f(∓)
u (φ

(∓)(θ,t),θ,t)=0.
这两个特征方程分别存在两个符号互异的特征根:

λ(∓)
1 = f(∓)

u (φ
(∓)(θ,t),θ,t)>0,  λ(∓)

2 =- f(∓)
u (φ

(∓)(θ,t),θ,t)<0.
因此平衡点(φ

(-)(θ,t),0)和(φ
(+)(θ,t),0)都是鞍点.于是在相平面(z,w)内,本文假设平衡点

(φ
(∓)(θ,t),0)的稳定流形和不稳定流形如下.
假设4 假设鞍点(φ

(-)(θ,t),0)的不稳定流形可表示为z=～z(-)(ζ,θ,t),w=～w
(-)(ζ,θ,t),并与

w=p∈(φ
(-)(θ,t),φ

(+)(θ,t))相交.特别地,相交点对应于辅助系统在ζ=0处的值,且鞍点对应于辅

助系统在ζ=-∞处的值.类似地,鞍点(φ
(+)(θ,t),0)的稳定流形可表示为z= ～z(+)(ζ,θ,t),

w=～w(+)(ζ,θ,t),并与w=p∈(φ
(-)(θ,t),φ

(+)(θ,t))相交.相交点对应于辅助系统在ζ=0处的值,且

鞍点对应于辅助系统在ζ=+∞处的值.
鞍点(φ

(-)(θ,t),0)的不稳定流形和鞍点(φ
(+)(θ,t),0)的稳定流形可分别表示为

～z(-)(w,θ,t)= 2∫
w

φ
(-)(θ,t)

f(-)(ψ,θ,t)dψ,

～z(+)(w,θ,t)= 2∫
w

φ
(+)(θ,t)

f(+)(ψ,θ,t)dψ.

(3)

  定义函数

H(p,θ,t)=∫
p

φ
(-)(θ,t)

f(-)(ψ,θ,t)dψ-∫
p

φ
(+)(θ,t)

f(+)(ψ,θ,t)dψ,

满足下列假设:
假设5 假设方程 H(p,θ,t)=0存在唯一解p0(θ,t)∈(φ

(-)(θ,t),φ
(+)(θ,t)),且

∂H
∂p
(p0(θ,t),θ,t)=f(-)(p0(θ,t),θ,t)-f(+)(p0(θ,t),θ,t)<0,  t∈ ℝ. (4)

  假设4和假设5表明在鞍点(φ
(-)(θ,t),0)和(φ

(+)(θ,t),0)之间有相连接的异宿轨,且由该异宿轨

可得下列问题的解存在:

∂2～u
∂ξ2

=f(∓)(～u,θ,t), ～u(0,θ,t)=p0(θ,t), ～u(∓∞,θ,t)=φ
(∓)(θ,t).

2 形式渐近展开式

下面用边界层函数法构造问题(1)的形式渐近展开式.首先,分别考虑问题(1)在区域 D(-)和

D(+)内的子问题:

ε2 u(-)-∂u
(-)

∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

t =f(-)(u(-),x,y,t,ε), (x,y)∈D(-), t∈ ℝ,

u(-)(̂x(θ),̂y(θ),t)=p(θ,t,ε), t∈ ℝ,
u(-)(x,y,t)=u(-)(x,y,t+T), (x,y)∈췍D(-), t∈ ℝ,

(5)

和

ε2 u(+)-∂u
(+)

∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

t =f(+)(u(+),x,y,t,ε), (x,y)∈D(+), t∈ ℝ,

u(+)(̂x(θ),̂y(θ),t)=p(θ,t,ε), t∈ ℝ,
∂u(+)

∂n ∂D
=u0(x,y,t), (x,y)∈∂D, t∈ ℝ,

u(+)(x,y,t)=u(+)(x,y,t+T), (x,y)∈췍D(+), t∈ ℝ,

(6)

其中p(θ,t,ε)为待定函数,满足
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p(θ,t,ε)=p0(θ,t)+εp1(θ,t)+ε2p2(θ,t)+…. (7)

  分别构造问题(5)和问题(6)的形式渐近展开式为

U(-)(x,y,t,ε)=u(-)(x,y,t,ε)+Q(-)(ξ,θ,t,ε),

U(+)(x,y,t,ε)=u(+)(x,y,t,ε)+Q(+)(ξ,θ,t,ε)+R(η,γ,t,ε),
其中:函数u(∓)(x,y,t,ε)为展开式的正则项,满足

u(∓)(x,y,t,ε)=u(∓)
0 (x,y,t)+εu(∓)

1 (x,y,t)+…+εku(∓)
k (x,y,t)+…; (8)

函数Q(∓)(ξ,θ,t,ε)为曲线C(t)邻域内的内部层项,满足

Q(∓)(ξ,θ,t,ε)=Q(∓)
0 (ξ,θ,t)+εQ(∓)

1 (ξ,θ,t)+…+εkQ(∓)
k (ξ,θ,t)+…, (9)

这里ξ=r/ε,且内部层项必须满足Q(∓)(∓∞,θ,t,ε)=0;函数R(η,γ,t,ε)为曲线∂D 邻域内的边界层

项,满足

R(η,γ,t,ε)=R0(η,γ,t)+εR1(η,γ,t)+…+εkRk(η,γ,t)+…, (10)
这里(r1,γ)为曲线∂D 邻域内的局部坐标,η=r1/ε,且边界层项必须满足R(+∞,γ,t,ε)=0.结合

U(-)和U(+),可得问题(1)的形式渐近展开式为

U(x,y,t,ε)=
U(-)(x,y,t,ε),(x,y,t)∈췍D(-)×ℝ,

U(+)(x,y,t,ε),(x,y,t)∈췍D(+)×ℝ{ .
  将形式渐近展开式U(∓)分别代入问题(5)和问题(6),并根据快慢不同尺度进行分离,可分别得确

定正则项、内部层项和边界层项的方程.
2.1 正则项

确定渐近展开式U(∓)(x,y,t,ε)中正则项u(∓)(x,y,t,ε)的方程为

ε2 Δu(∓)-∂u
(∓)

∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

t =f(∓)(u(∓),x,y,t,ε). (11)

先将正则项表达式(8)代入方程(11),再将右端函数展开成关于小参数ε幂级数的形式,并比较方程两

边ε的各阶系数可得确定正则项系数u(∓)
i (x,y,t)(i≥0)的方程.确定正则项u(∓)(x,y,t,ε)中首次项

系数u(∓)
0 (x,y,t)的方程为

f(∓)(u(∓)
0 ,x,y,t,0)=0,  (x,y,t)∈췍D(∓)×ℝ. (12)

易见,方程(12)是退化方程.因此,由假设1可得正则项的首次项系数为

u(∓)
0 (x,y,t)=φ

(∓)(x,y,t),  (x,y,t)∈췍D(∓)×ℝ.
  同理,确定系数uk(x,y,t)(k≥1)的方程为

f(∓)
u (x,y,t)u(∓)

k (x,y,t)=h(∓)
k (x,y,t),  (x,y,t)∈췍D(∓)×ℝ, (13)

其中:f(∓)
u (x,y,t)∶=f(∓)(φ

(∓)(x,y,t),x,y,t,0),记号f(∓),f(∓)
ε ,f(∓)

uu ,f(∓)
uε ,f(∓)

εε 有类似的表达式;

h(∓)
k (x,y,t)为由ui(x,y,t)(0≤i≤k-1)构成的已知函数,例如,

h(∓)
1 =-f(∓)

ε ,

h(∓)
2 =Δu(∓)

0 -∂u
(∓)
0

∂t -12f
(∓)
uuu(∓)2

1 -f(∓)
uεu(∓)

1 -12f
(∓)
εε .

由假设3可知方程(13)的解为

u(∓)
i (x,y,t)=h(∓)

i (x,y,t)
f(∓)

u (x,y,t)
,  (x,y,t)∈췍D(∓)×ℝ.

2.2 内部层项

为便于计算,先将问题(1)中的微分算子转化为关于变量(ξ,θ,t)的形式:

ε2Δ-ε2 ∂∂t=∂
2

∂ξ2
-ε x̂θ̂yθθ -̂yθ̂xθθ

(̂x2θ +̂y2θ)(x̂2θ +̂y2θ -εξαθ)
∂
∂ξ

+

ε2 εξαθθ x̂2
θ +̂y2θ -̂yθ̂yθθ -x̂θ̂yθθ

(x̂2θ +̂y2θ -εξαθ)3 x̂2θ +̂y2θ
-θ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
út
∂
∂θ+
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ε2 1
(x̂2θ +̂y2θ -εξαθ)2

∂2
∂θ2-ε2 ∂∂t. (14)

将式(14)等号右边偏导数的系数按Taylor级数展开,可得

ε2Δ-ε2 ∂∂t=∂
2

∂ξ2
-εK(θ,t)∂∂ξ

-ε2 ∂∂t+∑
∞

i=2
εiLi,

其中K(θ,t)= x̂θ̂yθθ-̂yθ̂xθθ

((̂xθ)2+(̂yθ)2)3/2
,Li 表示变量ξ和θ的一阶或二阶线性微分算子.因此,确定渐近展

开式U(∓)(x,y,t,ε)内部过渡层项(9)的方程为

∂2Q(∓)

∂ξ2
-εK(θ,t)∂Q

(∓)

∂ξ
-ε2∂Q

(∓)

∂t +∑
∞

i=2
εiLiQ(∓)=

f(∓)(u(∓)+Q(∓),̂x-εξsinα,̂y+εξcosα,t,ε)-
f(∓)(u(∓),̂x-εξsinα,̂y+εξcosα,t,ε), (15)

u(∓)θ,t,( )ε +Q(∓)(0,θ,t,ε)=p(θ,t,ε),  Q(∓)(∓∞,θ,t,ε)=0.
类似地,将内部层项(9)代入方程(15),并将右端函数展开成关于小参数ε幂级数的形式,比较方程两

边ε的各阶系数可得确定内部层各阶项系数Q(∓)
i (x,y,t)(i≥0)的方程.确定内部层零阶项系数函数

Q(∓)
0 (ξ,θ,t)的边值问题为

∂2Q(∓)
0

∂ξ2
=f(∓)(φ

(∓)(θ,t)+Q(∓)
0 ,̂x(θ(t)),̂y(θ(t)),t,0),

φ
(∓)(θ,t)+Q(∓)

0 (0,θ,t)=p0(θ,t), Q(∓)
0 (∓∞,θ,t)=0.

(16)

引入记号

～u(ξ,θ,t)=
φ
(-)(θ,t)+Q(-)

0 (ξ,θ,t),ξ≥0, t∈ ℝ,

φ
(+)(θ,t)+Q(+)

0 (ξ,θ,t),ξ≤0, t∈ ℝ{ ,

Φ(-)(ξ,θ,t)=
∂～u
∂ξ
, ξ≥0; Φ

(+)(ξ,θ,t)=
∂～u
∂ξ
, ξ≤0, t∈ ℝ.

于是问题(16)可写为

∂2～u
∂ξ2

=f(∓)(～u,θ,t),

～u(0,θ,t)=p0(θ,t), ～u(∓∞,θ,t)=φ
(∓)(θ,t).

(17)

由假设4可知,边值问题(17)的解 ～u(ξ,θ,t)存在,并满足

～u(ξ,θ,t)-φ
(+)(θ,t)<χexp{-κξ },  t∈ ℝ,

其中χ和κ为与小参数ε无关的正常数.因此,内部层零阶项系数Q(∓)
0 (ξ,θ,t)满足指数估计

Q(∓)
0 (ξ,θ,t)<χexp{-κξ }. (18)

  同理,确定内部层项k阶函数Q(∓)
k (ξ,θ,t)(k≥1)的边值问题为

∂2Q(∓)
k

∂ξ2
-췍f(∓)

u (ξ,θ,t)Q
(∓)
k =Qkf(∓)(ξ,θ,t),

Q(∓)
k (0,θ,t)+u(∓)

k (θ,t)=pk(θ,t), Q(∓)
k (∓∞,θ,t)=0,

(19)

其中:
췍f(∓)(ξ,θ,t)∶=f

(∓)(～u(∓)(ξ,θ,t),θ,t,0),  f
(∓)(θ,t)∶=f(∓)(φ

(∓)(θ,t),θ,t,0),
记号췍f(∓)

u (ξ,θ,t),췍f
(∓)
r (ξ,θ,t),췍f

(∓)
ε (ξ,θ,t),f

(∓)
u (θ,t),f(∓)

r (θ,t)和f(∓)
ε (θ,t)有类似表达式;函数

Qkf(∓)(ξ,θ,t)为由u(∓)
i (x,y,t)(0≤i≤k)和Q(∓)

j (ξ,θ,t)(0≤j≤k-1)构成的已知函数,满足类似

式(18)的指数估计,例如,

Q1f(∓)(ξ,θ,t)=K(θ,t)∂Q
(∓)
0

∂ξ
+(췍f(∓)

u (ξ,θ,t)-f(∓)
u (θ,t))u(∓)

1 (θ,t)+∂φ
(∓)

∂r
(θ,t)æ

è
ç

ö

ø
÷ξ +

(췍f(∓)
r (ξ,θ,t)-f(∓)

r (θ,t))ξ+췍f(∓)
ε (ξ,θ,t)-f(∓)

ε (θ,t).
易见,问题(19)是一个线性非齐次边值问题.因此问题(19)的解为
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Q(∓)
k (ξ,θ,t)=(pk(θ,t)-u(∓)

k (θ,t))(Φ(∓)(0,θ,t))-1Φ(∓)(ξ,θ,t)+

Φ(∓)(ξ,θ,t)∫
ξ

0
(Φ(∓)(η,θ,t))-2∫

η

∓∞
Φ(∓)(σ,θ,t)Qkf(∓)(σ,θ,t)dσdη. (20)

显然,函数Q(∓)
k (ξ,θ,t)满足指数估计 Q(∓)

k (ξ,θ,t)<χexp{-κξ }.
为得到问题(1)光滑的形式渐近展开式,函数U(-)(x,y,t,ε)和U(+)(x,y,t,ε)需在曲线C(t)上满

足光滑缝接条件:

ε∂U
(-)

∂n0 C(t)
=ε∂U

(+)

∂n0 C(t)
. (21)

于是,将式(8)和式(9)代入条件(21),可得

ε∂φ
(-)

∂r
(θ,t)+ε2∂u

(-)
1

∂r
(θ,t)+…+∂Q

(-)
0

∂ξ
(0,θ,t)+ε∂Q

(-)
1

∂ξ
(0,θ,t)+…=

ε∂φ
(+)

∂r
(θ,t)+ε2∂u

(+)
1

∂r
(θ,t)+…+∂Q

(+)
0

∂ξ
(0,θ,t)+ε∂Q

(+)
1

∂ξ
(0,θ,t)+…. (22)

比较式(22)等号两端ε0 的系数,可得零次光滑缝接条件:

∂Q(-)
0

∂ξ
(0,θ,t)=∂Q

(+)
0

∂ξ
(0,θ,t)⇔Φ(+)(0,θ,t)=Φ(-)(0,θ,t).

因此,由假设5可知函数p0(θ,t)的值唯一确定.
同理,可得k次光滑缝接条件:

∂u(-)
k-1

∂r
(θ,t)+∂Q

(-)
k

∂ξ
(0,θ,t)=∂u

(+)
k-1

∂r
(θ,t)+∂Q

(+)
k

∂ξ
(0,θ,t). (23)

结合式(20)和式(23),可得

pk(θ,t)= ∂H
∂p
(p0(θ,t),θ,tæ

è
ç

ö

ø
÷)

-1

Gk(θ,t), (24)

其中

Gk(θ,t)=u(-)
k f(-)(p0(θ,t),θ,t)-u(+)

k f(+)(p0(θ,t),θ,t)+

∫
0

+∞
Φ(+)(σ,θ,t)Qkf(+)(σ,θ,t)dσ-∫

0

-∞
Φ(-)(σ,θ,t)Qkf(-)(σ,θ,t)dσ+

∂u(+)
k-1

∂r
(θ,t)Φ(+)(0,θ,t)-∂u

(-)
k-1

∂r
(θ,t)(-)(0,θ,t).

显然,Gk(θ,t)为已知函数.
2.3 边界层项

假设边界曲线∂D 的方程满足下列形式:

x=～x(γ),  y=～y(γ),
其中γ为参数.在曲线∂D 的邻域内引入坐标变换(r1,β),满足

x=～x(γ)-r1sinβ,  y=～y(γ)+r1cosβ,
其中:β(γ)为曲线∂D 的内法线与y 轴之间的夹角,且

sinβ=～yγ((～yγ)2+(～xγ)2)-1/2,  cosβ=～xγ((～yγ)2+(～xγ)2)-1/2;

r1 表示曲线∂D 一个邻域内的点M(x,y)沿法线到该曲线的距离.假设r满足:r>0,M∈D(+);

r=0,M∈∂D.
将问题(1)的微分算子写成关于变量η,γ和t的形式:

ε2Δ-ε2 ∂∂t=∂
2

∂η2
-εβγ( ～x2γ + ～y2γ -εηβγ)-1 ∂∂η

+

ε2εηβγγ( ～x2γ + ～y2γ)- ～xγ～xγγ - ～yγ～yγγ

( ～x2γ + ～y2γ -εηβγ)3 ～x2γ + ～y2
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

γ

∂
∂γ+

ε2( ～x2γ + ～y2γ -εηβγ)-2 ∂
2

∂γ2-ε2 ∂∂t=
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∂2
∂η2

-εK(γ,t)∂∂η
-ε2 ∂∂t+∑

∞

i=2
εiLi, (25)

其中K(γ,t)=
～xγ～yγγ-～yγ～xγγ

((～yγ)2+(～xγ)2)3/2
,Li 表示变量η 和γ 的一阶或二阶线性微分算子.确定边界层项

R(η,γ,t,ε)的方程和边界条件为

∂2R
∂η2

-εK(γ,t)∂R∂η
-ε2∂R∂t+∑

∞

i=2
εiLiR=f(+)(u(+)+R,x,y,t,ε)-f(+)(u(+),x,y,t,ε),

∂(u(+)+R)
∂n ∂D

=u0(x,y,t), R(+)(+∞,γ,t,ε)=0.
(26)

  类似于内部层项以及文献[11]中边界层项的计算过程,可依次得到边界层项的各阶表达式,且满

足指数估计.

3 解的存在性

下面用微分不等式方法[12-14]证明边值问题(1)解u(x,y,t,ε)的存在性,并给出解u(x,y,t,ε)与所

构造渐近展开式之间的误差估计.根据函数f(∓)(u,x,y,t,ε)的光滑性,可得式(8)~(10)任意阶的系

数,定义前n项和的表达式为

Un(x,y,t,ε)=
U(-)

n (x,y,t,ε),(x,y,t)∈췍D(-)×ℝ,

U(+)
n (x,y,t,ε),(x,y,t)∈췍D(+)×ℝ{ ,

其中

U(-)
n (x,y,t,ε)=∑

n

i=0
εi(u(-)

i (x,y,t)+Q(-)
i (ξ,θ,t)), (x,y,t)∈췍D

(-)×ℝ, ξ≥0,

U(+)
n (x,y,t,ε)=∑

n

i=0
εi(u(+)

i (x,y,t)+Q(+)
i (ξ,θ,t)+Ri(η,γ,t)), (x,y,t)∈췍D

(+)×ℝ, ξ≤0.

从而可得下列关于问题(1)解的存在性定理.
定理1 如果假设1~假设5成立,则对充分小的ε>0,边值问题(1)存在具有内部层和边界层的

解u(x,y,t,ε),且满足

u(x,y,t,ε)-Un(x,y,t,ε)<Cεn+1,  (x,y,t)∈췍D×ℝ,
其中C为与ε无关的正常数.

证明:若存在周期连续函数α(x,y,t,ε)和β(x,y,t,ε)满足下列条件:

1)α(x,y,t,ε)<β(x,y,t,ε),(x,y,t)∈췍D×ℝ;

2)Lεβ∶=ε2β-∂β∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

t -f(β,x,y,t,ε)≤0≤Lεα,(x,y,t)∈D×ℝ;

3)∂β∂n ∂D
≤u0(x,y,t)≤∂α∂n ∂D

,(x,y)∈∂D,t∈ℝ;

4)∂β∂r r=0-
≥∂β∂r r=0+

,∂α
∂r r=0-

≤∂α∂r r=0+
,t∈ℝ.

则根据文献[15-16]可知,它们分别是问题(1)的下解和上解,且问题(1)的解u(x,y,t,ε)存在,满足

α(x,y,t,ε)≤u(x,y,t,ε)≤β(x,y,t,ε).
因此,构造函数

β(x,y,t,ε)=

β
(-)
n+1(x,y,t,ε)=U(-)

n+1+εn+1(μ+q(-)(ξ,θ,t)),

       (x,y,t)∈췍D(-)×ℝ,ξ≥0;

β
(+)
n+1(x,y,t,ε)=U(+)

n+1+εn+1(μ+q(+)(ξ,θ,t)+Rβ(η,γ,t)),

       (x,y,t)∈췍D(+)×ℝ,ξ≤0,η≥0,γ∈ [0,L

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ],

(27)

和
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α(x,y,t,ε)=

α(-)
n+1(x,y,t,ε)=U(-)

n+1-εn+1(μ+q(-)(ξ,θ,t)),

       (x,y,t)∈췍D(-)×ℝ,ξ≥0;

α(+)
n+1(x,y,t,ε)=U(+)

n+1-εn+1(μ+q(+)(ξ,θ,t)+Rα(η,γ,t)),

       (x,y,t)∈췍D(+)×ℝ,ξ≤0,η≥0,γ∈ [0,L

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ],

(28)

其中μ为正常数,函数q(∓)(ξ,θ,t),Rβ(η,γ,t)和Rα(η,γ,t)为待定函数.
函数q(∓)(ξ,θ,t)用于消除由常数μ 导致的内部层(n+1)次项系数的变化.因此,确定函数

q(∓)(ξ,θ,t)的边值问题为

∂2q(∓)

∂ξ2
-췍f(∓)

u (ξ,θ,t)q
(∓)=qf(∓)(ξ,θ,t),

q(∓)(0,θ,t)+μ=δ, q(∓)(∓∞,θ,t)=0,
(29)

其中qf(∓)(ξ,θ,t)=μ(췍f
(∓)
u (ξ,θ,t)-f

(∓)
u (θ,t))-de-κ ξ ,这里d和κ为待定正常数.易见问题(29)

的解为

q(∓)(ξ,θ,t)=(δ-μ)(Φ(0,θ,t))-1Φ
(∓)(ξ,θ,t)+

Φ(∓)(ξ,θ,t)∫
ξ

0
(Φ(∓)(η,θ,t))-2∫

η

∓∞
Φ(∓)(σ,θ,t)qf(∓)(σ,θ,t)dσdη. (30)

因此,选取适当正数δ,d和κ,使得δ-μ>0,qf
(∓)(ξ,θ,t)<0,从而可得q(∓)(ξ,θ,t)恒为正数.函数

Rβ(η,γ,t)和Rα(η,γ,t)用于弥补由常数μ导致的边界层(n+1)次项系数的变化.类似文献[11]的方法

可得函数Rβ(η,γ,t)和Rα(η,γ,t),并选取合适的常数使得函数Rβ(η,γ,t)和Rα(η,γ,t)恒为正.
下面证明函数β(x,y,t,ε)和α(x,y,t,ε)分别是问题(1)的上解和下解.在区域췍D(-)和췍D(+)内,有

β
(-)(x,y,t,ε)-α(-)(x,y,t,ε)=εn+1(2μ+2q(-)(ξ,θ,t))+O(εn+2)>0,

β
(+)(x,y,t,ε)-α(+)(x,y,t,ε)=εn+1(2μ+2q(+)(ξ,θ,t)+Rβ(η,γ,t)+Rα(η,γ,t))+O(εn+2)>0.

于是,函数β(x,y,t,ε)和α(x,y,t,ε)满足条件1).
下面证明函数β(x,y,t,ε)满足条件2),由函数β(x,y,t,ε)的表达式,有

Lεβ=-εn+1(μf
(∓)
u (θ,t)+de-κ ξ )+O(εn+2)<0. (31)

因此函数β(x,y,t,ε)满足条件2).同理可得函数α(x,y,t,ε)也满足条件2).
由函数β(x,y,t,ε)和α(x,y,t,ε)的构造易知条件3)成立.
对于条件4),函数β(x,y,t,ε)满足

∂β
∂r r=0-

-∂β∂r r=0+
=εn ∂q(-)

∂ξ
(0,θ,t)-∂q

(+)

∂ξ
(0,θ,tæ

è
ç

ö

ø
÷)+O(εn+1)=

εnΦ-1(0,θ,t)(f(-)(p0(θ,t),θ,t)-f(+)(p0(θ,t),θ,t))×
[(δ-μ)+Γ(θ,t)]+O(εn+1),

其中

Γ(θ,t)=∫
0

-∞
Φ(-)(σ,θ,t)qf(-)(σ,θ,t)dσ-∫

0

+∞
Φ(+)(σ,θ,t)qf(+)(σ,θ,t)dσ

f(-)(p0(θ,t),θ,t)-f(+)(p0(θ,t),θ,t)
.

由假设5知,可选取δ满足δ≥μ+max
t∈ℝ

(θ,t)使得等号右边的表达式为正.因此,函数β(x,y,t,ε)满

足条件4).同理可证函数α(x,y,t,ε)也满足条件4).
综上可知,问题(1)的解u(x,y,t,ε)存在,且满足

α(x,y,t,ε)≤u(x,y,t,ε)≤β(x,y,t,ε). (32)
进一步,由条件1)~4)和上下解的构造可知,解u(x,y,t,ε)与渐近展开式前n项和Un(x,y,t,ε)之间

的误差估计为

u(x,y,t,ε)-Un(x,y,t,ε)<Cεn+1,  (x,y,t)∈췍D×ℝ.

4 解的局部渐近稳定性

下面讨论问题(1)周期解u(x,y,t,ε)的局部渐近稳定性.先考虑下列奇摄动反应扩散方程初边值
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问题:

Lεv=ε2 Δv-∂v∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

t -f(v,x,y,t,ε)=0, (x,y)∈D, t∈ ℝ+,

∂v
∂n ∂D

=u0(x,y,t), (x,y)∈∂D, t∈ ℝ+,

v(x,y,0,ε)=v0(x,y,ε), (x,y)∈D, t∈ ℝ+.

(33)

易见问题(1)的周期解u(x,y,t,ε)是问题(33)关于初值v0(x,y,ε)=u(x,y,0,ε)的解.因此,可给出下

列解的局部渐近稳定性定理.
定理2 如果假设1~假设5成立,则对充分小的ε,问题(1)的周期解u(x,y,t,ε)是局部渐近稳

定的,且吸引域为

α(∓)
1 (x,y,t,ε)≤u(x,y,t,ε)≤β

(∓)
1 (x,y,t,ε),

其中函数α(∓)
1 (x,y,t,ε)和β

(∓)
1 (x,y,t,ε)分别为n=0情形下式(28)和式(27)的形式.

证明:构造下列函数:
～α(x,y,t,ε)=u(x,y,t,ε)+(α(x,y,t,ε)-u(x,y,t,ε))e-ρt,
～β(x,y,t,ε)=u(x,y,t,ε)+(β(x,y,t,ε)-u(x,y,t,ε))e-ρt,

其中ρ>0,α(x,y,t,ε)和β(x,y,t,ε)分别是边值问题(1)的下解和上解.下面证明函数 ～α(x,y,t,ε)和
～β(x,y,t,ε)分别是初边值问题(33)的下解和上解.

由函数 ～α(x,y,t,ε)和 ～β(x,y,t,ε)的构造以及函数α(x,y,t,ε)和β(x,y,t,ε)的性质可知,函数

～α(x,y,t,ε)和 ～β(x,y,t,ε)满足定理1证明中的条件1),3),4).

下面证明函数 ～β(x,y,t,ε)满足定理1证明中的条件2).将算子Lε 作用于函数 ～β(x,y,t,ε),可得

Lε
～β=ε2 Δ～β-∂

～β
∂

æ

è
ç

ö

ø
÷

t -f(～β,x,y,t,ε)=

Lεβe-ρt+ε2ρ(β-u)e-ρt+f*
uu(θ2e-ρt-θ1)(β-u)2e-ρt=

-ε(μf
(∓)
u (θ,t)+de-κ ξ )e-ρt+O(ε2)e-ρt <0,

其中f*
uu=fuu(u+θ2(β-u)e-ρt+θ3(θ2e-ρt-θ1)(β-u)),0<θ1,θ2,θ3<1.因此可知函数 ～β(x,y,t,ε)满

足条件2).同理,可证函数 ～α(x,y,t,ε)也满足条件2).

由文献[16]知,如果问题(33)的初值满足 ～α(x,y,0,ε)≤v0(x,y,ε)≤ ～β(x,y,0,ε),则函数

～α(x,y,t,ε)和 ～β(x,y,t,ε)分别是问题(33)的下解和上解.因此对充分小的ε,初边值问题(33)的解

v(x,y,t,ε)存在,并满足

v(x,y,t,ε)-u(x,y,t,ε)≤ ～β(x,y,t,ε)- ～α(x,y,t,ε)≤

β(x,y,t,ε)-α(x,y,t,ε)e-ρt ≤Cεn+1e-ρt,
故对固定的0<ε≪1,有

lim
t→+∞

v(x,y,t,ε)-u(x,y,t,ε)=0.

证毕.

5 实 例

考虑下列边值问题:

ε2 Δu-∂u∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

t =f(u,x,y,t), x2+y2 <16, t∈ ℝ,

∂u
∂n x2+y2=16

=0,

u(x,y,t)=u(x,y,t+π),

(34)

其中
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f(u,x,y,t)=
u-(x2+y2)(sin2t+1), x2+y2 <4(sin2t+1),

u-sin
2t+1

x2+y2
, 4(sin2t+1)<x2+y2 <16

ì

î

í
ïï

ïï .

曲线C(t)的方程为x2+y2=4(sin2t+1),满足x̂=2 sin2t+1cosθ,̂y=2 sin2t+1sinθ.通过求解

f(u,x,y,t)=0,可得φ
(∓)(x,y,t)的形式为

φ
(-)(x,y,t)=(x2+y2)(sin2t+1), x2+y2 <4(sin2t+1),

φ
(+)(x,y,t)=sin

2t+1
x2+y2

, 4(sin2t+1)<x2+y2 <16,

并可得φ
(∓)(x,y,t)在曲线C(t)上的值为

φ
(-)(t)=4(sin2t+1)2,  φ

(+)(t)=14.

由于φ
(-)(t)>φ

(+)(t)和f(∓)
u =1>0,所以满足假设2和假设3.易得正则项零次项系数的表达式为

u0(x,y,t)=
(x2+y2)(sin2t+1), x2+y2 <4(sin2t+1),

sin2t+1
x2+y2

, 4(sin2t+1)<x2+y2 <16

ì

î

í
ïï

ïï .

  在曲线C(t)的一个邻域内,将坐标(x,y)通过以下变换转化为(ξ,θ):

x=2 sin2t+1cosθ-εξcosθ,  y=2 sin2t+1sinθ-εξsinθ.
确定Q(∓)

0 的方程为

∂2Q(∓)
0

∂ξ2
=Q(∓)

0 , Q(∓)
0 (0,t)=p0(t)-φ

(∓)(t), Q(∓)
0 (∓∞,t)=0. (35)

易见方程(35)为二阶线性非齐次方程,解得

Q(-)
0 (ξ,t)=(p0(t)-4(sin2t+1)2)eξ,  Q(+)

0 (ξ,t)= p0(t)-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
4 e-ξ.

通过匹配条件(22),可得p0(t)的表达式为

p0(t)=2(sin2t+1)2+18.

类似可得边界层零次项系数为R0(η,γ,t)=0.
综上可知,问题(34)解的零阶渐近展开式为

췍U0(x,y,t)=
(x2+y2)(sin2t+1)+ -2(sin2t+1)2+æ

è
ç

ö

ø
÷

1
8 eξ, x2+y2 <4(sin2t+1),

sin2t+1
x2+y2 + 2(sin2t+1)2-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
8 e-ξ, 4(sin2t+1)<x2+y2 <16

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ,

其中ξ=(sin2t+1- x2+y2)/ε.

图1 t=0时问题(34)的解的零阶渐近近似图像

Fig.1 Pictureofzeroorderasymptoticapproximation
ofsolutiontoproblem(34)whent=0

图2 t=0时问题(34)的解的零阶渐近近似俯视图

Fig.2 Verticalviewofzeroorderasymptoticapproximation
ofsolutiontoproblem(34)whent=0

图1~图8分别为当t=0,π/4,π/2,3π/4时问题(34)的解的零阶渐近近似图像及俯视图.由图1
~图8易见,问题(34)的解在曲线C(t)附近发生跳跃,在区域D(-)内趋向退化解u=φ

(-)(x,y,t),在
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区域D(+)内趋向退化解u=φ
(+)(x,y,t),且解内部层的位置随时间周期变化.

图3 t=π/4时问题(34)的解的零阶渐近近似图像

Fig.3 Pictureofzeroorderasymptoticapproximation
ofsolutiontoproblem(34)whent=π/4

图4 t=π/4时问题(34)的解的零阶渐近近似俯视图

Fig.4 Verticalviewofzeroorderasymptoticapproximation
ofsolutiontoproblem(34)whent=π/4

图5 t=π/2时问题(34)的解的零阶渐近近似图像

Fig.5 Pictureofzeroorderasymptoticapproximation
ofsolutiontoproblem(34)whent=π/2

图6 t=π/2时问题(34)的解的零阶渐近近似俯视图

Fig.6 Verticalviewofzeroorderasymptoticapproximation
ofsolutiontoproblem(34)whent=π/2

图7 t=3π/4时问题(34)的解的零阶渐近近似图像

Fig.7 Pictureofzeroorderasymptoticapproximation
ofsolutiontoproblem(34)whent=3π/4

图8 t=3π/4时问题(34)的解的零阶渐近近似俯视图

Fig.8 Verticalviewofzeroorderasymptoticapproximation
ofsolutiontoproblem(34)whent=3π/4

综上所述,本文研究了一类具有不连续反应项的二维奇异摄动反应扩散方程的空间对照结构型

解.首先,用空间对照结构理论和边界层函数法,结合渐近微分不等式方法和光滑缝接法,构造了边

值问题具有内部层和边界层的解直到n阶的渐近展开式,其中n为任意常数;其次,证明了边值问题

空间对照结构型解的存在性和局部渐近稳定性,并给出了稳定性条件;最后,给出一个实例,由图像

清晰可见解在曲线C(t)处发生了跳跃,表明这类应用问题可使用本文算法构造的渐近解进行分析,
加强了具有二维奇摄动反应扩散方程的数学模型问题在多领域中的作用.
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