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一类图邻接矩阵的行列式及积和式

马 海 成
(广东科技学院 通识教育学院,广东 东莞523668;青海民族大学 数学与统计学院,西宁810007)

摘要:基于图上的Sachs子图计算图邻接矩阵的行列式与积和式的一个公式,分别给出计算

图邻接矩阵的行列式与积和式的一个删点的递推公式,并利用这些递推公式,分别给出计算

彩球图邻接矩阵的行列式与积和式的方法.结果表明,彩球图邻接矩阵的行列式等于一个

具有16个变量的函数的全微分,彩球图邻接矩阵的积和式等于一个具有4个变量的函数的全

微分.
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Abstract:Aformulaforcalculatingthedeterminantandpermanentoftheadjacencymatrixofagraph
basedonSachssubgraphsonthegraphwasgiven,theauthorgaveavertex-deletionrecursiveformula
forcalculatingthedeterminantandpermanentoftheadjacencymatrixofthegraphrespectively,and
usedtheserecursiveformulastoprovideamethodforcalculatingthedeterminantandpermanentof
theadjacencymatrixofthecolor-ballgraphrespectively.Theresultsshowthatthedeterminantofthe
adjacencymatrixofthecolor-ballgraphisequaltothetotaldifferentialofafunction with16
variables,andthepermanentoftheadjacencymatrixofthecolor-ballgraphisequaltothetotal
differentialofafunctionwith4variables.
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1 引言与预备知识

本文仅考虑有限无向的简单图.设G 是一个n 阶图,V(G)和E(G)分别表示它的点集和边集,其

邻接矩阵定义为A(G)=(aij)n×n,如果点i和j邻接,则aij=1,否则aij=0.矩阵A(G)=(aij)n×n的

行列式及积和式分别由下式给出:

det(A)=∑
σ∈Sn

sign(σ)∏
n

i=1
ai,σ(i),  Per(A)=∑

σ∈Sn
∏
n

i=1
ai,σ(i),



这里,Sn 是集合{1,2,…,n}上所有置换构成的对称群,置换σ的符号sign(σ)当σ偶置换时取值1,
奇置换时取值-1.

图邻接矩阵的行列式与图谱有关,关于图谱的研究目前已有很多成果[1-2],但精确计算出邻接矩

阵行列式的研究报道较少.图邻接矩阵的积和式与该图的完美匹配数有关[3].许多置换计数问题也易

转化为矩阵的积和式的计算问题[3].因此,对积和式的计算备受关注[4-14].虽然矩阵积和式的定义与

行列式的定义相似,也有许多相似性质,但积和式与行列式有本质不同,Valiant[4]证明了(0,1)-矩阵

积和式的计算属于NP-难问题中一类#P-完全问题.因此,文献[5]研究了如何改变矩阵的元素,使得

积和式的计算转化为行列式.文献[6-7]研究了(0,1)-矩阵积和式取得极值的问题.文献[8-9]等研究

了积和式的近似计算及算法问题.本文未定义的概念和符号参见文献[1].
图G 的每个分支都是孤立边或圈的子图称为G 的基本子图.图G 包含所有点的基本子图称为支

撑基本子图或Sachs子图.仅有孤立边组成的支撑基本子图称为图G 的完美匹配.显然,具有完美匹

配的图的点数一定是偶数.对图邻接矩阵的行列式与积和式有如下结果.
引理1[1] 设G 是有n 个点的图,其邻接矩阵为A(G),则

det(A(G))=(-1)n∑
H∈H

(-1)p(H)2c(H),

这里H表示图G 所有Sachs子图构成的集合,p(H)表示图 H 中分支的数目,c(H)表示图 H 中圈的

数目.

引理2[10] 设G 是有n 个点的图,其邻接矩阵为A(G),则Per(A(G))=∑
H∈H
2c(H),这里 H表示

图G的所有Sachs子图构成的集合,c(H)表示图 H 中圈的数目.
引理3[1] 设G=G1∪G2∪…∪Gk,这里Gi(i=1,2,…,k)是图G 的连通分支,则

det(A(G))=∏
k

i=1
det(A(Gi)).

  引理4[5] 设G=G1∪G2∪…∪Gk,这里Gi(i=1,2,…,k)是图G 的连通分支,则

Per(A(G))=∏
k

i=1
Per(A(Gi)).

图1 图Q(m,n)

Fig.1 GraphQ(m,n)

  基于引理1和引理2,本文给出图邻接矩阵的

行列式与积和式一个删点的递推公式,并利用该递

推公式给出一类彩球图邻接矩阵的行列式与积和式

的计算公式.用Kn,Pn 和Cn 分别表示n 个点的完

全图、路和圈.圈Cm 上的一点与路Pn 上的一点黏

结后得到的图称为Q-图,记为 Q(m,n)(m≥3,

n≥1),如图1所示.显然 V(Q(m,n))=m+
n-1.若n≥2,则Q(m,n)中存在唯一的一个1度点,称为悬挂点,若n=1,则此时Q(m,n)=Cm,指

图2 彩球图ψ(Q(m1,n1),Q(m2,n2),…,Q(mk,nk))

Fig.2 Color-ballgraphψ(Q(m1,n1),Q(m2,n2),…,Q(mk,nk))

定其上的任一点为悬挂点,将k个图Q(mi,ni)的悬

挂点黏结成一个点后形成的图称为彩球图,记为

ψ(Q(m1,n1),Q(m2,n2),…,Q(mk,nk)),其黏结点

称为中心点,记为W,如图2所示.
将图Q(m,n)按m,n被模4除的余数分为如下

16类:Ωij={Q(m,n)m≡i(mod4),n≡j(mod4)},

i=0,1,2,3,j=0,1,2,3.在 构 成 彩 球 图

ψ(Q(m1,n1),Q(m2,n2),…,Q(mk,nk))的 k 个

Q(m,n)中,属 于 Ωij 的 有sij 个.本 文 将 证 明

det(A(ψ(Q(m1,n1),Q(m2,n2),…,Q(mk,nk))))等
于16个变量的函数
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在xi,j=pi,j-1(mod4),dxi,j=pi,j(i=0,1,2,3;j=0,1,2,3)处的全微分dy,其中pi,j值列于表1.
表1 参数pi,j的值det(A(Q(m,n))),m≡i(mod4),n≡j(mod4)

Table1 det(A(Q(m,n)))valuesofparameterspi,j,m≡i(mod4),n≡j(mod4)

m
n

0(mod4) 1(mod4) 2(mod4) 3(mod4)

0(mod4) p0,0=0 p0,1=0 p0,2=0 p0,3=0
1(mod4) p1,0=1 p1,1=2 p1,2=-1 p1,3=-2
2(mod4) p2,0=0 p2,1=-4 p2,2=0 p2,3=4
3(mod4) p3,0=-1 p3,1=2 p3,2=1 p3,3=-2

  将图 Q(m,n)按 m,n 被 模2除 的 余 数 分 为 如 下4类:Γij={Q(m,n)m≡i(mod2),

n≡j(mod2)},i=0,1,j=0,1.在构成彩球图ψ(Q(m1,n1),Q(m2,n2),…,Q(mk,nk))的k个Q(m,n)
中,属于Γij的有tij个.本文证明Per(A(ψ(Q(m1,n1),Q(m2,n2),…,Q(mk,nk))))等于4个变量的函

数z=xt00
00x

t10
10x

t01
01x

t11
11在xi,j=qi,j-1(mod2),dxi,j=qi,j(i=0,1;j=0,1)处的全微分dz,其中qi,j值列于

表2.
表2 参数qi,j的值Per(A(Q(m,n))),m≡i(mod2),n≡j(mod2)

Table2 Per(A(Q(m,n)))valuesofparametersqi,j,m≡i(mod2),n≡j(mod2)

m
n

0(mod2) 1(mod2)

0(mod2) q0,0=0 q0,1=4
1(mod2) q1,0=1 q1,1=2

2 图邻接矩阵的行列式(积和式)删点的递推公式

定理1 设u∈V(G),则

det(A(G))=-∑
v~u
det(A(G-u-v))-2∑

C∈C(u)
(-1)V(C) det(A(G-V(C)),

这里第一个和式取遍点u的所有邻点v,第二个和式取遍C(u)中的所有圈C,其中C(u)是图G 中包含

点u的所有圈的集合.
证明:设H是图G 的Sachs子图的集合.H可分为两类:一类是点u处在一个孤立边上,这种

Sachs子图构成的集合记为H1;另一类是点u处在一个孤立圈上,这种Sachs子图构成的集合记为H2,
则H1∪H2=H.

对任意的 H∈H1,点u处在H 的一个分支K2 上,K2 在G 中对应的两个端点为u,v,令 H′=
H-V(K2).则 H′是图G-u-v 的一个Sachs子图,这里v~u.反之,当v 取遍u 的所有邻点,

G-u-v的任意Sachs子图 H′并上一条孤立边,即可得G 的H1 中一个Sachs子图.显然 H 与H′是

一一对应的,且p(H′)=p(H)-1,c(H′)=c(H).
由引理1知,H′对det(A(G-u-v))的贡献是(-1)n-2(-1)p(H′)2c(H′),而H 对det(A(G))的贡献是

(-1)n(-1)p(H)2c(H)=-(-1)n-2(-1)p(H′)2c(H′).

于是H1 中所有 H 对det(A(G))的总贡献为-∑
vi~u

det(A(G-u-vi)).

对任意的 H∈H2,点u处在H 的一个圈分支C 上,令 H″=H-V(C).则 H″是图G-V(C)的
一个Sachs子图.反之,当C∈C(u)时,G-V(C)的任意Sachs子图 H″并上圈C,即可得G 的H2 中

一个Sachs子图.显然 H 与H″是一一对应的,且p(H′)=p(H)-1,c(H′)=c(H)-1.
由引理1知,H″对det(A(G-V(C)))的贡献是(-1)n-V(C)(-1)p(H″)2c(H″),而 H 对det(A(G))的

贡献是

(-1)n(-1)p(H)2c(H)=-2(-1)V(C) (-1)n- V(C) (-1)p(H″)2c(H″).
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于是H2 中所有 H 对det(A(G))总贡献为-2∑
C∈C(u)

(-1)V(C) det(A(G-V(C))).证毕.

定理2 设u∈V(G),则

Per(A(G))=∑
v~u
Per(A(G-u-v))+2∑

C∈C(u)
Per(A(G-V(C))),

这里第一个和式取遍点u的所有邻点v,第二个和式取遍C(u)中所有圈C.
定理2的证明与定理1类似,故略.

3 彩球图邻接矩阵的行列式

引理5 1)det(A(Pn))=
0, n≡1(mod2),

1, n≡0(mod4),

-1,n≡2(mod4

ì

î

í

ïï

ïï );

2)det(A(Cm))=
0, m≡0(mod4),

-4,m≡2(mod4),

2 m≡1(mod2)

ì

î

í

ïï

ïï .
证明:1)若n为奇数,则图Pn 中不存在Sachs子图,det(A(Pn))=0.若n为偶数,则图Pn 中只

有一个Sachs子图(完美匹配)n
2K2,由引理1知,

det(A(Pn))=(-1)n(-1)n/2=(-1)n/2=
1, n≡0(mod4),

-1,n≡2(mod4){ .
  2)若m 为奇数,则图Cm 中只有一个Sachs子图Cm,由引理1知,det(A(Cm))=(-1)m(-1)×

2=2.若m 为偶数,则图Cm 中有两种Sachs子图:一种是圈Cm,另一种是两个完美匹配m
2K2,

由引理1有

det(A(Cm))=(-1)m[-2+(-1)m/2×2]=
0, m≡0(mod4),

-4,m≡2(mod4){ .
证毕.

引理6 若m≡i(mod4),n≡j(mod4),则det(A(Q(m,n)))=pi,j,其中pi,j见表1.
证明:若n=1,则

det(A(Q(m,1)))=det(A(Cm))=
0, m≡0(mod4),

-4,m≡2(mod4),

2, m≡1(mod2)

ì

î

í

ïï

ïï .
若n≥3为奇数,则对图Q(m,n)的1度点使用定理1,得

det(A(Q(m,n)))=-det(A(Q(m,n-2)))=(-1)(n-1)/2det(A(Q(m,1)))=
det(A(Q(m,1))), n≡1(mod4),

-det(A(Q(m,1))),n≡3(mod4){ .
若n≥2为偶数,则对图Q(m,n)的1度点使用定理1,得

det(A(Q(m,n)))=-det(A(Q(m,n-2)))=(-1)n/2det(A(Pm-1))=
det(A(Pm-1)), n≡0(mod4),

-det(A(Pm-1)),n≡2(mod4){ .
再利用引理5,结论得证.

由表1可见,图Q(m,n)邻接矩阵的行列式仅与m,n被4除的余数有关,因此,将图Q(m,n)按
m,n被模4除的余数分为如下16类:Ωij={Q(m,n)m≡i(mod4),n≡j(mod4)},i=0,1,2,3,

j=0,1,2,3.在构成图ψ(Q(m1,n1),Q(m2,n2),…,Q(mk,nk))的k个Q(m,n)中,属于Ωij的有sij个,
将图ψ(Q(m1,n1),Q(m2,n2),…,Q(mk,nk))简记为
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ψ′(s00,s10,s20,s30,s01,s11s21,s31,s02,s12,s22,s32,s03,s13,s23,s33),  ∑
3

i=0
∑
3

j=0
sij =k.

  根据定义,图Q(m,0)和Q(m,-1)没有实际意义,为叙述方便需约定Q(m,0)和Q(m,-1)邻接

矩阵的行列式分别等于图Q(m,4)和Q(m,3)邻接矩阵的行列式,即分别为表1的第2列和第5列:

det(A(Q(m,0)))=

0, m≡0(mod4),

1, m≡1(mod4),

0, m≡2(mod4),

-1,m≡3(mod4

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï );

  det(A(Q(m,-1)))=

0, m≡0(mod4),

-2,m≡1(mod4),

4, m≡2(mod4),

-2,m≡3(mod4)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï .

由引理5及表1知,下列3个引理显然成立.
引理7 det(A(Pm-1))=det(A(Q(m,0)))=pm(mod4),0.
引理8 设m≥3为整数,则2(det(A(Pm-2))+(-1)m)=det(A(Q(m,-1)))=pm(mod4),3.
引理9 pi,j-2(mod4)=-pi,j(i,j=0,1,2,3).

n元函数y=f(x1,x2,…,xn)的全微分dy=∂f∂x1dx1+
∂f
∂x2dx2+

…+∂f∂xn
dxn,将(x1,x2,…,xn)=

(a1,a2,…,an),(dx1,dx2,…,dxn)=(b1,b2,…,bn)代入dy后得到的值dy
(x1,x2,…,xn)=(a1,a2,…,an)

(dx1,dx2,…,dxn)=(b1,b2,…,bn)
称为

函数在点(x1,x2,…,xn)=(a1,a2,…,an)处增量为(dx1,dx2,…,dxn)=(b1,b2,…,bn)的全微分.
定理3 设彩球图 G=ψ′(s00,s10,s20,s30,s01,s11,s21,s31,s02,s12,s22,s32,s03,s13,s23,s33),函数

y=xs00
00x

s10
10x

s20
20x

s30
30x

s01
01x

s11
11x

s21
21x

s31
31x

s02
02x

s12
12x

s22
22x

s32
32x

s03
03x

s13
13x

s23
23x

s33
33 是16个变量的函数,则det(A(G))等于函

数y在xi,j=pi,j-1(mod4),dxi,j=pi,j(i,j=0,1,2,3)处的全微分dy,其中pi,j值见表1.
证明:对图G 的中心点W 使用定理1.
1)若G=ψ(Q(m1,n1),Q(m2,n2),…,Q(mk,nk))中ni 均大于等于2,则中心点W 不在图G 的任

何圈上.由定理1知,det(A(G))=-∑
v~W
det(A(G-W -v)).

当中心点W 的邻点v 在分杈Q(m′,n′)上的一点,而Q(m′,n′)∈Ωi′j′,即m′≡i′(mod4),n′≡
j′(mod4)时,由引理3知,

-det(A(G-W -v))=-det
(A(Q(m′,n′)-W -v))
det(A(Q(m′,n′)-W)) ∏

3

i=0
∏
3

i=0
∏

Q(m,n)∈Ωij

det(A(Q(m,n)-W)),

其中

Q(m,n)-W =Q(m,n-1)∈Ωi,j-1(mod4), det(A(Q(m,n)-W))=det(A(Q(m,n-1)))=pi,j-1(mod4).
  ① 当图Q(m′,n′)中n′=2时,Q(m′,n′)-W-v=Pm′-1,由引理7知

det(A(Q(m′,n′)-W -v))=det(A(Pm′-1))=det(A(Q(m′,0)))=pi′,j′-2(mod4);

  ② 当图Q(m′,n′)中n′>2时,

Q(m′,n′)-W -v=Q(m′,n′-2),

det(A(Q(m′,n′)-W -v))=det(A(Q(m′,n′-2)))=pi′,j′-2(mod4).
  综合①和②知,对于n′≥2,均有

-det(A(G-W -v))= -det
(A(Q(m′,n′)-W -v))
det(A(Q(m′,n′)-W)) ∏

3

i=0
∏
3

j=0
∏

Q(m,n)∈Ωij

det(A(Q(m,n)-W))=

-pi′,j′-2(mod4)

pi′,j′-1(mod4)
∏
3

i=0
∏
3

j=0
∏

Q(m,n)∈Ωij

det(A(Q(m,n)-W))=

-pi′,j′-2(mod4)

pi′,j′-1(mod4)
∏
3

i=0
∏
3

j=0
psij

i,j-1(mod4)
, (1)

则

det(A(G))=-∑
v~W
det(A(G-W -v))=-∑

3

i′=0
∑
3

j′=0
si′j′

pi′,j′-2(mod4)

pi′,j′-1(mod4)
∏
3

i=0
∏
3

j=0
psij

i,j-1(mod4)
,
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由引理9知,

det(A(G))=∑
3

i′=0
∑
3

j′=0
si′j′

pi′,j′

pi′,j′-1(mod4)
∏
3

i=0
∏
3

j=0
psij

i,j-1(mod4)=dy xij=pi,j-1(mod4),dxij=pi,j,i=0,1,2,3,j=0,1,2,3.

  2)若 G=ψ(Q(m1,n1),Q(m2,n2),…,Q(mk,nk))中存在ni=1,则不妨设n1=1,此时,

Q(m1,n1)=Cm1
,中心点W 在圈Cm1

上,设W 在圈Cm1
上的两个邻点为v1,v2,再假设Q(m1,1)∈

Ωi′,1,即m1≡i′(mod4),使用定理1,在计算det(A(G))时,圈Cm1
上的贡献值(与圈Cm1

有关的3个

和项)为

-det(A(G-W -v1))-det(A(G-W -v2))-2(-1)V(Cm1
) det(A(G-V(Cm1

)). (2)
式(2)的第一项

det(A(G-W -v1))=det
(A(Q(m1,n1)-W -v1))
det(A(Q(m1,n1)-W)) ∏

3

i=0
∏
3

j=0
∏

Q(m,n)∈Ωij

det(A(Q(m,n)-W)),

其中det(A(Q(m1,n1)-W-v1))=det(A(Pm1-2
)).若n=1,则由引理7,有

Q(m,n)-W =Pm-1,  det(A(Q(m,n)-W))=det(A(Pm-1))=det(A(Q(m,0))).
若n>1,则

Q(m,n)-W =Q(m,n-1),  det(A(Q(m,n)-W))=det(A(Q(m,n-1))).
于是,对于n≥1,均有

det(A(G-W -v1))=
det(A(Pm1-2

))
pi′,0 ∏

3

i=0
∏
3

j=0
psij

i,j-1(mod4).

同理式(2)的第二项

det(A(G-W -v2))=
det(A(Pm1-2

))
pi′,0 ∏

3

i=0
∏
3

j=0
psij

i,j-1(mod4)
,

而式(2)的第三项

det(A(G-V(Cm1
)))= 1

det(A(Q(m1,n1)-W))∏
3

i=0
∏
3

j=0
∏

Q(m,n)∈Ωij

det(A(Q(m,n)-W))=

1
pi′,0∏

3

i=0
∏
3

j=0
psij

i,j-1(mod4).

则由引理8知,

-det(A(G-W -v1))-det(A(G-W -v2))-2(-1)V(Cm1
) det(A(G-V(Cm1

)))=

-
2det(A(Pm1-2

))+2(-1)m1

pi′,0 ∏
3

i=0
∏
3

j=0
psij

i,j-1(mod4)=

-det
(Q(m1,-1))

pi′,0 ∏
3

i=0
∏
3

j=0
psij

i,j-1(mod4)=

-pi′,3

pi′,0∏
3

i=0
∏
3

j=0
psij

i,j-1(mod4). (3)

  比较式(1)和式(3)可见,无论中心点W 是否在一个分杈的圈上,使用定理1计算的每个分杈上

贡献值均为-pi′,j′-2(mod4)

pi′,j′-1(mod4)
∏
3

i=0
∏
3

j=0
psij

i,j-1(mod4)
,故

det(A(G))=-∑
v~u
det(A(G-u-v))-2∑

C∈C(u)
(-1)V(C) det(A(G-V(C)))=

-∑
3

i′=0
∑
3

j′=0
si′j′

pi′,j′-2(mod4)

pi′,j′-1(mod4)
∏
3

i=0
∏
3

j=0
psij

i,j-1(mod4)=

∑
3

i′=0
∑
3

j′=0
si′j′

-pi′,j′-2(mod4)

pi′,j′-1(mod4)
∏
3

i=0
∏
3

j=0
psij

i,j-1(mod4)=

∑
3

i′=0
∑
3

j′=0
si′j′

pi′,j′

pi′,j′-1(mod4)
∏
3

i=0
∏
3

j=0
psij

i,j-1(mod4)=dy xij=pi,j-1(mod4),dxij=pi,j,i=0,1,2,3,j=0,1,2,3.
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证毕.
例1 65个点的彩球图G=ψ(Q(5,1),Q(6,12),Q(10,8),Q(7,9),Q(11,5))中,由于Q(5,1)∈

Ω1,1,Q(6,12),Q(10,8)∈Ω2,0,Q(7,9),Q(11,5)∈Ω3,1,因此s1,1=1,s2,0=2,s3,1=2.图G 对应的

函数y=x1,1x22,0x23,1,由定理3可得

det(A(G))=dy (x1,1,x2,0,x3,1)=(p1,0,p2,3,p3,0)=(1,4,-1),(dx1,1,dx2,0,dx3,1)=(p1,1,p2,0,p3,1)=(2,0,2)=

x22,0x23,1dx1,1+2x1,1x2,0x23,1dx2,0+
2x1,1x22,0x3,1dx3,1 (x1,1,x2,0,x3,1)=(1,4,-1),(dx1,1,dx2,0,dx3,1)=(2,0,2)=

42×(-1)2×2+2×1×4×(-1)2×0+2×1×42×(-1)×2=-32.

4 彩球图邻接矩阵的积和式

引理10 1)Per(A(Pn))=
0,n≡1(mod2),

1,n≡0(mod2{ );

2)Per(A(Cm))=
2,m≡1(mod2),

4,m≡0(mod2){ .
证明:1)若n为奇数,则图Pn 中不存在Sachs子图,Per(A(Pn))=0.若n为偶数,则图Pn 中只

有一个Sachs子图(完美匹配)n
2K2,由引理2知,Per(A(Pn))=20=1.

2)若m 为奇数,则图Cm 中只有一个Sachs子图Cm,Per(A(Cm))=21=2.若m 为偶数,则图Cm

中有两种Sachs子图:一种是圈Cm,另一种是两个完美匹配m
2K2,由引理2有Per(A(Cm))=2+2×

20=4.证毕.
引理11 若m≡i(mod2),n≡j(mod2),则Per(A(Q(m,n)))=qi,j,其中qi,j值见表2.
引理11的证明与引理6类似,故略.
由表2可见,图Q(m,n)邻接矩阵的积和式仅与m,n被2除的余数有关,因此,将图Q(m,n)按

m,n被模2除的余数分为如下4类:Γij={Q(m,n)m≡i(mod2),n≡j(mod2)},i=0,1,j=0,1.
在构成图ψ(Q(m1,n1),Q(m2,n2),…,Q(mk,nk))的k 个Q(m,n)中,属于Γij 的有tij 个,将图

ψ(Q(m1,n1),Q(m2,n2),…,Q(mk,nk))简记为ψ″(t00,t01,t10,t11),∑
1

i=0
∑
1

j=0
tij =k.

同理,图Q(m,0)和 Q(m,-1)没有实际意义,为方便,约定其邻接矩阵积和式的值分别为

图Q(m,2)和Q(m,1)邻接矩阵的积和式,即分别为表2的第2列和第3列:

Per(A(Q(m,0))=
0,m≡0(mod2),

1,m≡1(mod2{ ); Per
(A(Q(m,-1))=

4,m≡0(mod2),

2,m≡1(mod2){ .
  由引理10知,下列引理显然成立.

引理12 Per(A(Pm-1))=Per(A(Q(m,0)))=qm(mod2),0.
引理13 设m≥3为整数,则2(Per(A(Pm-2))+1)=Per(A(Q(m,-1)))=qm(mod2),1.
定理4 设彩球图 G=ψ″(t00,t10,t01,t11),函数z=xt00

00x
t10
10x

t01
01x

t11
11 是4个变量的函数,则

Per(A(G))为函数z在xi,j=qi,j-1(mod2),dxi,j=qi,j(i,j=0,1)处的全微分dz,其中qi,j值见表2.
定理4的证明与定理3类似,故略.
注1 若彩球图仅由一个Q(m,n)(∈Ωi,j)构成,即G=ψ(Q(m,n))=Q(m,n),则利用引理6,有

det(A(Q(m,n)))=pi,j;利用定理3,此时图G 对应的函数y=xi,j,dy=dxi,j|dxi,j=pi,j=pi,j.引理6和

定理3计算的结果一致.同理,利用引理11和定理4计算的积和式Per(A(Q(m,n)))值也一致.
例2 65个点的彩球图 G=ψ(Q(5,1),Q(6,12),Q(10,8),Q(7,9),Q(11,5))中,由于

Q(6,12),Q(10,8)∈Γ0,0,Q(5,1),Q(7,9),Q(11,5)∈Γ1,1,因此t0,0=2,t1,1=3.图G 对应的函数

z=x20,0x31,1,由定理4知,
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Per(A(G))=dz (x0,0,x1,1)=(q0,1,q1,0)=(4,1),(dx0,0,dx1,1)=(q0,0,q1,1)=(0,2)=

2x0,0x31,1dx0,0+3x20,0x21,1dx1,1 (x0,0,x1,1)=(4,1),(dx0,0,dx1,1)=(0,2)=

2×4×13×0+3×42×11×2=96.
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