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由分数Brown运动驱动的EGARCH模型

王玮莹,韩月才
(吉林大学 数学学院,长春130012)

摘要:针对传统EGARCH 模型难以捕捉长记忆性的问题,通过引入分数Brown运动提出

一个fBm-EGARCH模型,给出模型的二阶矩、四阶矩及协方差函数性质,并理论证明其长

期记忆性.数值模拟结果表明,该模型不仅能准确捕捉短期波动,还能反映长期记忆性,
从而验证了模型的有效性.
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Abstract:AimingattheproblemthatthetraditionalEGARCH modelwasdifficulttocapturelong-
termmemory,weproposedanfBm-EGARCHmodelbyintroducingfractionalBrownianmotion.We
gavethesecond-ordermoment,thefourth-ordermomentandcovariancefunctionpropertiesofthe
model,andtheoreticallyproveditslong-term memory.Numericalsimulationresultsshowthatthe
modelcannotonlyaccuratelycaptureshort-termfluctuations,butalsoreflectlong-term memory,

whichverifiestheeffectivenessofthemodel.
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在金融市场中,资产价格的波动率是衡量市场风险的重要指标.为更好地刻画金融时间序列中的

波动特性,目前已提出了多种波动率模型.自Engle[1]提出自回归条件异方差(ARCH)模型以来,波动

率建模受到广泛关注.ARCH 模型通过引入时间序列中的条件异方差,刻画了资产价格波动率的

“集群效应”,即波动率在特定时间段内表现出持续性和自相关性.为改进ARCH模型在长记忆特性上

的局限性,Bollerslev[2]提出了广义自回归条件异方差(GARCH)模型.GARCH模型通过在ARCH模

型基础上增加自回归项,使得波动率的波动具有更长时间的依赖性,因此该模型广泛应用于金融领

域[3-4]中.
传统GARCH模型无法充分解释负面冲击对资产价格波动的更强影响,这种非对称性问题在实际

金融市场中尤为常见.为解决该问题,Nelson[5]提出了指数广义自回归条件异方差(EGARCH)模型.
EGARCH模型通过对条件方差的对数变换,不仅避免了传统GARCH 模型对波动率为非负值的限

制,还能有效捕捉资产收益中的不对称效应,即“杠杆效应”,该模型在实证研究中应用广泛[6-7].尽管

EGARCH模型改进了对波动率不对称性的刻画,但在处理长记忆性问题上仍存在局限性.



在金融市场中,流动性是影响资产价格波动的重要因素,它反映了资产在市场中迅速转换为现金

而不导致价格显著变动的能力.流动性不仅影响资产的交易成本和市场的运行效率,还直接影响资产

的波动率,尤其在市场出现极端波动时,其影响尤为显著.近年来,研究者越来越关注流动性对资产

波动率的作用机制,尤其是在金融危机等高波动性环境下,流动性风险成为决定资产价格和投资者行

为的关键因素之一.Amihud等[8]研究表明,流动性越差,投资者要求的风险溢价越高,进而导致资产

波动率的上升.P췍stor等[9]进一步研究了流动性与资产回报之间的关系,提出流动性波动会显著影响

资产的系统性风险,从而推动了流动性风险与波动率建模的结合发展.此外,Bekaert等[10]将流动性

纳入波动率模型,提出流动性冲击可以增加资产价格的波动,并在不同市场环境下对流动性对波动率

的作用进行了验证.
分数Brown运动(fBm)作为一种能描述长记忆性的随机过程,受到广泛关注.分数Brown运动通

过引入Hurst指数,刻画了自相关性和持续性特征,使其在金融数据建模中展现了独特优势.Comte
等[11]将分数Brown运动引入金融波动率模型,证明了其在描述长记忆方面的有效性.此后,越来越多

的研究者将分数Brown运动与不同的GARCH类模型相结合,用于改进金融市场波动率的刻画[12-14].
基于此,本文通过在EGARCH模型的基础上引入流动性,并用分数Brown运动对其进行刻画,

构建一个fBm-EGARCH模型,以更好地捕捉市场波动率的长期依赖性和不对称冲击效应.将描述长

记忆性的分数Brown运动与EGARCH模型相结合,不仅能有效捕捉波动率的动态特征,还能刻画流

动性对波动率的影响.

1 预备知识

1.1 EGARCH模型

EGARCH模型是 Nelson[5]基于GARCH 模型提出的扩展模型,旨在解决波动率的非对称性和

负值方差问题.EGARCH模型基本形式为

ln(σ2t)=ω+βln(σ2t-1)+γZt-1+α(Zt-1 -E(Zt-1 )),

其中:常数项ω决定波动率的水平;系数α,β,γ满足0<α,β,γ<1;σ2t 表示t时刻的条件方差,用于刻

画波动率.令 Zt=ut/σt 为标准化残差,用于调整非对称效应的基准,其服从正态分布,满足

E(Zt)=0,E(Z2t)=1.
EGARCH模型在捕捉波动率的动态变化方面具有显著优势,能有效避免负值方差问题.通过引

入非对称项γ,EGARCH 模型可灵活地解释金融市场中的杠杆效应.但由于波动率的不对称性,

EGARCH模型本身并不具有长期记忆性.
1.2 分数Brown运动

设(Ω,F,P)为一个完备的概率空间,Hurst指数 H∈(0,1),若高斯过程{BH(t)}t∈ℝ+ 满足以下

条件:

BH(0)=E(BH(t))=0, ∀t∈ ℝ+,

E[BH(t)BH(s)]=12
(t 2H + s 2H - t-s 2H), ∀t,s∈ ℝ+.

(1)

则其为分数Brown运动.令

ρH(t)=E(BH(t+s)-BH(t+s-1))(BH(s)-BH(s-1))=
1
2
(t+1 2H + t 2H + t-1 2H), (2)

则当1/2<H<1时,分数Brown运动具有长秩相关性,即

ρH(t)>0,  ∑
∞

i=1
ρH(t)=∞.

特别地,当 H=1/2时,分数Brown运动{BH(t)}t∈ℝ+ 对应标准Brown运动B(t).
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2 fBm-EGARCH模型构建及平稳性分析

下面在EGARCH模型的基础上引入流动性,从而精确描述金融市场中的波动性,其中流动性是

由分数Brown运动刻画的.本文构建了fBm-EGARCH模型,并证明其平稳解的存在性.
2.1 fBm-EGARCH模型的构建

本文构建fBm-EGARCH模型形式如下:

ln(σ2t)=ω+βln(σ2t-1)+γZt-1+α(Zt-1 -E(Zt-1 ))+lLt-1, (3)
其中l≥0表示流动性对波动性的影响程度.当l=0时,模型(3)即为标准的EGARCH(1,1)模型.令

{Lt}t∈ℝ+ 表示流动性,用如下分数Brown运动的平方增量进行刻画:

Lt=(BH
t -BH

t-1)2. (4)

  注1 在金融市场中流动性对市场的变化情况不能作出迅速改变,而会产生持续的影响,分数

Brown运动能描述这种长期记忆性,其平方增量能更好地刻画较长时间下流动性对价格冲击的影响.
注2 波动率与流动性之间具有非线性的关系,特别是在流动性不足时,市场波动更剧烈.分数

Brown运动平方增量的形式能放大这种非线性特征,更精确地反映流动性对波动率的影响.
2.2 平稳性分析

为分析模型(3)的平稳性,令

yt=ln(σ2t), At=γZt+α(Zt -E(Zt )), Dt=ω+lLt, t∈ ℝ, (5)
则有

yt=ω+βyt-1+γZt-1+α(Zt-1 -E(Zt-1 ))+lLt-1, (6)
迭代后有

yt=βyt-1+At-1+Dt-1=β2yt-2+βAt-2+βDt-2+At-1+Dt-1=…=

βk+1yt-k-1+∑
k

i=0
βi(At-i+Dt-i). (7)

  定理1 若满足0<β<1,则模型(3)的条件方差σ2 是平稳的.
证明:在0<β<1的条件下,yt 的均值存在且有限.序列{At}t∈ℝ+ 主要取决于波动率的非对称项,

其参数γ,α影响波动率的动态特性,但不影响模型平稳性的基本条件.
下面证明{Dt}t∈ℝ+ 平稳.由于分数Brown运动{BH(t)}t∈ℝ+ 是一个均值为零的高斯过程,因此

可得

E(Lt)=Var(BH
t -BH

t-1)=(t-(t-1))2H =12H =1.
由分数Brown运动的充要条件(1),可得

Cov(Lt,Ls)=E[(BH
t -BH

t-1)2(BH
s -BH

s-1)2]-E[(BH
t -BH

t-1)2]E[(BH
s -BH

s-1)2]=
1
2
(t-s+1 2H -2t-s 2H + t-s-1 2H)2+1.

Cov(Lt,Ls)仅依赖于时间差 t-s ,因此序列{Dt}t∈ℝ+ 为弱平稳.证毕.

记fH(x)=12
(x+1 2H-2x 2H+ x-1 2H)2+1.

3 fBm-EGARCH模型的基本性质

下面计算fBm-EGARCH模型的二阶矩、四阶矩和协方差函数.结果表明,fBm-EGARCH模型

可以弥补EGARCH模型无长期记忆性的不足.
引理1 假设0<β<1,则对任意的t∈ℝ+,有

E(σ2t)=exp ω
1-β

+12
·r

2+α2(1-2/π)+l2
1-β{ }2 . (8)

  证明:根据fBm-EGARCH模型基本形式(6),对模型等式两边取期望,并利用{BH
t }t∈ℝ+ 的独立

性可得
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E(yt)=ω+βE(yt-1)+αE(Zt-1 -E(Zt-1 ))+lE(L0)=ω+βE(yt-1)+l,
其中Zt 为服从正态分布的随机变量.

由E(yt)=μ易知,

μ=ω+βμ= ω
1-β

. (9)

从而由E(Zt )= 2/π,有

Var(yt)=r2+α2(1-2/π)+l2
1-β2

. (10)

为求波动率的二阶矩,对式(6)两边取对数,并根据式(9),(10),有

E(σ2t)=E(eyt)=expE(yt)+12Var
(yt{ }).

证毕.
引理2 假设0<β<1,则对任意的t∈ℝ+,有

E(σ4t)=exp 4ω
1-β

+8×r2+α2(1-2/π)+l2
1-β{ }2 . (11)

  证明:由fBm-GARCH模型(6),可得

E(σ4t)=E(e4yt)=exp{4E(yt)+8Var(yt)}.
结合式(9)和式(10),结论得证.

引理3 假设0<β<1,则对所有的t,s∈ℝ+,有

E(ytLs)=ω∑
∞

i=0
βi+l∑

∞

i=0
βifH(t-s-i).

  证明:基于迭代形式(7),有

E(ytLs)=∑
∞

i=0
βiE(At-i+Dt-i)Ls=∑

∞

i=0
βiE(ω+l(BH

t-i+1-BH
t-i)2)(BH

s+1-BH
s )2=

ω∑
∞

i=0
βi+l∑

∞

i=0
βifH(t-s-i).

  定理2 假设0<β<1,则对所有的k≥1,t∈ℝ+,有

Cov(yt,yt-k)=βk ω
1-
æ

è
ç

ö

ø
÷

β

2

+r2+α2(1-2/π)+l2
1-β

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 -βk(ω2+lω)-lω
(1-β)2

+

l2∑
k-1

i=0
βi∑

∞

m=0
βmfH(i-k-m+1). (12)

特别地,当k→∞时,有

βk-1Cov(yt,yt-k)=∑
∞

i=0
βifH(i) 1

1-β2
.

  证明:基于迭代形式(7),有

E(ytyt-k)=βkE(yt-k)2+∑
k-1

i=0
βiE(yt-k(At-i+Dt-i))=

βk ω
1-
æ

è
ç

ö

ø
÷

β

2

+r2+α2(1-2/π)+l2
1-β

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 +∑
k-1

i=0
βi ω2
1-β

+lE(yt-kLt-i
æ

è
ç

ö

ø
÷).

根据引理3,可得

E(yt-kLt-i)= ω
1-β

+l∑
∞

m=0
βmfH(i-k-m+1). (13)

结合式(13),可得

E(ytyt-k)=βk ω
1-
æ

è
ç

ö

ø
÷

β

2

+r2+α2(1-2/π)+l2
1-β

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 +
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∑
k-1

i=0
βi ω2
1-β

+ lω
1-β

+l2∑
∞

m=0
βmfH(i-k-m+1æ

è
ç

ö

ø
÷)=

βk ω
1-
æ

è
ç

ö

ø
÷

β

2

+r2+α2(1-2/π)+l2
1-β

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 +
(ω2+lω)(1-βk)

(1-β)2
+

l2∑
k-1

i=0
βi∑

∞

m=0
βmfH(i-k-m+1).

证毕.
下面分析当k→∞时Cov(yt,yt-k)的渐近行为,有

∑
k-1

i=0
βi∑

∞

m=0
βmfH(i-k-m+1)= ∑

0

i= -(k-1)
βi+k-1∑

∞

m=0
βmfH(i-m)=

βk-1∑
k-1

i=0
β-i∑

∞

m=0
βmfH(i+m).

根据fH(x)=fH(-x),交换求和顺序可得

∑
k-1

i=0
βi∑

∞

m=0
βmfH(i-k-m+1)=βk-1∑

∞

m=0
βm∑

m+k-1

i=m
β-i+mfH(i)=βk-1∑

∞

i=0
β-ifH(i)∑

i

m=i-(k-1)
β2m =

βk-1 1
1-β2∑

∞

i=0
β-ifH(i)(β2i-2k+2-β2i+2)=

β-k+1 1
1-β2∑

∞

i=0
β-ifH(i)-βk+1 1

1-β2∑
∞

i=0
βifH(i).

当0<β<1时,序列∑
∞

i=0
βifH(i)收敛.证毕.

4 数值模拟

为证明本文构建的fBm-EGARCH模型的有效性,对fBm-EGARCH模型(3)进行了数值模拟,且

所有实验过程都重复100次.
图1为不同 H 值时fBm-EGARCH模型的样本路径.由图1可见:当 H=0.5时,样本路径变化

较剧烈、波动性较大,表明模型有较弱的记忆性;当 H=0.75时,随着Hurst指数的增大使得样本路

径更平滑,表现出较强的自相关性,同时路径趋势具有持续性,说明过去的运动趋势可能会影响未来

的样本运动方向;当H=0.9时,样本路径较平滑、波动性最小,此时表现出高度自相关性,表明模型

具有超强的记忆性.实验结果证明了理论模型的有效性.

图1 不同H 值时fBm-EGARCH模型的样本路径

Fig.1 SamplepathsoffBm-EGARCHmodelwithdifferentvaluesofH

图2为fBm-EGARCH模型在不同Hurst指数下模型的自相关函数图(ACF),其中自相关函数形

式如式(2).由图2可见:当 H=0.5时,自相关函数图像出现快速衰退的趋势,在较长滞后时间保持

自相关,呈现出持久性;当 H=0.75时,自相关函数图像衰减速度明显变慢,在较长滞后时间内仍保

持较高的自相关,呈现出持久性,表明过去的趋势更可能影响未来的趋势,这与金融市场中常见的行

为一致;当H=0.9时,自相关函数的曲线下降极缓慢,表现出高度持久性及强烈长期记忆性,表明在
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长时间滞后下仍然存在显著的自相关.

图2 不同H 值时fBm-EGARCH模型的ACF图

Fig.2 ACFdiagramsoffBm-EGARCHmodelwithdifferentvaluesofH

上述实验结果表明,本文模型为金融市场波动性分析提供了更精确的工具,有助于改善风险管理

和投资决策.
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