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环形区域上非线性项中含梯度项的

Kirchhoff方程的径向对称解

陈文婧,李永祥
(西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070)

摘要:用Leray-Schauder不动点定理,讨论ℝN(N≥2)中环形区域上一类非线性项中含梯度

项的Kirchhoff型椭圆方程径向对称解的存在性,在非线性项满足一定条件下获得了其径向

对称解的存在性结果.该条件允许非线性项关于未知函数项任意阶超线性增长,关于梯度项

二次增长.
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theorem.Underthenonlinearitysatisfiedcertainconditionswhichallowedthenonlinearitymightbe
superlineargrowthofanyorderonunknownfunctionterm,andquadraticgrowthonthegradient
termofunknownfunction,theexistenceresultsofradialsymmetricsolutionswereobtained.
Keywords:Kirchhofftypeellipticequation;radialsymmetricsolution;existence;Leray-Schauder
fixedpointtheorem

收稿日期:2024-11-23.
第一作者简介:陈文婧(1999—),女,汉族,硕士研究生,从事非线性分析的研究,E-mail:643697649@qq.com.通信作者简介:

李永祥(1963—),男,汉族,博士,教授,从事非线性分析的研究,E-mail:liyx@nwnu.edu.cn.
基金项目:国家自然科学基金(批准号:12061062).

0 引 言

考虑ℝN(N≥2)中的环形区域Ω={x∈ℝN r1< x <r2}上非线性项中含有未知函数与梯度项

的Kirchhoff方程

- a+b∫Ω
∇u 2d( )x Δu=f(x ,u,∇u ), x∈Ω,

u ∂Ω=
{ 0

(1)

径向对称解的存在性,其中a,b>0为常数,f:[r1,r2]×ℝ×ℝ+→ℝ为连续函数.
Kirchhoff方程是一类非经典的椭圆型偏微分方程,最早由Kirchhoff[1]提出,用于描述弦或膜振



动的平衡状态,在非牛顿力学和弹性理论等数学物理问题中应用广泛[2-4].这类方程由于含有非局部

项∫Ω
∇u 2dx,使得其解不能逐点验证,求解有一定困难.因此,研究Kirchhoff方程解的存在性有

一定的理论意义和应用价值.
近年来,关于低维ℝN(1≤N≤3)中有界区域Ω 上非线性项不含未知函数梯度项的Kirchhoff方程

- a+b∫Ω
∇u 2d( )x Δu=f(x,u), x∈Ω,

u ∂Ω=
{ 0

(2)

解的存在性与多重性研究备受关注[5-15].方程(2)具有变分结构,上述研究应用变分方法和临界点理

论,在非线性项f(x,u)关于u次临界及临界增长的情形下获得了其解及正解的存在性和多重性结果.
最近,文献[16]对Ω⊂ℝ4 及临界增长的情形,也应用变分方法获得了方程解的存在性结果.但对更高

维空间的情形,由于非局部项导致的困难,尚未见文献报道相关的存在性结果.而对非线性中含未知

函数梯度项的更一般的Kirchhoff方程,由于其没有变分结构,通常研究方程(2)的变分方法与临界点

理论不再适用,目前研究报道较少.
本文不限制空间ℝN 的维数,研究ℝN 中环形区域Ω={x∈ℝN r1< x <r2}(0<r1<r2<+∞)

上非线性项中含梯度项的Kirchhoff方程(1)径向对称解的存在性.由于方程(1)没有变分结构,因此

本文用全连续算子的Leray-Schauder不动点定理研究该问题.在非线性项f(r,ξ,η)满足一些易验证的

不等式条件下,获得了方程(1)径向对称解的存在性结果.
为叙述方便,引入常数

b0= 3r2(N-1)
1

rN-1
2 (r2-r1)3

2πN/2

Γ(N/2)b. (3)

假设条件如下:
(H1)存在常数0≤α<b0,β≥0,γ>0,使得

f(r,ξ,η)ξ≤αξ4+βη2+γ,  (r,ξ,η)∈ [r1,r2]×ℝ×ℝ+;

  (H2)对∀M>0,存在连续增函数GM:ℝ+→(0,+∞),满足

∫
+∞

0

ρdρ
GM(ρ)

=+∞, (4)

使得

f(r,ξ,η)≤GM(η),  (r,ξ,η)∈ [r1,r2]×[-M,M]×ℝ+;
  (H3)存在常数0≤α<b0 及γ>0,使得

f(r,ξ)ξ≤αξ4+γ,  (r,ξ)∈ [r1,r2]×ℝ. (5)
  假设条件(H1)是一个单边增长条件,其限制f(r,ξ,η)在正向关于ξ至多3次增长,而不限制负向

的增长,例如

f(r,ξ,η)=
b0
2ξ

3-3ξ2n+1-2ξ3η2+1, (6)

满足条件(H1),在负向的可(2n+1)次增长,其中n∈ℕ.条件(H2)是f(r,ξ,η)关于η的Nagumo型

增长条件,其限制f(r,ξ,η)关于η的至多2次增长.其中,GM 可由下式确定:
GM(ρ)=max{f(r,ξ,η):(r,ξ,η)∈ [r1,r2]×[-M,M]×[0,ρ]}+1,  ρ≥0. (7)

按式(7),易验证式(6)定义的f(r,ξ,η)也满足条件(H2).因此,不等式条件(H1)和(H2)易验证.

1 预备知识

若u=u(x )为方程(1)的径向对称解,令r= x = x21+x22+…+x2N ,则

∇u = ∂u
∂x1
,∂u
∂x2
,…,∂u
∂x

æ

è
ç

ö

ø
÷

N
= u′(r),

Δu=∑
N

i=1

∂2u
∂x2i =u″(r)+N-1

r u′(r)= 1
rN-1

(rN-1u′(r))′.
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为计算方程中的∫Ω
∇u 2dx,做球坐标变换:

x1=rcosθ1,

x2=rsinθ1cosθ2,

  ︙

xN-1=rsinθ1sinθ2…sinθN-2cosθN-1,

xN =rsinθ1sinθ2…sinθN-2sinθN-1

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï ,

其中r∈[r1,r2],0≤θ1,θ2,…,θN-2≤π,0≤θN-1≤2π,其Jacobi行列式

∂(x1,x2,…,xN)
∂(r,θ1,…,θN-1)=

rN-1sinN-2θ1…sinθN-2.

因此,

∫Ω
∇u 2dx=∫

r2

r1
rN-1 u′(r)2dr∫

π

0
sinN-2θ1dθ1…∫

π

0
sinθN-2dθN-2∫

2π

0
dθN-1=

2πN/2

Γ(N/2)∫
r2

r1
rN-1 u′(r)2dr.

取常数

b1= 2πN/2

Γ(N/2)b
, (8)

则由方程(1),u(r)满足常微分方程

- a+b1∫
r2

r1
rN-1 u′(r)2d( )r u″(r)+N-1

r u′(ræ

è
ç

ö

ø
÷)=f(r,u(r),u′(r)),

u(r1)=u(r2)=0

ì

î

í

ïï

ïï .
(9)

将方程(9)两边同乘rN-1,则其化为拟线性常微分方程的边值问题(BVP):

- a+b1∫
r2

r1
rN-1 u′(r)2d( )r (rN-1u′(r))′=rN-1f(r,u(r),u′(r)),

u(r1)=u(r2)=0

ì

î

í

ïï

ïï .
(10)

反之,若u(r)为BVP(10)的解,则由上述计算知,u(x )为方程(1)的径向对称解.下面通过讨论

BVP(10),获得Kirchhoff方程(1)的径向对称解.
记I=[r1,r2],ℝ+=[0,+∞).C(I)表示I上全体连续函数按最大模范数‖u‖C=max

r∈I
u(r)

构成的 Banach 空 间.对 n∈ ℕ,Cn(I)表 示 I 上 全 体n 阶 连 续 可 微 函 数 按 范 数 ‖u‖Cn =
max{‖u‖C,‖u′‖C,…,‖u(n)‖C}构成的 Banach 空间.在 C(I)中,仍 使 用 Lp-范 数 ‖u‖p =

∫
r2

r1
u(r)pd( )r

1/p
.

设h∈C(I).考虑线性常微分方程边值问题(LBVP):

-(rN-1u′(r))′=rN-1h(r), r∈I,

u(r1)=u(r2)=0{ .
(11)

  引理1[17] 对∀h∈C(I),LBVP(11)存在唯一解u∶=Sh∈C2(I),且解算子S:C(I)→C1(I)为
线性全连续算子.

引理2 对∀h∈C(I),LBVP(11)的解u=Sh满足估计:

‖u‖44 ≤
(r2-r1)3
3 ‖u′‖42. (12)

  证明:对∀h∈C2(I),设u=Sh∈C2(I)为LBVP(11)的解.则由方程(11)中的边界条件u(r1)=0
及Hölder不等式,有

‖u‖44=∫
r2

r1
u(r)4dr=∫

r2

r1∫
r

r1
u′(s)ds

4

dr≤
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∫
r2

r1

(r-r1)2∫
r

r1
u′(s)2d( )s

2

dr≤
(r2-r1)3
3 ‖u′‖42.

因此式(12)成立.证毕.
引理3(全连续算子的Leray-Schauder不动点定理)[18] 设E 为Banach空间,A:E→E 为全连续

映射.若方程簇

u=λAu,  0<λ≤1
的解集在E 中有界,则A 至少有一个不动点.

设f:[r1,r2]×ℝ×ℝ+→ℝ连续,考虑BVP(10).定义映射F:C1(I)→C(I)为

F(u)(r)∶=rN-1f(r,u(r),u′(r))

a+b1∫
r2

r1
u′(r)2rN-1dr

,  r∈I, (13)

则由f:I×ℝ×ℝ+→ℝ的连续性知,F:C1(I)→C(I)连续,且把C1(I)中的有界集映为C(I)的有界

集.定义S与F 的复合映射A 为

A=S췍F. (14)
由S:C(I)→C1(I)的全连续性知,A:C1(I)→C1(I)全连续.由S和F 的定义知,A:C1(I)→C1(I)不
动点为BVP(10)的解.本文将对A 应用引理3证明BVP(10)有解.

为对A 在E=C1(I)中应用Leray-Schauder不动点定理,对BVP(10)建立如下结果:
引理4 设f:I×ℝ×ℝ+→ℝ连续,满足条件(H2).则对∀M>0,存在仅与 M 有关的常数

M1=M1(M)>0,使得当BVP(10)的解u满足‖u‖C≤M 时,有‖u′‖C≤M1.
证明:对∀M>0,由(H2)可知,存在满足条件(4)的连续增函数 GM:ℝ+ →(0,+∞).按

条件(4),存在常数M1=M1(M)>0,使得

∫
M1

0

ρdρ
GM(ρ)

>2Ma
rN-1
2

rN-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

2

. (15)

设u∈C2(I)为BVP(10)的一个解,满足‖u‖C≤M.下证‖u′‖C≤M1.
由BVP(10)边界值条件,u(r1)=u(r2)=0.因此由 Rolle中值定理知,∃s0∈(r1,r2),使得

u′(s0)=0.反设‖u′‖C≤M1 不成立,则∃s1∈I,使得‖u′‖C= u′(s1)>M1.显然,s1≠s0.s0 与s1
的大小关系及u′(s1)符号,有以下4种情形:

1)s1<s0,u′(s1)>M1;

2)s1>s0,u′(s1)>M1;

3)s1<s0,u′(s1)<-M1;

4)s1>s0,u′(s1)>-M1.
本文仅考虑情形1),其他3种情形类似.令

r=sup{r∈ [s1,s0)u′(r)>M1},  r=inf{r∈ (r,s0]u′(r)=0}.
则由u′(r)的连续性及上下确界的性质知,s1<r<r≤s0,且

u′(r)=M1, u′(r)=0; 0<u′(r)<M1, r∈ (r,r). (16)
当r∈[r,r]时,由方程(10)及式(16),有

-(rN-1u′(r))′=rN-1f(r,u(r),u′(r))

a+b1∫
r2

r1
rN-1 u′(r)2dr

≤rN-1 f(r,u(r),u′(r))

a+b1∫
r2

r1
rN-1 u′(r)2dr

≤

rN-1
2

a f(r,u(r),u′(r))≤rN-1
2

aGM(u′(r))≤rN-1
2

aGM
rN-1u′(r)

rN-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
.

因此有

- rN-1u′(r)
rN-1

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
′rN-1u′(r)

rN-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

GM
rN-1u′(r)

rN-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

≤ rN-1
2

arN-1
1

rN-1u′(r)
rN-1
1

≤ 1a
rN-1
2

rN-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

2

u′(r),  r∈ [r,r]. (17)
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将式(17)在[r,r]上积分,并进行变量替换ρ=
rN-1u′(r)

rN-1
1

,得

∫
(rN-1/rN-1

1 )M1

0

ρdρ
GM(ρ)

≤ 1a
rN-1
2

rN-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

2

∫
r

r
u′(r)dr=1a

rN-1
2

rN-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

2
(u(r)-u(r))≤

2
a

rN-1
2

rN-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

2

‖u‖C ≤2Ma
rN-1
2

rN-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

2

. (18)

因为M1<r
N-1

rN-1
1

M1,故由式(18),有

∫
M1

0

ρdρ
GM(ρ)

<∫
(rN-1/rN-1

1 )M1

0

ρdρ
GM(ρ)

≤2Ma
rN-1
2

rN-1
æ

è
ç

ö

ø
÷

1

2

. (19)

式(19)与式(15)矛盾,因此‖u′‖C≤M1.证毕.

2 主要结果

定理1 设f:[r1,r2]×ℝ×ℝ+→ℝ连续,满足条件(H1),(H2),则Kirchhoff方程(1)至少有

一个径向对称解.
证明:设A:C1(I)→C1(I)为式(14)定义的全连续算子,下面对A 应用Leray-Schauder不动点

定理证明其有不动点.为此,考察方程簇

u=λAu,  0<λ<1, (20)
证明方程簇(20)的解集在C1(I)中有界.

设u为方程簇(20)中某个参数λ∈(0,1)对应方程的解,则u=λAu=S(λF(u)).由S的定义知,u
为h=λF(u)∈C(I)对应的线性方程LBVP(11)的解,因此u∈C2(I)满足方程

- a+b1∫
r2

r1
rN-1 u′(r)2d( )r (rN-1u′(r))′=λrN-1f(r,u(r),u′(r)),

u(r1)=u(r2)=0

ì

î

í

ïï

ïï .
(21)

将方程(21)两边同乘以u(r),并在I上积分,右端应用条件(H1)和式(12),有

- a+b1∫
r2

r1
rN-1 u′(s)2d( )s∫

r2

r1

(rN-1u′(r))′u(r)dr=λ∫
r2

r1
rN-1f(r,u(r),u′(r))u(r)dr≤

λ∫
r2

r1
rN-1(αu4(r)+βu′(r)2+γ)dr≤

rN-1
2 α∫

r2

r1
u4(r)dr+β∫

r2

r1
u′(r)2dr+(r2-r1)( )γ =

rN-1
2 (α‖u‖44+β‖u′‖22+(r2-r1)γ)≤

rN-1
2 (r2-r1)3

3 α‖u′‖42+rN-1
2 β‖u′‖22+rN-1

2 (r2-r1)γ. (22)

对式(22)左端应用分部积分公式,得

- a+b1∫
r2

r1
rN-1 u′(s)2d( )s∫

r2

r1

(rN-1u′(r))′u(r)dr= a+b1∫
r2

r1
rN-1 u′(s)2d( )s∫

r2

r1
rN-1(u′(r))2dr≥

(a+b1rN-1
1 ‖u′‖22)·rN-1

1 ‖u′‖22 ≥b1r2(N-1)
1 ‖u′‖42,

从而得

b1r2(N-1)
1 ‖u′‖42 ≤rN-1

2 (r2-r1)3
3 α‖u′‖42+rN-1

2 β‖u′‖22+rN-1
2 (r2-r1)γ. (23)

因为0≤α<b0,由式(3),(8),有

α<b0= 3r2(N-1)
1

rN-1
2 (r2-r1)3

2πN/2

Γ(N/2)b= 3r2(N-1)
1

rN-1
2 (r2-r1)3

b1.

因此,有

b1r2(N-1)
1 >rN-1

2 (r2-r1)3
3 α. (24)
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取正常数

ε0∶=12b1r2(N-1)
1 -rN-1

2 (r2-r1)3
3

æ

è
ç

ö

ø
÷α , (25)

对式(23)右端第二项rN-1
2 β‖u′‖22,取p= ε0‖u′‖22,q=

rN-1
2 β
2 ε0

,应用平方不等式2pq≤p2+q2,得

rN-1
2 β‖u′‖22=2pq≤ε0‖u′‖42+r2(N-1)

2 β2
4ε0

. (26)

由不等式(23),有

2ε0‖u′‖42 ≤ε0‖u′‖42+r2(N-1)
2 β2
4ε0 +rN-1

2 (r2-r1)γ,

从而有

‖u′‖2 ≤ r2(N-1)
2 β2+4ε0rN-1

2 (r2-r1)γ
4ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
0

1/4

∶=M0. (27)

对∀r∈I,由式(27)及Hölder不等式,有

u(r)= u(r)-u(r1)=∫
r

r1
u′(s)ds ≤∫

r2

r1
u′(s)ds≤ r2-r1‖u′‖2 ≤ r2-r1M0.

因此,

‖u‖C ≤ r2-r1M0∶=M. (28)
对方程(21),因为 λf(r,ξ,η)≤ f(r,ξ,η)≤GM(η),(r,ξ,η)∈[r1,r2]×ℝ×ℝ+,故其非线性项满

足与λ无关的Nagumo型条件(H2).因此,由引理4及式(28)知,存在仅与M 有关的常数M1>0,使

得‖u′‖C≤M1.从而

‖u‖C1 =max{‖u‖C,‖u′‖C}≤ max{M,M1}∶=M2. (29)
即方程簇(20)的解集在C1(I)中有界.由Leray-Schauder不动点定理知,A 在C1(I)中有不动点u0,
该不动点为BVP(10)的解.从而u0(x )为Kirchhoff方程(1)的径向对称解.证毕.

将定理1应用于非线性项中不含梯度项的Kirchhoff方程

- a+b∫Ω
∇u 2d( )x Δu=f(x ,u), x∈Ω,

u ∂Ω=0
{ ,

(30)

此时,由式(6),GM(ρ)恒为正常数,故条件(H2)自然成立.因此由定理1,有:
定理2 设f:[r1,r2]×ℝ→ℝ连续,满足条件(H3),则 Kirchhoff方程(30)至少有一个径向

对称解.
由于条件(H3)允许f(r,ξ)关于ξ在负向任意次增长,又因为区域Ω 所在的空间ℝN 可以是任意维

的,因此定理2的存在性结果不能从文献[5-16]中获得,是一个新的存在性结果.
例1 考虑ℝ5 中环形区域Ω={x∈ℝ5 1< x <2}上的Kirchhoff型椭圆边值问题:

- 1+2∫Ω
∇u 2d( )x Δu=8u3-5u7-3u ∇u 2+2x 2, x∈Ω,

u ∂Ω=0
{ .

(31)

  对应于方程(1),相应的非线性项为

f(r,ξ,η)=8ξ3-5ξ7-3ξη2+2r2,  (r,ξ,η)∈ [1,2]×ℝ×ℝ+, (32)
而式(3)确定的常数

b0= 3r2(N-1)
1

rN-1
2 (r2-r1)3

2πN/2

Γ(N/2)b=324
2π5/2
Γ(5/2)

·2=π2.

对∀(r,ξ,η)∈[1,2]×ℝ×ℝ+,由式(32)有

f(r,ξ,η)ξ=8ξ4-5ξ8-3ξ2η2+2r2ξ≤8ξ4+2r2ξ≤8ξ4+r4+ξ2 ≤9ξ4+16. (33)
因为α=9<b0,故由式(33)知,f(r,ξ,η)满足条件(H1),其中相应的β=0,γ=16.

对∀M>0,当 ξ ≤M 时,由式(32)有
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f(r,ξ,η)≤8M3+5M7+3Mη2+8=3Mη2+M0, (34)
其中M0=8M3+5M7+8>0.取GM(η)=3Mη2+M0,则其在ℝ+上单调递增,满足条件(4).由式(34)
知,f(r,ξ,η)满足条件(H2).因此,由定理1知,方程(31)有径向对称解.
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