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基于偏微分方程的盲去模糊
超分辨率重建算法及实验

徐文达,温 馨,毛忠旋,邹永魁
(吉林大学 数学学院,长春130012)

摘要:提出一种基于偏微分方程的图像盲去模糊超分辨率重建算法,旨在未知模糊核的情况

下,将含噪声的低分辨率模糊图像重建为清晰的高分辨率图像.首先,针对图像退化过程

构建变分问题,并借助变分方法推导出偏微分方程模型.其次,结合交替方向法和数值差分

方法,通过设计时空全离散数值格式求解未知的模糊核和清晰的图像.再次,通过一系列数

值实验,分析参数选择对图像重建效果的影响,确定合适的参数设置.最后,针对若干遥感

图像进行实验,实验结果证明了所给模型的有效性与可靠性.
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Abstract:Weproposedablindimagedeblurringandsuper-resolutionreconstructionalgorithmbased
onpartialdifferentialequations(PDE).Thegoalwastoreconstructclear,high-resolutionimages
fromnoisy,low-resolutionblurredimageswithoutpriorknowledgeoftheblurkernel.Firstly,we
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卫星采集的遥感图像通常存在退化现象,即同时伴有噪声、模糊及低分辨率的特征.图像的退化

过程可建模为



u0=Dk*u+n, (1)
其中u表示清晰图像,k为模糊核,D 为下采样算子,n为高斯白噪声,u0 为含噪声的低分辨率模糊图

像.图像盲去模糊超分辨率重建任务要求在仅已知u0 的前提下,恢复出u和k,并确保u具有足够高

的分辨率.显然,与非盲(即模糊核已知)的去模糊超分辨率重建任务相比,盲去模糊超分辨率重建更

具挑战性[1-2],也更符合实际图像处理的需求.
为最大限度减少噪声带来的偏差,该类问题可转化为求解如下变分问题:

argmin
u,k

‖Dk*u-u0‖2. (2)

显然,(u,k)=(u0,δ)是一个平凡解,其中δ为单位脉冲模糊核.为得到合理的解,需引入正则化项,
不同的正则化项会对图像的还原效果有不同影响,因此人们设计了许多类型的正则化项.例如:Rudin

等[3]通过引入正则化项L(u)=∫Ω
∇udx 建立了TV(totalvariation)模型,其中Ω 表示图像区域;

You等[4]通过引入正则化项L(u)=∫Ω
f(∇2u )dx建立了YK(You-Kaveh)模型,其中函数f为非负

递增函数;Lysaker等[5]在YK模型的基础上进行改进,提出了LLT(Lysaker-Lundervold-Tai)模型;

Guidotti等[6]利用分数阶导数作为边缘检测器,进一步改进了YK模型;Zhang等[7]通过加权结合TV
模型和YK模型,设计了一种自适应模型;张雨[8]针对被乘性Gamma噪声严重污染图像的去散斑问

题,提出了一个全局凸的自适应全变差模型;温馨等[9]进一步改进了文献[7]中的正则化项.
但上述工作大部分聚焦于去噪任务和非盲的去噪去模糊问题,而聚焦于去噪去模糊同时进行的

超分辨率重建工作目前尚未见文献报道.因此,本文采用加权结合的TV和YK正则化项,构造用于

盲去噪去模糊超分辨率重建的模型,并借助变分方法推导出偏微分方程组模型,最后构造全离散格式

求解.

1 主要结果

本文采用加权结合的TV和YK正则化项,构造如下变分问题:

argmin
u,k

λ
2‖Dk*u-u0‖2+μ∫Ω

∇udxdy+(1-μ)∫Ω
D2udxdæ

è
ç

ö

ø
÷y , (3)

其中∇u=(ux,uy)T,D2u=(uxx,uyy)T, ∇u = u2x+u2y, D2u = u2xx+u2yy .在变分问题(3)中,

‖Dk*u-u0‖2 称为保真项,λ>0为一给定参数,刻画了保真项相比于正则化项的权重,且参数

μ∈[0,1]是衡量∫Ω
∇udxdy和∫Ω

D2udxdy之间的权重.

下面导出可用于求解的偏微分方程.首先考虑变量u,令

F(x,y,u,ux,uy,uxx,uyy)∶=λ(Dk*u-u0)2+μ u2
x +u2y +(1-μ) u2xx +u2yy, (4)

则变分问题(3)可转化为如下能量泛函:

∫Ω
F(x,y,u,ux,uy,uxx,uyy)dxdy. (5)

根据Euler-Lagrange方程,泛函(5)取极值的必要条件为
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化简得

λ̂k*D-1(Dk*u-u0)-μdiv
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u =0, (7)

其中k̂(x,y)=k(-x,-y),D-1是上采样算子,div(u,v)=ux+vy,div2(u,v)=uxx+vyy.结合梯度

下降法,可得u满足的偏微分方程为

∂u
∂t=-λ̂k*D-1(Dk*u-u0)+μdiv

∇u
∇

æ
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÷
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u . (8)

同理,可得k满足的偏微分方程为
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∂k
∂t=-λ̂u*D-1(Dk*u-u0), (9)

其中û(x,y)=u(-x,-y),根据模糊核的特征,一般要求

∫Ω
k(x,y)dxdy=1.

方程(8)和方程(9)即为本文构建的用于图像盲去噪去模糊和超分重建的模型.
为能应用于计算机程序,下面对方程(8)和方程(9)进行时间-空间全离散,在使用Rothe方法[10]

对时间进行离散的同时,用有限差分法对空间进行离散.令

Tt∶={0,η,2η,…}
为时间剖分,

TΩ∶={h,2h,…,Nh}×{h,2h,…,Nh}

为空间剖分,并将u(nη,ih,jh)和k(nη,ih,jh)的近似值记为un
i,j和kn

i,j.
以u为例,定义其关于时间的差商为

δun
i,j=un+1

i,j -un
i,j

η
, (10)

关于x和y 的向前和向后差商分别为
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二阶差商为
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从而盲去噪去模糊超分重建模型(8)和(9)的全离散格式为

δun+1
i,j =-λ̂k*D-1(Dk*un
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δkn+1
i,j =-λ̂un

i,j*D-1(Dun
i,j*kn

i,j-u0). (14)

  基于交替方向法,用格式(13)和(14)对初值(u0i,j,k0i,j)开始不断迭代,依次计算出u1i,j,k1i,j,u2i,j,

k2i,j,…,直到‖ut+1-ut‖2+‖kt+1-kt‖2 充分小或者达到最大迭代次数时结束计算.此时,得到稳

定的数值解u*
i,j和k*

i,j,则u*
i,j即为去噪去模糊后的图像.

2 数值实验

下面通过一些数值实验验证本文构造的模型及算法的有效性和稳定性.实验在配备2.8GHz频

率,8个物理核心和16个逻辑核心的IntelCorei7CPU及32GB内存的Python环境下进行.
评估图像恢复质量的两个评价标准为峰值信噪比(PSNR)和结构相似度(SSIM)[11].峰值信噪比

的单位是分贝(dB),对两个尺寸为M×N 的图像I和J,其PSNR定义为
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PSNR(I,J)=10lg
MN ×max2I

∑
M-1

i=0
∑
N-1

j=0

[I(i,j)-J(i,j)]
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, (15)

其中maxI 表示图像像素的最大值.如果每个像素用8位表示,则 maxI=255.该指标的值域为正实

数,其值越大表示图像恢复质量越好.结构相似度(SSIM)定义为

SSIM(I,J)=
(2μIμJ +c1)(2σIJ +c2)

(μ2I +μ2J +c1)(σ2I +σ2J +c2)
, (16)

其中μI 和μJ 是图像I和J 的均值,σI 和σJ 分别是I和J 的标准差,σIJ表示I和J 的协方差.常数c1
和c2 用于防止分母为零导致的计算错误.

实验采用如图1所示的4张遥感图像,均是尺寸为512×512的灰度图像.

图1 实验图像

Fig.1 Experimentalimages

首先,用一个给定的模糊核

k* =

0.024070 0.029281 0.032046 0.029281 0.024070
0.029281 0.041853 0.053410 0.041853 0.029281
0.032046 0.053410 0.160231 0.053410 0.032046
0.029281 0.041853 0.053410 0.041853 0.029281
0.024070 0.029281 0.032046 0.029281 0.

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

024070
对实验图像进行模糊,然后对图像做下采样(下采样倍率为2倍,即从512×512的图像下采样为

256×256的图像),下采样方法为双线性插值,最后施加标准差为3的高斯白噪声.退化图像如图2
所示.

图2 退化图像

Fig.2 Degradedimages

2.1 参数λ和μ 的选择

正则化项的选择对图像处理效果有显著影响,因此,参数λ和μ 的选取至关重要.下面以GF1
图像和PSNR指标为例进行数值实验,展示这一特性.图3为在不同μ设置下,不同λ值对PSNR的

影响.
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图3 不同λ值对PSNR的影响

Fig.3 InfluenceofdifferentλvaluesonPSNR

2.2 数值结果

根据上述实验,确定了实验参数为λ=0.35,μ=0.75,η=0.2,迭代次数N=500.初始迭代的模

糊核是标准差为1、尺寸为5×5的高斯模糊核

k0=

0.00297 0.01331 0.021938 0.01331 0.00297
0.01331 0.059634 0.098320 0.059634 0.01331
0.021938 0.098320 0.16210 0.098320 0.021938
0.01331 0.059634 0.098320 0.059634 0.01331
0.00297 0.01331 0.021938 0.01331 0.
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,

初始迭代的图像为退化图像的上采样.实验结果如图4所示.

图4 重建图像

Fig.4 Reconstructedimages

2.3 与非盲实验的对比

本文模型能在迭代过程中不断更新模糊核,从而逐步逼近图像退化过程中的真实模糊核k*.表1
列出了盲去噪去模糊模型和非盲去噪去模糊模型处理的效果对比实验结果.

表1 盲去噪去模糊模型和非盲去噪去模糊模型处理的效果对比

Table1 Effectcomparisonofblinddenoisinganddeblurringmodelandnon-blinddenoisinganddeblurringmodel

方法
GF1

PSNR SSIM
GF2

PSNR SSIM
GF3

PSNR SSIM
GF4

PSNR SSIM
非盲核 33.6048 0.8857 28.2995 0.8747 31.5429 0.8700 30.6867 0.8004
盲核 33.9570 0.8912 28.2360 0.8736 31.8382 0.8760 30.7710 0.8042

2.4 与经典TV模型和YK模型的对比

注意到在本文模型中,如果令μ=1,则模型退化为TV模型;如果令μ=0,则模型退化为YK模

型.表2列出了本文模型与TV模型和YK模型的对比实验结果.
  综上可见,本文提出的基于偏微分方程的盲去模糊超分辨率重建算法在未知模糊核的情况下,实

现了从含噪声的低分辨率模糊图像到清晰高分辨率图像的重建,数值实验验证了其有效性和可靠性,
为遥感图像退化问题提供了一种高效解决方案.
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表2 本文模型与TV模型和YK模型的效果对比

Table2 EffectcomparisonofproposedmodelwithTVmodelandYKmodel

方法
GF1

PSNR SSIM
GF2

PSNR SSIM
GF3

PSNR SSIM
GF4

PSNR SSIM
TV 31.3012 0.8078 28.1047 0.7755 30.3480 0.7859 29.6243 0.7287
YK 33.1126 0.8646 27.7963 0.8725 30.8423 0.8554 29.9831 0.7659
本文 33.9570 0.8912 28.2360 0.8736 31.8382 0.8760 30.7710 0.8042
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