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Banach空间上拟幂零算子的幂集

胡朝龙,梁定浩,纪友清
(吉林大学 数学学院,长春130012)

摘要:令T 是无穷维复Banach空间X 上的拟幂零算子,且x∈X\{0}.定义

kx =limsup
λ→0

ln‖(λ-T)-1x‖
ln‖(λ-T)-1‖ .

令Λ(T)={kx:x≠0},称为T 的幂集.证明Λ(T)是右闭的,即对Λ(T)的每个非空有界子

集σ有supσ∈Λ(T).特别地,证明对任意无穷维复Banach空间X,存在X 上的拟幂零算子

T,使得Λ(T)=[0,1].
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PowerSetofQuasinilpotentOperatoronBanachSpace
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Abstract:LetTbeaquasinilpotentoperatoronaninfinitedimensionalcomplexBanachspaceXand
x∈X\{0}.Define

kx =limsup
λ→0

ln‖(λ-T)-1x‖
ln‖(λ-T)-1‖ .

LetΛ(T)={kx:x≠0},andcallitthepowersetofT.WeprovethatΛ(T)isrightclosed,thatis,

supσ∈Λ(T)foreachnonemptyboundedsubsetσofΛ(T).Inparticular,weprovethatforany
infinitedimensionalcomplexBanachspaceX,thereexistsaquasinilpotentoperatorTonXsuchthat
Λ(T)=[0,1].
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0 引 言

设X 是无穷维复Banach空间,L(X)是X 上有界线性算子全体.对T∈L(X),记σ(T)为T 的

谱.若σ(T)={0},则称T 是拟幂零算子.对X 的子空间M,若T(M)⊂M,则M 称为T 的不变子空

间.不变子空间问题是算子理论中的一个基本问题,即考虑是否每个T∈L(X)都有非平凡的(异于0
和X 者)不变子空间.Read[1]在l1 上构造了一个有界线性算子,它没有非平凡的不变子空间.但对X
为自反空间,尤其是 Hilbert空间,关于不变子空间问题的研究目前尚未见文献报道.特别地,对于

Banach空间上的拟幂零算子,它的谱虽然简单,但其不变子空间问题也极为困难.文献[2-5]给出了不



变子空间问题的相关介绍.Douglas等[6-7]给出了拟幂零算子的幂集的概念.
定义1[6-7] 假设T∈L(X)拟幂零且x∈X\{0}.令

k(T,x)=limsup
λ→0

ln‖(λ-T)-1x‖
ln‖(λ-T)-1‖ .

若无特殊说明,记k(T,x)为kx.令Λ(T)={kx:x≠0},Λ(T)称为T 的幂集.
由于lim

λ→0
‖(λ-T)-1‖=+∞,易验证对任意α≠0和x≠0,有k(αx)=kx,因此Λ(T)⊂[0,1].

令T∈L(X),若Tn=0且Tn-1≠0,Douglas等[7]证明了Λ(T)= j
n
:j=1,2,…,{ }n .设V 是

L2[0,1]上Volterra积分算子,其定义如下:

Vf(t)=∫
t

0
f(s)ds, t∈ [0,1], ∀f∈L2[0,1].

Ji等[8]得到了Λ(V)=(0,1].可见,幂集反映了拟幂零算子的某些性质.记LatT 为T 的不变子空间

格,且A′(T)={A∈L(X):AT=TA}.若M∈ ∩
A∈A′(T)

LatA,则M 称为T 的超不变子空间.Douglas

等[6-7]建立了如下拟幂零算子的幂集与超不变子空间的联系.
定理1[6-7] 令T∈L(X)是拟幂零算子.对任意的τ∈[0,1],记Mτ={x:kx≤τ}∪{0},则 Mτ 是

X 的线性子空间,且对任意的A∈A′(T),有A(Mτ)⊂Mτ.
特别地,当Λ(T)包含两个不同的点τ且Mτ 是闭子空间时,T 有非平凡的超不变子空间.
基于定理1,可进一步考虑拟幂零算子的幂集性质.Hu等[9]考虑了Λ(T)和Λ(T′)之间的关系,

并在lp(1≤p<∞)空间上刻画了一类单边加权移位算子的幂集Λ(T)={1}和Λ(T′)=[0,1],其中T′
为T 的Banach共轭.

设Y 是ℝ的非空子集,如果对Y 的每个非空有界子集M 都有supM∈Y,则称Y 是右闭的.
定理2[8] 若T 是Hilbert空间上拟幂零算子,则Λ(T)是右闭的.
Ji等[8]利用幂集的右闭性,得到了若σ是[0,1]的右闭子集且包含1,则存在 Hilbert空间上拟幂

零算子T,使得Λ(T)=σ.文献[10-12]也给出了拟幂零算子的幂集的相关研究结果.上述结果在l2 或

lp(1≤p<∞)上成立.但对于一般的无穷维复Banach空间是否存在拟幂零算子T 使得Λ(T)=[0,1]
值得继续探讨.进一步,若T∈L(X)拟幂零,Λ(T)是否仍是右闭的.

本文在一般的无穷维复Banach空间X 上考虑拟幂零算子的幂集,证明拟幂零算子的幂集是右闭

的.特别地,证明对任意无穷维复Banach空间,存在X 上的拟幂零算子T,使得Λ(T)=[0,1].

1 右闭性

下面证明无穷维复Banach空间上拟幂零算子的幂集是右闭的.
定理3 设T∈L(X)拟幂零,则Λ(T)是右闭的.
证明:设{tn}∞n=1⊂Λ(T)是一列严格递增的正数序列,且lim

n→∞
tn=t,下证t∈Λ(T).先构造X 上

一列非零向量{xn}∞n=1和x,使得kxn=tn,x=∑
∞

n=1
xn ∈X 且kx =t.下面分四步证明.

1)由于tn∈Λ(T),故可取一列单位向量{en}∞n=1,使得∀n,ken=tn,由于k2n+2en=ken=tn<
tn+tn+1

2
且lim

λ→0
‖(λ-T)-1‖=+∞,从而可取一列严格递减序列{rn}∞n=1⊂(0,1),有lim

n→∞
rn=0,使得

min{‖(λ-T)-1‖:0≠ λ ≤r1}>1,
且

‖(λ-T)-1en‖ < 1
2n+2‖(λ-T)-1‖(tn+tn+1)/2,  ∀ λ <rn.

  2)归纳定义xk.
① 归纳部分1.
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令s1=12
且x1=s1e1,则kx1=ke1=t1>

t1
2.因此,可取λ1∈ℂ满足0< λ1 <r2,使得

‖(λ1-T)-1x1‖=max{‖(λ-T)-1x1‖:λ = λ1 },
且

ln‖(λ1-T)-1x1‖ ≥t1
2ln‖

(λ1-T)-1‖.

  ② 归纳部分2.
由于

θ1 ≐ min 1
22+1‖

(λ-T)-1x1‖:λ ∈ [λ1 ,1{ }]>0,
且

max{‖(λ-T)-1e2‖:λ ≥ λ1 }< ∞,

因此可取s2∈ 0,12
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ,使得x2=s2e2 满足

max{‖(λ-T)-1x2‖:λ ≥ λ1 }≤θ1.

  又由于kx2=ke2=t2>
t1+t2
2
,因此可取λ2 满足0< λ2 <min{λ1 ,r3},使得

‖(λ2-T)-1x2‖=max{‖(λ-T)-1x2‖:λ = λ2 },
且

ln‖(λ2-T)-1x2‖ >t1+t2
2 ln‖(λ2-T)-1‖.

  ③ 归纳部分3.
由于

θ2 ≐ min 1
23+1‖

(λ-T)-1x1‖,123+2‖
(λ-T)-1x2‖:λ ∈ [λ2 ,1{ }]>0,

且

max{‖(λ-T)-1e3‖:λ ≥ λ2 }<+∞.

因此可取s3∈ 0,12
æ

è
ç

ö

ø
÷

3 ,使得x3=s3e3 满足

max{‖(λ-T)-1x3‖:λ ≥ λ2 }≤θ2.

  又由于kx3=ke3=t3>
t2+t3
2
,故可取λ3满足0< λ3 <min{λ2 ,r4},使得

‖(λ3-T)-1x3‖=max{‖(λ-T)-1x3‖:λ = λ3 },
且

ln‖(λ3-T)-1x3‖ >t2+t3
2 ln‖(λ3-T)-1‖.

  ④ 假设对于第j(1≤j≤k)步已完成,下面进行第(k+1)步操作.
由于

θk ≐ min 1
2k+1+j‖(λ-T)-1xj‖:λ ∈ [λk ,1],1≤j≤{ }k >0,

且

max{‖(λ-T)-1ek+1‖:λ ≥ λk }<+∞,

因此可取sk+1∈ 0,12k
æ

è
ç

ö

ø
÷

+1 使得xk+1=sk+1ek+1满足

max{‖(λ-T)-1xk+1‖:λ ≥ λk }≤θk.

  又由于kxk+1=kek+1=tk+1>
tk+tk+1

2
,因此可取λk+1满足0< λk+1 <min{λk ,rk+2},使得
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‖(λk+1-T)-1xk+1‖=max{‖(λ-T)-1xk+1‖:λ = λk+1 },
且

ln‖(λk+1-T)-1xk+1‖ >tk+tk+1

2 ln‖(λk+1-T)-1‖.

  3)计算kx.
注意

∑
∞

k=1
‖xk‖=∑

∞

k=1
sk‖ek‖ <∑

∞

k=1

1
2k =1.

令x=∑
∞

k=1
xk ∈X,则

‖x‖ ≥ ‖x1‖-∑
∞

k=2
‖xk‖ > 12-∑

∞

k=2

1
2k =0.

因此,‖x‖∈(0,1).下证kx≤t.给定λ≠0且 λ < λ1 ,存在n=n(λ),使得 λ ∈[λn+1 ,λn ).
注意lim

λ→0
n(λ)=+∞,从而有

ln‖(λ-T)-1x‖
ln‖(λ-T)-1‖ =

ln∑
∞

k=1

(λ-T)-1xk

ln‖(λ-T)-1‖ ≤

ln∑
n+1

k=1
‖(λ-T)-1xk‖+∑

∞

k=n+2
‖(λ-T)-1xk[ ]‖

ln‖(λ-T)-1‖ ≤

ln∑
n+1

k=1
‖(λ-T)-1xk‖+∑

∞

k=n+2
θk-[ ]1

ln‖(λ-T)-1‖ ≤

ln∑
n+1

k=1
‖(λ-T)-1xk‖+∑

∞

k=n+2

1
2k+n+1‖(λ-T)-1xn+1

é

ë
êê

ù

û
úú‖

ln‖(λ-T)-1‖ ≤

ln∑
n+1

k=1
sk‖(λ-T)-1ek‖+∑

∞

k=n+2

sn+1

2k+n+1‖(λ-T)-1en+1
é

ë
êê

ù

û
úú‖

ln‖(λ-T)-1‖ ≤

ln∑
n+1

k=1

sk

2k+2‖(λ-T)-1‖(tk+tk+1)/2+∑
∞

k=n+2

sn+1

2k+n+1
1
2n+1+2‖(λ-T)-1‖(tn+1+tn+2)/é

ë
êê

ù

û
úú

2

ln‖(λ-T)-1‖ ≤

ln∑
n+1

k=1

sk

2k+2‖(λ-T)-1‖t+sn+1

22n+2
1
2n+1+2‖(λ-T)-1‖é

ë
êê

ù

û
úú

t

ln‖(λ-T)-1‖ ≤

ln∑
n+1

k=1

1
2k+2‖(λ-T)-1‖t+ 1

22n+2
1
2‖

(λ-T)-1‖é

ë
êê

ù

û
úú

t

ln‖(λ-T)-1‖ ≤t.

因此,kx=limsup
λ→0

ln‖(λ-T)-1x‖
ln‖(λ-T)-1‖ ≤t.

4)下证kx=t.
由于

ln‖(λn+1-T)-1x‖
ln‖(λn+1-T)-1‖ =

ln∑
∞

k=1

(λn+1-T)-1xk

ln‖(λn+1-T)-1‖ ≥

    
ln ‖(λn+1-T)-1xn+1‖- ∑

n

k=1
‖(λn+1-T)-1xk‖+∑

∞

k=n+2
‖(λn+1-T)-1xk( )[ ]‖

ln‖(λn+1-T)-1‖ ≥
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ln ‖(λn+1-T)-1xn+1‖- ∑
n

k=1
‖(λn+1-T)-1xk‖+∑

∞

k=n+2
θk-( )[ ]1

ln‖(λn+1-T)-1‖ ≥

ln ‖(λn+1-T)-1xn+1‖- ∑
n

k=1
‖(λn+1-T)-1xk‖+∑

∞

k=n+2

1
2k+n+1‖(λn+1-T)-1xn+1

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú‖

ln‖(λn+1-T)-1‖ =

ln 1- 1
22n+

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ‖(λn+1-T)-1xn+1‖-∑
n

k=1
sk‖(λn+1-T)-1ek

é

ë
êê

ù

û
úú‖

ln‖(λn+1-T)-1‖ ≥

ln 1- 1
22n+

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ‖(λn+1-T)-1‖(tn+tn+1)/2-∑
n

k=1

sk

2k+2‖(λn+1-T)-1‖(tk+tk+1)/é

ë
êê

ù

û
úú

2

ln‖(λn+1-T)-1‖ ≥

ln 1- 1
22n+

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ‖(λn+1-T)-1‖(tn+tn+1)/2-∑
n

k=1

1
2k+2‖(λn+1-T)-1‖(tn+tn+1)/é

ë
êê

ù

û
úú

2

ln‖(λn+1-T)-1‖ ≥

tn +tn+1

2 +
ln1- 1

22n+2-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
4

ln‖(λn+1-T)-1‖
,

因此,kx≥t.综上所述kx=t.证毕.

2 [0,1]是可实现的

下面证明对任意无穷维复Banach空间,存在X 上的拟幂零算子T,使得Λ(T)=[0,1].为方便,
先给出关于Schauder基和Schauder基序列的相关知识.

定义2[13] 设X 是无穷维复可分Banach空间,{en}∞n=0是X 中的一列向量.若对∀x∈X,存在唯

一的复数列{ai}∞i=0使得∑
∞

n=0
anen =x,则称{en}∞n=0是X 中的一个Schauder基.

定义3[13] 设X 是无穷维复Banach空间,{en}∞n=0是 X 中的一列向量.若{en}∞n=0是闭子空间

∨
∞

n=0
{en}中的Schauder基,则称{en}∞n=0是X 中的一个Schauder基序列,简称为基序列.

引理1[13] 设X 是无穷维复Banach空间,且{en}∞n=0是X 中的一列向量,则{en}∞n=0是X 中的基序

列当且仅当存在一个大于零的常数M,使得对所有的n,m∈ℕ,n<m,{ai}∞i=0⊂ℂ,都有

∑
n

i=0
‖aiei‖ ≤M∑

m

i=0
‖aiei‖.

  设{en}∞n=0是X 中的Schauder基.令x=∑
∞

i=0
aiei∈X,定义Pn(x)=∑

n

i=0
aiei.

引理2[13] 若{en}∞n=0是X 中的Schauder基,则Pn 是X 上的有界线性算子,且K=sup
n
‖Pn‖<∞.

特别地,K 称为{en}∞n=0的基常数.
引理3[13] 设X 是无穷维复Banach空间,则存在X 中的一列向量{en}∞n=0,使得{en}∞n=0是X 中的

基序列.
结合上述引理,下面给出本文的研究结果.
定理4 设X 是无穷维Banach空间,则存在X 上的拟幂零算子T,使得Λ(T)=[0,1].

设{en}∞n=0是X 的基序列,且不妨设‖en‖=1(∀n).记 M=∨
∞

n=0
{en},则{en}∞n=0是 M⊂X 的

Schauder基.从而对∀x∈M,存在{ai}∞i=0⊂ℂ,使得x=∑
∞

i=0
aiei.对n≥0,令fn(x)=an,则易验证

fn 是M上的有界线性泛函.事实上,若令{en}∞n=0的基常数为K
2
,则有sup

n
‖fn‖≤K.由Hahn-Banach
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定理[14],可将fn 保范地扩张到X 上.为方便,本文仍记为fn.特别地,由于扩张是保范的,因此仍有

sup
n
‖fn‖≤K.

对∀x∈X,记en췍fn+1(x)=fn+1(x)en.定义

T=∑
∞

n=0

en 췍fn+1

(2n+1)(2n+2)
. (1)

  命题1 设T 定义如式(1),则T∈L(X)且T 拟幂零.

证明:对 ∀x∈X,有Tx=∑
∞

n=0

fn+1(x)
(2n+1)(2n+2)

en.易验证T 是X 上的线性算子.注意

‖en 췍fn+1‖=‖en‖‖fn+1‖=‖fn+1‖ ≤K,
则

‖T‖ ≤∑
∞

n=0

1
(2n+1)(2n+2)

‖fn+1‖‖en‖ ≤K∑
∞

n=1

1
2n2 ≤

Kπ2

12.

因此T∈L(X).对任意k≥1,易验证

Tkx=∑
∞

n=0

fn+k(x)(2n)!
(2n+2k)! en.

从而

‖Tkx‖ ≤∑
∞

n=0

(2n)!
(2n+2k)! ‖x‖‖fn+k‖‖en‖ ≤K‖x‖∑

∞

n=0

(2n)!
(2n+2k)! .

  记αk=K∑
∞

n=0

(2n)!
(2n+2k)!

,则‖Tk‖≤αk.注意对任意k≥1,有

αk+1=∑
∞

n=0

K(2n)!
(2n+2k+2)! ≤

K
(2k+1)(2k+2)∑

∞

n=0

(2n)!
(2n+2k)! ≤

αk

(2k+1)(2k+2)
.

因此,易验证对任意的k≥2,有αk≤
2α1
(2k)!.

从而

lim
k→∞
‖Tk‖1/k ≤lim

k→∞
(αk)1/k ≤lim

k→∞

2α1
(2k)

æ

è
ç

ö

ø
÷

!
1/k

=0.

故lim
k→∞
‖Tkx‖1/k=0.于是可得r(T)=0.从而T 是拟幂零算子.证毕.

命题2 设T 定义如式(1),则1∈Λ(T).
证明:首先估计‖(λ-T)-1‖.对∀λ≠0,有

‖(λ-T)-1‖= ∑
∞

k=0

Tk

λk+1 ≤ ∑
∞

k=1

Tk

λk+1 + 1
λ .

对 ∑
∞

k=1

Tk

zk+1 ,有

∑
∞

k=1

Tk

λk+1 = ∑
∞

k=1
∑
∞

n=0

(2n)!en 췍fn+k

(2n+2k)!λk+1 .

由于∑
∞

k=1
∑
∞

n=0

(2n)!en 췍fn+k

(2n+2k)!λk+1 绝对可和,因此

∑
∞

k=1

Tk

λk+1 = ∑
∞

k=1
∑
∞

n=0

(2n)!en 췍fn+k

(2n+2k)!λk+1 = ∑
∞

n=0
∑
∞

k=1

(2n)!en 췍fn+k

(2n+2k)!λk+1 ≤

∑
∞

n=1
∑
∞

k=1

(2n)!en 췍fn+k

(2n+2k)!λk+1 + ∑
∞

k=1

e0 췍fk

(2k)! λ
2k+2 ≤

∑
∞

n=1
∑
∞

k=1

(2n)!en 췍fn+k

(2n+2k)!λk+1 + K
λ ∑

∞

k=1

1
(2k)! λ

2k ≤

∑
∞

n=1
∑
∞

k=1

(2n)!en 췍fn+k

(2n+2k)!λk+1 + K
λe

1/ λ .

02   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第63卷 



对 ∑
∞

n=1
∑
∞

k=1

(2n)!en 췍fn+k

(2n+2k)!λk+1 ,有

∑
∞

n=1
∑
∞

k=1

(2n)!en 췍fn+k

(2n+2k)!λk+1 ≤K∑
∞

n=1
∑
∞

k=1

(2n)!
(2n+2k)! λ k+1=

    K
( λ +1)λ ∑

∞

n=1
∑
∞

k=1

( λ +1)(2n)!
(2n+2k)! λ k =

    K
( λ +1)λ ∑

∞

n=1
∑
∞

k=1

λ (2n)!
(2n+2k)! λ k +

(2n)!
(2n+2k)! λ k =

    K
( λ +1)λ ∑

∞

n=1
∑
∞

k=1

(2n)!
(2n+2k)! λ

2k-1+
(2n)!

(2n+2k)! λ
2k =

    K
( λ +1)λ ∑

∞

n=1
∑
∞

k=1

1
(2k)! λ

2k-1+ 1
(2k)! λ

2
æ

è
ç

ö

ø
÷k ∏

2n

j=1

j
2k+

æ

è
ç

ö

ø
÷

j ≤

    K
( λ +1)λ ∑

∞

n=1

2
(2n+1)(2n+2)∑

∞

k=1

1
(2k-1)! λ

2k-1+ 1
(2k)! λ

2
æ

è
ç

ö

ø
÷k ≤

    K
( λ +1)λ ∑

∞

k=1

1
(k)! λ

k ≤
K

( λ +1)λ
e1/ λ .

从而

‖(λ-T)-1‖ ≤ 1
λ + K

λe
1/ λ + K

( λ +1)λ
e1/ λ . (2)

  令x* =∑
∞

n=0

1
(2n+1)(2n+2)

en.易验证 ‖x*‖ ≤π2
12

且x* ∈M.注意对任意的λ≠0,有

‖(λ-T)-1x*‖ ≥ 1K f0((λ-T)-1x*).

下面估计 f0((λ-T)-1x*).由于

f0((λ-T)-1x*)=f0 ∑
∞

k=0

Tkx*

λk+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1 =∑
∞

k=0

1
(2k+2)!λk+1= 1

1+ λ∑
∞

k=0

1+ λ
(2k+2)!λk+1=

1
1+ λ∑

∞

k=0

1
(2k+2)!λk+1+ λ

(2k+2)!λk+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1 =

1
1+ λ∑

∞

k=0

1
(2k+2)!(λ)2k+2

+ 1
(2k+2)!(λ)2k+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1 =

λ
1+ λ∑

∞

k=0

1
(2k+2)!(λ)2k+3

+ 1
(2k+2)!(λ)2k+

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
,

因此

f0((λ -T)-1x*)≥ λ
1+ λ

e1/ λ -1- 1æ

è
ç

ö

ø
÷

λ
. (3)

结合式(2),(3)有

kx* ≥limsup
λ →0

ln‖(λ -T)-1x*‖
ln‖(λ -T)-1‖ ≥limsup

λ →0

ln1K f0(λ -T)-1x*

ln‖(λ -T)-1‖ ≥

lim
λ →0

ln λ
K(1+ λ )

e1/ λ -1- 1æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷λ

ln
1
λ + K

λe
1/ λ + K

( λ +1)λ
e1/æ

è
ç

ö

ø
÷

λ
=1.

从而kx*≥1.由0≤kx*≤1可得kx*=1,进而1∈Λ(T).证毕.
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命题3 设T 定义如式(1),则Λ(T)=[0,1].

证明:对∀r∈(0,1),令xr =∑
∞

n=0

r2n
(2n+1)(2n+2)

en.易验证 ‖xr‖ ≤π2
12

且xr ∈ M.对

f0((λ-T)-1xr),有

f0((λ-T)-1xr)=f0 ∑
∞

k=0

Tkxr

λk+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1 =∑
∞

k=0

r2k+2
(2k+2)!λk+1= 1

1+ λ/r∑
∞

k=0

(1+ λ/r)r2k+2
(2k+2)!λk+1 =

1
1+ λ/r∑

∞

k=0

r2k+2
(2k+2)!λk+1+ r2k+2 λ/r

(2k+2)!λk+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1 =

1
1+ λ/r∑

∞

k=0

r2k+2

(2k+2)!(λ)2k+2
+ r2k+1

(2k+2)!(λ)2k+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1 =

λ
r+ λ∑

∞

k=0

r2k+3

(2k+2)!(λ)2k+3
+ r2k+2

(2k+2)!(λ)2k+
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 .

从而

f0((λ -T)-1xr)≥ λ
r+ λ

er/ λ -1- ræ

è
ç

ö

ø
÷

λ
. (4)

进一步,对任意的n≥1,有

fn((λ-T)-1xr)= fn ∑
∞

k=0

Tkxr

λk+
æ

è
ç

ö

ø
÷

1 ≤∑
∞

k=0

(2n)!r2k+2n+2
(2k+2n+2)! λ k+1 ≤

r2n∑
∞

k=0

(2n)!r2k+2
(2k+2n+2)! λ k+1 ≤

r2n∑
∞

k=0

r2k+2
(2k+2)! λ k+1 ≤r2n f0((λ -T)-1xr).

  由于xr∈M及RanT⊂M,显然有 (λ-T)-1xr=∑
∞

n=0

Tnxr

λn+1 ∈M,因此有

(λ-T)-1xr=∑
∞

n=0
fn((λ-T)-1xr)en.

进而对∀r∈(0,1),有

‖(λ-T)-1xr‖ ≤∑
∞

n=0
fn((λ-T)-1xr)≤ 1

1-r2 f0((λ -T)-1xr). (5)

  注意‖(λ-T)-1xr‖≥1K f0((λ-T)-1xr),结合式(2),有

kxr =limsup
λ→0

ln‖(λ-T)-1xr‖
ln‖(λ-T)-1‖ ≥limsup

λ →0

ln1K f0(λ-T)-1xr

ln‖(λ-T)-1‖ ≥

limsup
λ →0

ln1K f0(λ -T)-1xr

ln‖(λ -T)-1‖ ≥

limsup
λ →0

ln λ
K(r+ λ )

er/ λ -1- ræ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷λ

ln
1
λ + K

λe
1/ λ + K

( λ +1)λ
e1/æ

è
ç

ö

ø
÷

λ
=r.

  由于kx*=1,且结合式(3),(5),有

kxr =limsup
λ→0

ln‖(λ-T)-1xr‖
ln‖(λ-T)-1‖ =limsup

λ→0

ln‖(λ-T)-1xr‖
ln‖(λ-T)-1x*‖

ln‖(λ-T)-1x*‖
ln‖(λ-T)-1‖ ≤

22   吉 林 大 学 学 报 (理 学 版)   第63卷 



limsup
λ→0

ln‖(λ-T)-1xr‖
ln‖(λ-T)-1x*‖ ≤limsupλ→0

ln 1
1-r2 f0((λ-T)-1xr
æ

è
ç

ö

ø
÷)

ln1K f0((λ-T)-1x*)
≤

limsup
λ →0

ln 1
1-r2

λ
r+ λ

er/ λ -1- ræ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷λ

ln λ
K(1+ λ )

e1/ λ -1- 1æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷λ

=r,

因此kxr=r.又由于r∈(0,1),从而(0,1)⊂Λ(T).
由命题2,有1∈Λ(T).进一步,易验证ke0=0.从而0∈Λ(T).综上所述,Λ(T)=[0,1].证毕.
下面证明定理4.由引理3可知,对任意无穷维复Banach空间X,存在Schauder基序列{en}∞n=0.

因此可在X 中定义如式(1)所示的拟幂零算子T.进一步,由命题3可得Λ(T)=[0,1].定理4证毕.
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