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摘要:复对称算子是指 Hilbert空间上具有对称矩阵表示的线性算子.综述近年来复对称

算子的主要研究进展及若干公开问题,包括特殊复对称算子、约化子空间、范数闭包问题和

代数性质等.
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0 引 言

本文用H表示具有内积<·,·>的可分无穷维复Hilbert空间,用B(H)表示H上全体有界线性算

子构成的代数,K(H)表示B(H)的紧算子理想.
定义1[1-2] 若映射C:H→H满足下列条件:

1)C是共轭线性的,即C(αx+y)=αCx+Cy,∀x,y∈H,α∈ℂ;
2)C是双射且C-1=C;
3)<Cx,Cy>=<y,x>,∀x,y∈H.

则称C是H上的一个共轭算子.
定义2[1-2] 设T∈B(H),若存在H上的某个共轭算子C,使得CTC=T*,则称T 是复对称的.

若T 关于共轭算子C 是复对称的,也称T 是C-对称的.



T∈B(H)是复对称的当且仅当存在H的正规正交基{ei}∞i=1,使得T 关于{ei}的表示矩阵是对称

的,即∀i,j≥1,<Tei,ej>=<Tej,ei>.
复对称算子有广泛的研究背景.在有限维情形,复对称算子包含了复对称矩阵、Toeplitz矩阵、

Hankel矩阵诱导的算子,这些都是有重要应用背景的研究对象.事实上,针对复对称矩阵的研究可以

追溯到 关 于 自 守 函 数、射 影 几 何、二 次 型、辛 几 何 和 函 数 论 的 研 究 工 作[3-7].在 无 限 维 情 形,

Glazman[8-9]的研究结果奠定了C-对称微分算子扩张理论的基础.目前,关于C-对称微分算子扩张的

存在性研究已有很多结果[10].
Garcia等[1-2]率先对复对称算子的一般理论进行了研究,其研究工作受关于截断Toeplitz算子研

究的推动.截断Toeplitz算子是指经典Toeplitz算子在模型空间上的收缩,是算子理论领域的一个研

究热点[11].Garcia等[1]证明了这类算子都是复对称的.Garcia[12-14]研究表明,复对称算子类包含许多

重要的特殊算子,例如正规算子、双正规算子及许多积分算子,建立了复对称算子与一些具体算子的

联系,并找到了相关理论在数学物理中的应用[15-17].这些研究结果激发了人们对复对称算子的研究兴

趣,推动了复对称算子理论的发展[15].
本文综述近年来复对称算子及相关算子类的主要研究进展,并提出一些感兴趣的公开问题.

1 特殊复对称算子

针对各类特殊算子的研究是算子理论的重要组成部分,也是算子理论中许多问题取得进展的突破

口.特别地,研究特殊复对称算子也是发展复对称算子理论的有效途径.
对于抽象算子类的复对称性的刻画目前已有许多有启发性的研究进展.例如:Garcia等[18]完全刻

画了复对称的部分等距.若∀x∈(KerT)⊥,‖Tx‖=‖x‖,则称算子T∈B(H)是一个部分等距,
其中KerT={x∈H:Tx=0}.

定理1[18] 部分等距算子T是复对称的当且仅当T在其初始空间(KerT)⊥上的收缩是复对称的.
作为推论,易见维数小于等于3的Hilbert空间上的任何部分等距都是复对称的.
文献[19]完全刻画了复对称的加权移位算子.若存在H的正规正交基{ek}∞k=1及复数{αk}∞k=1,使得

Tek=αkek+1(k=1,2,…),则称算子T∈B(H)是一个(单侧)加权移位算子.此时{αk}∞k=1称为T 的权

序列.类似可定义双侧加权移位算子.具有对称权的截断加权移位算子是指有限维空间上具有如下表

示矩阵的算子:
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其中 ai = an-i+1 ,i=1,2,…,n.易验证具有上述表示矩阵的算子都是复对称的.
定理2[19] 单侧加权移位算子T 是复对称的当且仅当T 可表示为可数个具有对称权的截断加权

移位的直和.
上述结果对研究一般复对称的约化结构提供了研究思路,启发人们寻找构成复对称算子的基本

“模块”,目前已取得了较大研究进展.文献[19]还刻画了复对称的双侧加权移位算子.为方便,本文

仅介绍一个特殊情况下的结果.
定理3[19] 以{wi}i∈ℤ为权的单射双侧加权移位T 是复对称的当且仅当存在m∈ℤ,使得 wi =

wm-i ,∀i∈ℤ.
下面介绍Toeplitz算子和截断Toeplitz算子.Toeplitz算子是一类具有重要应用背景的特殊算子,

其诱导的截断Toeplitz算子是一类重要的复对称算子.
用TT表示单位圆周{z∈ℂ:z =1},用H2 表示经典Hardy空间,它是L2(TT,μ)的由{zn:n=0,

1,2,…}张成的闭子空间,这里μ是TT上通常的弧长测度.令P 为L2(TT)到 H2 上的正交射影.对于

φ∈L∞(TT),H2 上的Toeplitz算子Tφ 定义为Tφ(f)=P(φf),其中f∈H2,φ称为Tφ 的符号.对于
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内函数θ,记Kθ=H2췍(θH2),称为θ诱导的模型空间.Tφ 在Kθ 上的收缩记作Aθ
φ,称为Kθ 上以φ 为

符号的截断Toeplitz算子.Garcia等[1]证明了Kθ 上截断Toeplitz算子关于如下定义的共轭算子是复

对称的:

Cθ:f θ·zf(z).
  Sarason[11]首先发起了针对截断Toeplitz算子的研究,并提出许多公开问题.受Toeplitz算子研

究的启发,截断Toeplitz算子的研究主要关注Aθ
φ 的性质与其符号φ 之间的联系[20-23].Bessonov[22]刻

画了有限秩截断Toeplitz算子的符号φ.Garcia等[24]给出了截断Toeplitz算子生成的C*-代数的一些

结构和性质.Sedlock[25]给出了同一空间上两个截断Toeplitz算子的乘积是截断Toeplitz算子的充要

条件.Ko等[26]刻画了有限维空间上截断Toeplitz算子的正规性.Ma等[27]刻画了紧的截断Toeplitz
算子.Bercovici等[28]利用算子的复对称性给出了截断Toeplitz算子的一个刻画.

关于截断Toeplitz算子的另一部分研究兴趣在于探索截断Toeplitz算子可否作为一般复对称算子

的模型,即研究是否任意复对称算子都酉等价于某一截断Toeplitz算子[29-32].特别地,文献[31]证明

了每个二阶幂零算子都酉等价于某个截断Toeplitz算子.
因为截断Toeplitz算子都是复对称的,因此对复对称Toeplitz算子的刻画备受关注.文献[33]提

出了刻画 Toeplitz算子的复对称性.由于次正规算子是复对称的当且仅当它是正规的,而解析

Toeplitz算子都是次正规的,因此这方面的研究集中于具有非解析符号 Toeplitz算子的研究.
文献[33]给出了形如zn+azm的三角多项式诱导的Toeplitz算子是复对称算子的充要条件.

命题1[33] 若ϕ(z)=zn+azm,其中m,n是正整数,则下列叙述等价:
1)Tϕ 是复对称的;

2)Tϕ≅T～ϕ,其中 ～ϕ(z)=ϕ(z),≅表示酉等价;

3)m=n且 a =1;
4)Tϕ 是正规算子.
上述结果为复对称Toeplitz算子的刻画提供了新思路.首先,考虑Toeplitz算子的复对称性是否

与其正规性一致.文献[34]证明了:若ϕ∈L∞(TT)且存在模为1的常数 a ,使得ϕ(az)=ϕ(z),则Tϕ

是复对称的.基于此,易构造复对称但谱不落在任何一条直线上的Toeplitz算子,因此必然不是正规

的.其次,对一般的符号ϕ∈L∞(TT),考虑命题1中的1)和2)是否等价.文献[34]刻画了 Hardy空间

H2 上以两类三角多项式为符号的Toeplitz算子的复对称性,得到如下结果.
定理4[34] 设φ(z)=a2z2n+a1z2n-1+b1z-(2n-1)+b2z-2n或者φ(z)=a2zn+a1z+b1z-1+b2z-n.令

ψ(z)=φ췍zm,其中m,n∈ℕ且a1,a2,b1,b2∈ℂ.则下列叙述等价:
1)Tψ 是复对称算子;
2)Tψ≅T～ψ;
3)Tψ 或者是正规算子,或者存在α∈TT使得ψ(αz)=ψ(z).
基于上述结果,本文猜测下列猜想成立.
猜想1 若ϕ∈L∞(TT),则Tϕ 是复对称的当且仅当Tϕ≅T췍ϕ.
由于刻画Toeplitz算子的复对称性非常困难,因此目前已有大量工作致力于刻画Toeplitz算子的

特殊复对称性,即对于H2 上满足特定条件的共轭算子C,刻画那些C-对称的Toeplitz算子.Ko等[35]

研究了Toeplitz算子 Tφ 何时是γCλ-对称的,其中γ,λ∈TT.关于这方面研究的更多结果可参见

文献[36-38].
复合算子是函数空间上的一类具体算子,是一类由函数复合运算诱导的算子.若ϕ是开单位圆盘

DD上的自同构,则映射f∈H2 f췍ϕ是H2 的一个复合算子.其他函数空间上的复合算子可类似定

义.Garcia等[39]提出了刻画加权Hardy空间上复对称的复合算子,从而激发了人们对各类解析函数空

间上复合算子复对称性的刻画[40-43].

2 复对称算子的约化子空间

约化子空间是算子理论的重要研究课题.对于T∈B(H),如果H的闭子空间 M 满足T(M)⊂M
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和T*(M )⊂M,则 M称为T 的一个约化子空间.如果算子T 有非平凡的约化子空间,则称T 是可约

的;否则,称T 是不可约的.
约化子空间是进一步理解Hilbert空间上算子(尤其是解析函数空间上的各类具体算子)结构的重

要方法.关于经典 Hardy空间上解析 Toeplitz算子约化子空间的研究目前已有很多结果[44-46].在

Bergman空间上目前也得到了很多关于Blaschke乘积诱导的Toeplitz算子约化子空间的结果.特别

地,文献[47]证明了Blaschke乘积ϕ诱导的Toeplitz算子Tϕ 的极小约化子空间的个数与Riemann面

ϕ-1췍ϕ的连通分支数一致.关于这方面研究的详细结果可参见文献[48].
复对称算子约化子空间的最早研究结果是关于加权移位算子的.文献[19]刻画了复对称的加权

移位算子,证明了复对称的单侧加权移位算子恰可表示为可数个具有对称权的截断加权移位的直和.
这些结果启发人们开始寻找组成复对称算子的最小“模块”.

定义3[33] 设T,A∈B(H),若存在H上的某个共轭算子C 使得A=CT*C,则称A 是T 的一个

转置.
一般情况下,算子的转置不是唯一的.但由于所有共轭算子都是酉等价的,因此易验证T 的所有

转置都是酉等价的.无歧义的情况下,本文用TT 表示算子T 的一个转置.文献[33]得到了下列结果,
在一般意义下刻画了复对称算子的约化结构.

定理5[33] 任意复对称算子T∈B(H)酉等价于如下3种复对称算子的直和(部分直和项可能是退

化的):

1)完全可约算子;

2)不可约算子;

3)形如A췍AT 的算子,其中A 是不可约的且不是复对称算子.
定理5给出了3种构成复对称算子的基本“模块”.但完全可约算子的结构较难理解,文献[49]

证明了复对称算子在近似酉等价的意义下可表示为定理5中2),3)描述的复对称算子的直和.
Halmos[50]证明了一个有趣的逼近结果:可分无穷维Hilbert空间H上的不可约算子构成B(H)的

一个稠密的Gδ 集.该结果为研究复对称算子的约化结构提供了新思路.利用该思路,文献[51]研究复

对称算子的约化子空间,得到了下列定理.
定理6[51] 设T∈B(H)是复对称的,则:

1)T 是不可约复对称算子的范数极限;

2)T 近似酉等价于某个可约的复对称算子.
Voiculescu[52]的非交换 Weyl-vonNeumann定理表明,无穷维空间上的每个算子T 都近似酉等价

于某个可约算子.定理6中的2)是这一结果的复对称对应结果.文献[53]从逼近的角度刻画了复对称

算子的约化子空间,得到下列结果.
定理7[53] 设T∈B(H)是复对称的,则对任意至多可数基数n≥1及ε>0,存在范数小于ε的紧

算子K,使得T+K 是复对称的,且恰包含n个极小约化子空间.
定理7加深了对复对称算子约化结构的理解,也启发人们沿着这一思路研究各类特殊算子(如

Toeplitz算子、次正规算子)的约化结构.

3 复对称算子的范数闭包问题

用S(H)表示H上所有复对称算子构成的集合.复对称算子的范数闭包问题是指“S(H)的范数

闭包是什么”.该问题属于算子非交换逼近[54]的研究范畴.算子的非交换逼近致力于从逼近的思路研

究算子的结构、分类、谱理论等.在Halmos[54]研究结果的推动下,产生了算子理论方面研究的许多深

刻结果[55-56],如 Weyl-vonNeumann-Berg定理、非交换 Weyl-vonNeumann定理、相似轨道定理等.
关于复对称算子的范数闭包问题研究,是从Garcia等[18]提出的下列公开问题开始的.
问题1[18] S(H)是否为范数闭的.
Garcia等[18]证明了S(H)不是强算子拓扑闭的.事实上,利用他们的方法可进一步证明S(H)的
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强算子拓扑闭包是B(H).文献[57]证明了经典的Kakutani移位不是复对称的但却是复对称算子的范

数极限,进而否定回答了问题1.以 1
gcd{k,2k{ }}

∞

k=1
为权序列的单侧加权移位称为 Kakutani移位.

Garcia等[58]也利用加权移位构造出了不是复对称的但却是复对称算子的范数极限的算子.这些结果

表明了加权移位算子在复对称算子研究方面的重要作用.
受上述研究结果的启发,Garcia等[59]刻画了哪些单射的加权移位算子可由复对称算子逼近,并引

入了近似Kakutani移位.对于以{αk}∞k=1为权的加权移位算子T,若对任意n≥1以及任意ε>0,存在

N∈ℕ使得0< αN <ε,且

1≤k≤n⇒-ε< αk - αN-k <ε,
则称T 是一个近似Kakutani移位.易见Kakutani移位必是近似Kakutani移位.Garcia等[59]证明了

下列定理.
定理8[59] 近似Kakutani移位是复对称算子的范数极限.
进一步,Garcia等[59]又提出了下列猜想.
猜想2[59] 对于单射的加权移位算子T,若T 是复对称算子的范数极限,则T 是近似Kakutani

移位.
后续研究表明,猜想2为解决复对称算子的范数闭包问题奠定了基础.为回答猜想2,文献[60]

建立了复对称算子与单生成C*-代数的反自同构之间的联系.
若对任意复系数二元自由多项式p(z,w),有

‖p(T*,T)‖=‖～p(T,T*)‖ (1)
成立,则称算子T∈B(H)是g-normal的[60],这里 ～p(z,w)是将p(z,w)的系数求共轭得到的二元多项

式.进一步,若T 是C-对称的,则易验证 ～p(T,T*)=Cp(T*,T)C.因此T 是g-normal的.事实上,
易验证复对称算子的范数极限也是g-normal的.

引理1[60] 算子T∈B(H)是g-normal的当且仅当存在C*(T)的对合的反自同构φ,使得φ(T)=T.
引理1在复对称算子的范数闭包问题中具有重要作用.事实上,若T∈B(H)是g-normal的,任

取共轭算子C,则易验证ρ:X Cφ(X*)C是C*(T)的一个忠诚表示,且ρ(T)=CT*C.该结果为复

对称算子的研究提供了C*代数的研究思路.在此基础上,文献[60]给出下列定理,刻画了S(H)中的

一大类算子.
定理9[60] 若T∈B(H)满足C*(T)∩K(H)={0},则下列叙述等价:

1)T∈S(H);

2)∃A∈S(H),使得A≅aT;

3)T 是g-normal的.
这里≅a 表示近似酉等价.若存在与A 酉等价的一列算子{An}收敛于B,则称算子A,B∈B(H)

是近似酉等价的.在定理8的基础上,文献[60]肯定回答了猜想2.
定理10[60] 设T∈B(H)是单射的单侧加权移位,则下列叙述等价:

1)T∈S(H);

2)∃A∈S(H),使得A≅aT;

3)T≅aT*;

4)T 是g-normal的;

5)T 是近似Kakutani移位.
此外,文献[60]还完全刻画了S(H)中单射的双侧加权移位.文献[49]进一步发展了[60]中的方

法,在一般的意义下解决了复对称算子的范数闭包问题.
定理11[49] 对于T∈B(H),下列叙述等价:

1)T∈S(H);

2)∃R∈S(H),使得T≅aR;
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3)T 近似酉等价于一个可表示为如下两种复对称算子直和的算子:不可约复对称算子和形如

A췍AT的算子,其中A 是不可约的且不是复对称算子.
定理11表明,复对称算子在近似酉等价的意义下可表示为如下两种复对称算子的直和:不可约算

子和形如A췍AT 的算子,其中A 是不可约的且不是复对称算子.
通过研究复对称算子的范数闭包问题,加深了人们对复对称算子结构的理解.一方面,在该过程

中,发现了大量新的具体复对称算子.另一方面,复对称算子概念中隐含的代数信息在该过程中被发

现.这些结果为研究具有特殊表示矩阵的算子提供了新的借鉴和参考.Toeplitz算子、Hankel算子等

都是具有特殊表示矩阵的算子.因此可尝试从这些算子类的逼近问题入手,研究其结构和分类.

4 复对称算子构成的Jordan代数

C*代数的方法和工具在复对称算子范数闭包问题研究中发挥了关键作用,从而启发人们研究复

对称算子的代数性质.由于S(H)在加法或乘法下不封闭,没有线性结构,因此可关注包含于S(H)
的一个典型Jordan代数.

给定H上的共轭算子C,用SC 表示H上所有C-对称算子构成的集合.易验证SC 是 B(H)的弱算

子拓扑闭的子空间,且S(H)=∪CSC,这里关于H上所有的共轭算子C求并.易证明如果C1,C2 是H
上的共轭算子,则存在H上的酉算子U,使得USC1U

*=SC2.因此,在酉等价的意义下,SC 包含了H
上所有的复对称算子.

Garcia[13]证明了SC 中的每个压缩算子都是SC 中两个酉算子的平均值.这是 B(H)中已有结果的

复对称对应结果.文献[61]为SC 建立了Courant极小极大原理,用于估计SC 中紧算子的奇异值.
文献[62]证明了SC 是传递的,并且是2-超自反的.

上述结果主要关注SC 中单个算子的性质.事实上,SC 具有丰富的代数结构,它在如下定义的

Jordan积췍下封闭:

A췍B=12
(AB+BA),  ∀A,B∈B(H).

因此,SC 在Jordan积下构成一个Jordan算子代数.SC 具有重要的几何应用背景,在JB*-triple的研

究中具有重要作用.JB*-triple是一类具有良好代数、几何性质的复Banach空间.在JB*-triple理论

中,SC 被称为Hermite型Cartan因子,与有界对称域的研究相关.Cartan因子有6种类型,最早出现

于Cartan[63]对有限维有界对称域分类的研究中,并在JB*-triple的Gelfand-Naimark定理证明中发挥

了重要作用[64].
下面介绍利用单个复对称算子理论刻画SC 代数结构的研究进展.

4.1 SC 的理想与自同构

对于任何代数结构,其理想都是极其重要的.文献[65]研究了SC 的理想结构.若对任意的A∈SC

和X∈J,恒有A췍X∈J,则SC 的线性子空间J称为SC 的一个Jordan理想.文献[65]完全刻画了SC

的Jordan理想,得到如下结果.
定理12[65] SC 的非空子集 J是 SC 的Jordan理想当且仅当存在 B(H)的结合理想 I,使得

J=I∩SC.
B(H)的结合理想是指B(H)在通常算子乘法下的双边理想(未必是范数闭的),B(H)的Jordan

理想与其结合理想一致[66].因此,定理12表明SC 和B(H)具有相同的Jordan理想结构.此外,由于

B(H)的非平凡理想皆由紧算子构成,说明SC 也如此,而且SC 中的全体紧算子构成其唯一的非平凡

闭理想.B(H)中的许多结果都与其紧算子理想有关,如BDF定理、Weyl-vonNeumann定理等.
将H上全体Schatten-p 类算子构成的集合记作Bp(H),1≤p<∞.为方便,将H上紧算子构成

的集合也记作B0(H).Bp(H)在p-范数 ‖·‖p 下是一个Banach空间,而且 Bp(H)是 Bq(H)的对

偶,其中1<p,q<∞且1
p+

1
q=1.

文献[65]建立了SC,p(p∈{0}∪[1,∞))之间的对偶关系.
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定理13[65] 1)(SC,1,‖·‖1)等距同构于(SC,0,‖·‖)的对偶空间;

2)SC 等距同构于 (SC,1,‖·‖1)的对偶空间;

3)(SC,q,‖·‖q)等距同构于(SC,p,‖·‖p)的对偶空间,其中1<p,q<∞且1/p+1/q=1.
若φ:SC→SC 是线性双射,并且

φ(X*)=φ(X)*, φ(X췍Y)=φ(X)췍φ(Y), ∀X,Y ∈SC,
则φ称为SC 的一个Jordan自同构.文献[65]完全刻画了SC 的Jordan自同构,得到如下结果.

定理14[65] 映射φ:SC→SC 是 SC 的Jordan自同构当且仅当存在一个与 C 交换的酉算子

V∈B(H),使得φ(X)=VXV*,∀X∈SC.
定理14表明,SC 的Jordan自同构由H上与C 交换的那些酉算子实现.B(H)的自同构恰为酉变

换,平行于上述结果.
SC 的Jordan自同构是保持了SC 的代数结构的线性双射.Kadison[67]刻画了C*代数之间的满线性

等距.作为推论,易见B(H)上的满线性等距形如X∈B(H) UXV,其中U,V 是H上任意给定的酉

算子.
对于酉算子V∈B(H)及模为1的复数β,可构造SC 上两个实线性的满等距:

X βVX(CV*C), (2)

X βVX*(CV*C). (3)

  问题2 SC 上实线性的满等距是否必然形如式(2)或式(3).
4.2 SC 中的对角化问题

经典的 Weyl-vonNeumann定理表明,复可分Hilbert空间上的自伴算子可经任意小的紧扰动成

为对角自伴算子.若可取 T 的特征向量构成 H 的正规正交基,则算子 T∈B(H)称为对角的.
Kuroda[68]证明了小紧扰动可以加强为小Schattenp-范数扰动,其中p∈(1,∞).

文献[69]建立了SC 中的 Weyl-vonNeumann定理.
定理15[69] 设T∈SC 是自伴算子.若p∈(1,∞),ε>0,则存在对角、自伴算子D∈SC,使得

T-D∈Bp(H)且‖T-D‖p<ε.
Berg[70]和Sikonia[71]分别证明了每个正规算子可经小紧扰动成为对角算子.该结果称为 Weyl-von

Neumann-Berg定理.应用文献[72]的一个技巧,文献[69]证明了SC 中的交换正规算子组可以联合对

角化.作为定理15和文献[51]中定理2.1的应用,可证明下列不可约逼近定理.
推论1 对任意T∈SC,p∈(1,∞)及ε>0,总存在紧算子K∈SC 满足‖K‖p<ε,且T+K 是不

可约的.
Voiculescu[73]考虑了交换自伴算子的联合对角化,并证明了如果T1,…,Tn(n≥2)是交换自伴算

子且ε>0,则存在n个两两交换的自伴对角算子D1,…,Dn,使得‖Ti-Di‖n<ε(i=1,2,…,n).
因此,自然有如下问题.

问题3 若n是不小于2的自然数,T1,…,Tn 是SC 中两两交换的自伴算子,ε>0,则是否必存在

n个两两交换的自伴对角算子D1,…,Dn∈SC,使得‖Ti-Di‖n<ε,i=1,2,…,n.
应用定理15,文献[69]证明了SC 中的任一算子可经小扰动成为SC 中的不可约算子.注意到应用

非交换 Weyl-vonNeumann定理可以证明 B(H)中的可约算子构成其稠密子集,再注意到定理7,自

然存在如下问题.
问题4 SC 中的可约算子是否构成其稠密子集.更一般地,对任意至多可数基数n,SC 中恰有

n 个极小约化子空间的算子是否构成其稠密子集.
回答问题4或许需要建立SC 框架下的非交换 Weyl-vonNeumann定理.

4.3 值域包含定理

下面介绍SC 中算子的值域包含问题,即对给定的T∈SC,刻画哪些算子A∈SC 满足 R(A)⊆
R(T),这里R(·)表示算子值域.

Douglas[74]证明了下面的值域包含定理,完全刻画了Hilbert空间上算子的值域包含关系.
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定理16[74] 对于算子A,B∈B(H),下列叙述等价:

1)R(A)⊆R(B);

2)存在λ≥0,满足AA*≤λBB*;

3)存在X∈B(H),满足A=BX.
定理16揭示了算子的值域包含、算子分解之间的密切联系.Embry[75]将该结果推广到Banach

空间,证明了存在R(B)上的某个有界算子X 满足A=XB 当且仅当R(A′)⊆R(B′),这里A′和B′分别

表示A 和B 的Banach共轭算子.
上述结果启发人们研究建立SC 中的值域包含定理.对于 H的线性子空间 M,记CM={X∈SC:

R(X)⊂M}.注意到SC 不是结合代数,考虑SC 中的二次积:(X,Y) XYX,其中 X,Y∈SC.对于

T∈SC,易验证TSCT∶={TXT:X∈SC}⊆CR(T).那么相反的包含关系是否成立? 文献[69]回答了上

述问题,得到如下结果.
定理17[69] 若T∈SC,则CR(T)=TSCT 当且仅当R(T)是闭的.
定理17表明,若T∈SC 的值域不是闭的,则TSCT 真包含于CR(T)中.但如下结果表明两者具有

相同的闭包.
定理18[69] 若T∈SC,则CR(T)=TSCT.
根据上述结果,每个满足R(A)⊆R(T)的A∈SC 都是形如TXT 的算子的范数极限,其中X∈SC.

因此定理18可视为SC 中的近似值域包含定理.进一步,对于T∈SC,文献[69]证明了CR(T)的弱算子

拓扑闭包、强算子拓扑闭包皆为CR(T).

5 复对称算子的相关算子类

复对称算子是借助共轭算子定义的一类特殊算子.这些特殊算子是与复对称算子联系紧密,而且

也可借助共轭算子定义的算子类.下面介绍其中的两类算子,即斜对称算子和共轭正规算子.
5.1 斜对称算子

斜对称算子是指 Hilbert空间上具有斜对称矩阵(即矩阵 M 满足M+MT=0)表示的线性算子.
平行于复对称算子,斜对称算子也可借助共轭算子给出下面的等价定义.

定义4[10] 若存在H上的共轭算子C,使得CTC=-T*,则称算子T∈B(H)是斜对称的.若T
关于C 是斜对称的,也称T 是C-斜对称的.

显然,斜对称算子是斜对称矩阵在算子理论框架下的推广,因此有广泛的应用背景,不仅在纯粹

数学领域,也包含应用数学、量子物理及工程领域.特别地,作为复数域ℂ上的经典有限维李代数,正

交李代数so(n,ℂ)由所有n×n斜对称的复矩阵组成,即

so(n,ℂ)={X∈Mn(ℂ):X+XT=0},
其中Mn(ℂ)表示所有n×n复矩阵构成的集合.so(n,ℂ)是正交李群

SO(n,ℂ)={X∈Mn(ℂ):XXT=I,detX=1}
的李代数,在半单李代数分类中有重要作用.

尽管斜对 称 矩 阵 在 各 分 支 学 科 中 具 有 重 要 作 用,但 目 前 对 斜 对 称 矩 阵 的 研 究 报 道 较 少.
文献[10,76]提出在算子理论的框架下研究斜对称算子,发展其理论并探索其应用.近年来,人们发现

斜对称算子与复对称算子存在紧密的联系.因此这方面的研究也逐渐受到关注.下面介绍斜对称算子

的研究进展.首先介绍特殊斜对称算子刻画方面的结果.文献[76]完全刻画了斜对称的正规算子.
定理19[76] 若T∈B(H)是正规算子,则T 是斜对称的当且仅当T (KerT)⊥≃N췍(-NT),其中

N 是某个Hilbert空间上单射的正规算子.
文献[76]还给出了斜对称正规算子的乘法算子模型.定理19反映出斜对称算子谱的中心对称性.

事实上,可以证明对任意斜对称算子T 及任意复数z,z∈σ(T)当且仅当-z∈σ(T).文献[77]刻画了

谱不连通的斜对称算子的结构.文献[78]刻画了斜对称的加权移位算子,它依赖于关于斜对称算子的

一个分解定理.
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定理20[77] 任意斜对称算子T∈B(H)可表示为如下3种斜对称算子的直和(部分直和项可能是

退化的):

1)完全可约的斜对称算子;

2)不可约的斜对称算子;

3)形如A췍(-AT)的算子,其中A 不可约但不是斜对称的.
定理21[78] 任意斜对称的单侧加权移位算子可表示为一列具有偶数秩和对称权的截断加权移位

的直和.
人们对斜对称算子的研究兴趣也来源于它们与复对称算子之间的紧密联系.对 H上的共轭算子

C,记OC={X∈B(H):CXC=-X*}.易验证任意斜对称算子必酉等价于OC 中的某个算子,而且

∪COC 恰为H上全体斜对称算子构成的集合.进一步,可以验证OC+SC=B(H)且OC∩SC={0},即OC

和SC 互为拓扑补;而且

[SC,SC]∶={XY-YX:X,Y ∈SC}⊂OC,  OC췍OC∶={X췍X:X,Y ∈OC}⊂SC.
因此,自然有如下问题.

问题5 若C是H上的共轭算子,则是否必有[SC,SC]=OC 和OC췍OC =SC 成立.
文献[79]证明了OC 和SC 是Roberts正交的,即

A∈OC,B∈SC ⇒‖A-aB‖=‖A+aB‖,  ∀a∈ ℂ;
并且建立了OC 和SC 的“零化”关系,得到下列结果.

定理22[79] 若C 是 H上的共轭算子,则S⊥
C =OC∩B1(H),O⊥

C =SC∩ B1(H),这里S⊥
C =

{X∈B1(H):tr(XY)=0,∀Y∈SC},O⊥
C={X∈B1(H):tr(XY)=0,∀Y∈OC}.

易验证OC 是B(H)的弱算子拓扑闭的线性子空间,而且是Lie积运算[·,·]下封闭的.因此OC

是一个算子Lie代数.Harpe[80]讨论了OC(以及其他几个经典的算子李代数)的许多基本性质,包括理

想、导子、自同构等.此外,OC 作为一类Cartan因子与有界对称域的研究有关.文献[81]利用复对称

算子和斜对称算子的相关结果,完全刻画了OC 的李理想及其对偶空间.
定理23[81] OC 的非空子集J是OC 的Lie理想当且仅当存在B(H)的结合理想I,使得J=I∩OC.
文献[81]还完全刻画了OC 的导子的谱.这些结果表明OC 具有丰富的结构,并提供了OC 和B(H)

之间的对比.文献[82]建立了OC 中的 Weyl-vonNeumann定理.
定理24[82] 设C是H上的共轭算子,ε>0.
1)若T 是OC 中的自伴算子且p∈(1,∞),则存在OC 中的自伴对角算子D,使得‖T-D‖p<ε;
2)若T1,…,Tn 是OC 中两两交换的自伴算子,其中n≥2,则存在OC 中两两交换的自伴对角算子

D1,…,Dn,使得‖Tj-Dj‖n<ε,∀j=1,2,…,n.
定理24中的2)是 Voiculescu的自伴算子组联合对角化定理[73]的 OC 对应结果.作为应用,

文献[82]建立了OC 中的不可约逼近定理.
定理25[82] 设C是H上的共轭算子.若T∈OC 且p∈(1,∞),则对任意的ε>0,存在p-范数小

于ε的紧算子K,使得T+K∈OC 是不可约的.
5.2 共轭正规算子

定义5[83] 若存在H上的共轭算子C使得C T C= T*,则称算子T∈B(H)是共轭正规的.若

T 关于C 是共轭正规的,也称T 是C-正规的.
共轭正规算子与反自伴算子有关.用Ba(H)表示复Hilbert空间H上所有有界的共轭线性算子构

成的集合,Bc(H)表示复Hilbert空间H上所有共轭算子构成的集合.对于R∈Ba(H),R 的反线性伴

随是满足

<R#x,y>=<Ry,x>,  ∀x,y∈H
的唯一的算子R#∈Ba(H).若R=R#,则称R 是反自伴的;若RR#=R#R,则称R 是反正规的.

对于T∈B(H)及C∈Bc(H),易验证CT∈Ba(H)且(CT)#=T*C.因此CT 是反自伴的当且仅

当T 是C-对称的,CT 是反正规的当且仅当T 是C-正规的.此外,C-斜对称算子都是C-正规的.因此
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共轭正规算子是复对称算子和斜对称算子的推广.
文献[83]研究了共轭正规算子与共轭正规矩阵之间的关系,刻画了有限维空间上的共轭正规

算子.文献[84]将关于复对称算子的若干结果推广至共轭正规算子.下面先给出共轭正规算子的极分

解定理.
定理26[84] 设T∈B(H)且C∈Bc(H),则下列叙述等价:

1)T 是C-正规的;

2)存在支撑在R T 上的部分反酉算子J,使得T=CJ T 且J T = T J;

3)存在反酉算子췍J,使得T=C췍J T 且췍J T = T췍J.
对于C∈Bc(H),用NC 表示C-正规算子构成之集.
定理27[84] 若C∈Bc(H),则NC 中的可逆算子构成其稠密子集.
定理27表明,B(H)中可逆的共轭正规算子构成共轭正规算子类的稠密子集.Garcia[13]证明了

每个C-对称的压缩算子都是两个C-对称酉算子的平均值.对于C-正规算子,文献[84]得到了上述结果

的NC 对应结果.
定理28[84] 若C∈Bc(H),T∈NC 且‖T‖≤1,则存在酉算子U1,U2∈NC,使得T=(U1+U2)/2.
不同于SC,集合NC 不是加法封闭的;此外,共轭正规算子在约化子空间上的限制未必是共轭正

规的,Aluthge变换也不保持算子的共轭正规性[84].
关于部分等距的共轭正规性,文献[85]得到了如下结果.
定理29[85] 对于部分等距算子T∈B(H),下列叙述等价:

1)T 是共轭正规的;

2)dimKerT∩R(T)=dimKerT*∩R(T*);

3)T 在初始空间上的收缩A 满足dimKerA=dimKerA*.
定理29结合定理1揭示了复对称部分等距与复对称共轭正规算子的差别.上述结果的证明依赖

于下列共轭插值定理.
定理30[85] 对 于 H 的 闭 子 空 间 M 和 N,存 在 C∈Bc(H),使 得 C(M )=N 当 且 仅 当

dim(M∩N⊥)=dim(M⊥∩N).
此外,文献[86]通过研究算子的共轭插值刻画了加权移位算子的共轭正规性.更多关于共轭正规

算子的结果可参见文献[87-89].
对任意的C∈Bc(H),易验证Ba(H)={CX:X∈B(H)},B(H)={CX:X∈Ba(H)}.据此关于

共轭线性算子的问题可转化为有界线性算子的问题.文献[90]研究了共轭线性算子数值域的刻画问

题.对于R∈Ba(H),其数值域定义为 W(R)={<Rx,x>:x∈H,‖x‖=1}.假设R=CT,其中

T∈B(H),C∈Bc(H).自然地,R 的结构、性质由C和T 决定.从而有如下问题.
问题6 对于T∈B(H)和C∈Bc(H),可否利用T 和C 给出W(CT)的具体刻画.
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