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具强吸收项的拟线性抛物方程解的紧支集和熄灭

李亚楠,王春朋
(吉林大学 数学学院,长春130012)

摘要:考虑一类具强吸收项的拟线性抛物方程Cauchy问题,由于强吸收项的作用,该问题的

解可以在有限时刻具有紧支集和发生熄灭.首先,利用比较原理,通过构造合适的上解证明

该问题的解在某个时刻后具有一致的紧支集,甚至还可以在任意正时刻后都具有一致的紧

支集.其次,在一定条件下,利用该问题的解在不同时刻的L1 范数估计,证明其在有限时刻

发生熄灭.
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Abstract:WeconsideredtheCauchyproblemofaclassofquasilinearparabolicequationswithstrong
absorptionterms.Duetotheeffectofthestrongabsorptionterm,thesolutiontotheproblemcould
possesscompactsupportandextinguishatafinitetime.Firstly,byusingthecomparisonprinciple
andconstructingsuitablesupersolutions,itwasproventhatthesolutionpossessedauniformcompact
supportafteracertaintimeandevenafteranypositivetime.Secondly,undersomeconditions,itwas
proventhatthesolutionextinguishedatafinitetimebyusingtheL1normestimatesofthesolutionto
theproblematdifferenttimes.
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0 引 言

考虑如下具强吸收项的拟线性抛物方程Cauchy问题非负有界解的紧支集和熄灭:

           
∂u
∂t-Δum +a(x)uq=0,(x,t)∈ ℝN ×(0,+∞),       (1)

u(x,0)=u0(x), x∈ ℝN,               (2

ì

î

í
ïï

ïï )

其中m≥1,0<q<1,0≤u0∈L1(ℝN)∩L∞(ℝN),0≤a∈C(ℝN)满足如下条件:
(H1)lim

x→∞
a(x)=K0∈(0,+∞];



(H2)存在η>
N(m-1)
2(1-q)

,使得a-η∈L1loc(ℝN).

对于带有吸收项的方程

∂u
∂t-Δum +uq=0,  (x,t)∈ ℝN ×(0,+∞), (3)

其中m≥1,q>0.吸收项指数q的临界值为q=m 和q=1,即当q>m,1<q≤m 或0<q<1时,
方程(3)的解具有不同性质.当q>m 时,扩散项足够强,对于具有紧支集的初值,解的紧支集随

t→+∞扩张至全空间[1-7];当m>1且1<q≤m 时,吸收项占主导地位且方程(3)的紧支集具有局部化

性质[8-9],即对具有紧支集的初值,存在不依赖于时间t的R>0,使得对一切t>0,都有

suppu(·,t)⊂BR(0), (4)
其中BR(0)是ℝN 中以原点为球心、以R 为半径的球;而当0<q<1时,吸收项仍占主导地位,并且吸

收效应变得更强(称为强吸收),此时方程(3)的解会出现两种不同于q≥1情况的新现象:一方面,方

程的非负有界解在有限时刻熄灭[10-11];另一方面,即使初值不具有紧支集,只要初值u0∈L∞(ℝN)非
负且满足lim

x→∞
u0(x)=0,方程(3)的解的支集具有瞬时收缩性质[11-13],即对任意的τ>0,都存在仅依

赖于τ的R>0,使得对一切t≥τ,都有式(4)成立.
Kalashnikov[10]研究了当N=1时方程(3)满足初值为0≤u0∈C(ℝ)∩L∞(ℝ)的Cauchy问题,证

明了当0<q<m 且m≥1时,若u0 具紧支集,则问题的非负弱解u具有局部化性质.文献[10]还证明

了当0<q<1≤m 时,问题的非负弱解u在有限时刻熄灭.目前,对下列具强吸收项的拟线性抛物方程

∂u
∂t-Δum + x σuq=0,  (x,t)∈ ℝN ×(0,+∞) (5)

的研究备受关注,其中0<q<1≤m,σ>0,并引入了临界指数

σ* =
2(1-q)
m-1

,m>1,

+∞, m=1{ .
例如:Belaud等[14-18]和Kondratiev等[19]研究了方程(5)在ℝN 中有界区域上的齐次Dirichlet问题和齐

次Neumann问题,证明了当0<σ<σ* 时,问题的解在有限时刻熄灭.Iagar等[20-21]研究了方程(5)
满足初值0≤u0∈L∞(ℝN)的Cauchy问题,证明了当0<σ<σ*时,问题的非负弱解都在有限时刻熄

灭;而当m>1且σ≥σ*时,根据初值u0 的不同,问题的非负弱解既有可能在有限时刻熄灭,又有可能

不熄灭.
本文研究具有更一般的吸收项系数的方程(1),其中吸收项系数0≤a∈C(ℝN)满足条件(H1)和

条件(H2).本文不要求初值u0 具有紧支集,而仅假设0≤u0∈L1(ℝN)∩L∞(ℝN).首先,利用比较原

理,通过构造合适的上解,证明当a满足条件(H1)时,问题(1)-(2)的解在某个时刻后具有一致的紧

支集.特别地,如果K0=+∞,则问题(1)-(2)的解可以在任意正时刻后都具有一致的紧支集.其次,
如果a满足条件(H1)和条件(H2),利用解在不同时刻的L1 范数估计,证明问题(1)-(2)的解在有限

时刻发生熄灭.

1 预备知识

首先,给出问题(1)-(2)弱解的定义.
定义1 对于非负函数u∈L1(ℝN×(0,+∞))∩L∞(ℝN×(0,+∞)),若对任意的T>0,有

um ∈L2(0,T;H1
loc(ℝN)),

且积分等式

∫
T

0∫ℝN
u(x,t)∂ζ∂t-∇um(x,t)·∇ζ(x,t)-a(x)uq(x,t)ζ(x,t
æ

è
ç

ö

ø
÷)dxdt+

      ∫ℝNu0(x)ζ(x,0)dx=0
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对 x 充分大和T 处为0的所有函数ζ∈C1(ℝN×[0,T])都成立,则称u是问题(1)-(2)的非负弱解.
其次,给出问题(1)-(2)弱解的适定性与比较原理,其证明类似于文献[21]中的定理1.1.
命题1 若m≥1且0<q<1,则问题(1)-(2)存在唯一的非负弱解,满足

‖u(·,t)‖L∞(ℝN)≤ ‖u0‖L∞(ℝN),  t≥0.
此外,若ui 分别是当u0=u0,i时问题(1)-(2)的非负弱解,其中0≤u0,i∈L1(ℝN)∩L∞(ℝN)(i=1,2)
且u0,1≤u0,2a.e.于ℝN,则u1≤u2a.e.于ℝN×(0,+∞).

2 解的紧支集

定理1 设m≥1,0<q<1,0≤u0∈L1(ℝN)∩L∞(ℝN),a满足条件(H1).若u是问题(1)-(2)
的非负弱解,则存在仅依赖于m,q,N,u0,a的T0>0和R0>0,使得

suppu(·,t)⊂BR0
(0),  t≥T0.

  证明:不妨设‖u0‖L∞(ℝN)>0.易见:当m>1时,u是多孔介质方程的下解;当m=1时,u是热

方程的下解.于是,由多孔介质方程的正则化效应[22]或热方程的标准表示公式可知:

‖u(·,t)‖L∞(ℝN)≤C0(t-s)-θ‖u(·,s)‖2θ
/N

L1(ℝN),  t>s≥0, (6)

其中θ= N
N(m-1)+2

,C0>0仅依赖于m 和N.从而可不妨设

4m(m+q)N2

(m-q)2
‖u0‖m-q

L∞(ℝN)<lim
x→∞

a(x). (7)

  记

Lw=∂w∂t-Δwm +a(x)wq.

取

WR(x,t)=[YR(x)+ZR(t)]1/m,  (x,t)∈ {x:x ≥R}×[0,T],
其中

YR(x)=[A(R)1/2(췍R- x )+]2m/(m-q), x >R,

ZR(t)=[B(R)(T-t)]m/(1-q), t∈ (0,T),
这里T>0和R>0均为待定常数,而췍R>R,A(R)>0和 B(R)>0为仅依赖于R 的待定常数.对于

z∈ℝ,定义

z+=max{z,0}.
结合命题1,只需找到R,췍R,A(R)和B(R),使得

LWR ≥0, x >R, t∈ (0,T), (8)

WR(x,t)≥ ‖u0‖L∞(ℝN)≥u(x,t), x =R, t∈ (0,T), (9)

WR(x,0)≥ ‖u0‖L∞(ℝN), x >R. (10)

  首先,直接计算得

∂WR

∂t = -B(R)m/(1-q)(T-t)(m+q-1)/(1-q)

(1-q)Wm-1
R (x,t)

,

∂Wm
R

∂xi
=∂YR

∂xi
=- 2m

m-q
A(R)m/(m-q)(췍R- x )(m+q)/(m-q)

+
xi

x
,

∂2Wm
R

∂x2i = 2m
m-q

A(R)m/(m-q)(췍R- x )2q/(m-q)
+ ×

m+q
m-q

· x2i
x 2-(췍R- x )+ 1

x - x2i
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú3 , i=1,2,…,N,

ΔWm
R = 2m

m-q
A(R)m/(m-q)(췍R- x )2q/(m-q)

+
m+q
m-q-(N-1)

췍R
x -æ

è
ç

ö

ø
÷1é

ë
êê

ù

û
úú

+
.

由m≥1,知
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Wm-1
R (x,t)≥Z(m-1)/m

R (t)=[B(R)(T-t)](m-1)/(1-q), x >R, t∈ (0,T),
从而

∂WR

∂t ≥ -B(R)1/(1-q)
1-q

(T-t)q/(1-q), x >R, t∈ (0,T), (11)

进而由于a(x)非负,并利用式(11)知,当 x >R 且t∈(0,T)时,有

LWR =∂WR

∂t -ΔWm
R +a(x)Wq

R ≥

a(x)[A(R)m/(m-q)(췍R- x )2m/(m-q)
+ +B(R)m/(1-q)(T-t)m/(1-q)]q/m -

2m
m-q

A(R)m/(m-q)(췍R- x )2q/(m-q)
+

m+q
m-q-(N-1)

췍R
x -æ

è
ç

ö

ø
÷1é

ë
êê

ù

û
úú

+
-

B(R)1/(1-q)
1-q

(T-t)q/(1-q)≥

a(x)
2 A(R)q/(m-q)(췍R- x )2q/(m-q)

+ +a(x)
2 B(R)q/(1-q)(T-t)q/(1-q)-

2m
m-q

A(R)m/(m-q)(췍R- x )2q/(m-q)
+

m+q
m-q-(N-1)

췍R
x -æ

è
ç

ö

ø
÷1é

ë
êê

ù

û
úú

+
-

B(R)1/(1-q)
1-q

(T-t)q/(1-q)=

1
2A(R)q/(m-q)(췍R- x )2q/(m-q)

+ ×

a(x)- 4m
m-q

A(R)m+q
m-q-(N-1)

췍R
x -æ

è
ç

ö

ø
÷1æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

+
+

1
2B(R)q/(1-q)(T-t)q/(1-q)a(x)- 2

1-q
B(Ræ

è
ç

ö

ø
÷).

为使式(8)成立,只需证当 x >R 时,恒有

m+q
m-q-(N-1)

췍R
x -æ

è
ç

ö

ø
÷1

+
>0, (12)

A(R)≤ a(x)
4m

m-q
m+q
m-q-(N-1)

췍R
x -æ

è
ç

ö

ø
÷1é

ë
êê

ù

û
úú

+

, (13)

B(R)≤1-q
2 a(x). (14)

  当N=1时,式(12)恒成立.而当N≥2时,式(12)成立当且仅当

췍R< m+q
(m-q)(N-1)+

é

ë
êê

ù

û
úú1 x ,  R< x ≤췍R.

取

췍R=
2R, N=1,

NR
N -1

,N ≥2{ ,
(15)

则式(12)成立.
令

α(r)=(1-e-r)inf
x >r

a(x),  r≥0, (16)

由a(x)非负且满足条件(H1)知,存在r0≥1,使得α(r)是[r0,+∞)上严格单调递增的正函数,

a(x)≥α(x ),  x∈ ℝN,
且

lim
r→+∞

α(r)=lim
x→∞

a(x).

于是,当 x >R 时,有
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a(x)
4m

m-q
m+q
m-q-(N-1)

췍R
x -æ

è
ç

ö

ø
÷1é

ë
êê

ù

û
úú

+

≥
(m-q)2
4m(m+q)

α(R),

且

1-q
2 a(x)≥1-q

2 α(R).

取

A(R)=
(m-q)2
4m(m+q)

α(R),  B(R)=1-q
2 α(R), (17)

则式(13)和式(14)成立.
其次,当 x >R 时,有

WR(x,0)≥Z1/mR (0)=B(R)1/(1-q)T1/(1-q).
取

B(R)≥ 1T‖u0‖
1-q
L∞(ℝN), (18)

则式(10)成立.
最后,需保证式(9)成立.当N=1时,有

WR(x,t)≥Y1/m
R (x)=A(R)1/(m-q)R2/(m-q)≥A(R)1/(m-q), x =R, t∈ (0,T);

而当N≥2时,

WR(x,t)≥Y1/m
R (x)=A(R)1/(m-q)R2/(m-q)

(N-1)2/(m-q) ≥A(R)1/(m-q)

N2/(m-q)
, x =R, t∈ (0,T).

取

A(R)≥N2‖u0‖m-q
L∞(ℝN) (19)

即可.
综合式(17)~(19),得

α(R)≥4m
(m+q)N2

(m-q)2
‖u0‖m-q

L∞(ℝN),  且α(R)≥ 2
(1-q)T

‖u0‖1-qL∞(ℝN), (20)

再结合式(7)知,当

T≥T0 췍 2(m-q)2

4m(m+q)(1-q)N2‖u0‖m-1
L∞(ℝN)

时,有

R≥R0 췍α-1 maxα(r0),4m
(m+q)N2

(m-q)2
‖u0‖m-q

L∞(ℝN{ }æ

è
ç

ö

ø
÷) .

于是由式(8)~(10)及比较原理知,当T≥T0 时,有

u(x,t)≤WR0
(x,t), x ≥R0, t∈ [0,T].

特别地,由式(15)知

u(x,T)≤WR0
(x,T)=0, x ≥2R0, T≥T0,

即

suppu(·,T)⊂B2R0
(0),  T≥T0.

证毕.
定理2 设m≥1,0<q<1,0≤u0∈L1(ℝN)∩L∞(ℝN),a满足条件(H1)且K0=+∞.若u是

问题(1)-(2)的非负弱解,则对任意的t>0,u(·,t)都具紧支集,且对任意的τ>0,都存在仅依赖于

m,q,N,u0,a和τ的R>0,使得

suppu(·,t)⊂BR(0),  t≥τ.
  证明:类似于定理1的证明,但此时显然满足式(7),于是由式(20)知,
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R≥RT 췍α-1 maxα(r0),4m
(m+q)N2

(m-q)2
‖u0‖m-q

L∞(ℝN), 2
(1-q)T

‖u0‖1-qL∞(ℝN{ }æ

è
ç

ö

ø
÷) .

从而

u(x,T)≤WRT
(x,T)=0, x ≥2RT, T>0,

即

suppu(·,T)⊂B2RT
(0),  T>0.

注意到RT 关于T∈(0,+∞)单调递减,且当T 充分大时RT 是常值,所以对任意的t>0,u(·,t)
都具紧支集,且对任意的τ>0,都存在仅依赖于m,q,N,u0,a和τ的R>0,使得

suppu(·,t)⊂BR(0),  t≥τ.
证毕.

注1 定理1表明:只要K0>0(可以是+∞),问题(1)-(2)的解在某个时刻后具有一致的紧支

集.定理2表明:当K0=+∞时,问题(1)-(2)的解可以在任意正时刻后都具有一致的紧支集.此外,
定理1和定理2中都不要求a满足条件(H2).特别地,a可以在一个有界区域内为零.

3 解在有限时刻熄灭

定义2 若‖u(·,Te)‖L1(ℝN)=0,但对任意的t∈[0,Te)都有‖u(·,t)‖L1(ℝN)≠0,则称

问题(1)-(2)的解u在有限时刻Te∈(0,+∞)熄灭,其中Te 称为熄灭时刻.
为证明问题(1)-(2)的非负弱解在有限时刻熄灭,需如下迭代引理.
引理1[23] 设φ(t)是[k0,+∞)上的非负单调不增函数.若

φ(h)≤
M

h-
æ

è
ç

ö

ø
÷

k
α
[φ(k)]β,  h>k≥k0,

则

φ(k0+d)=0, d=2β/(β-1)M[φ(k0)]
(β-1)/α,

其中α>0,β>1,M>0均为常数.
定理3 若 m≥1,0<q<1,a 满足条件(H1)和条件(H2),则对任意的0≤u0∈L1(ℝN)∩

L∞(ℝN),问题(1)-(2)的非负弱解u都在有限时刻熄灭.
证明:由定理1和定理2知,可不失一般性假设u0 具紧支集,并且存在R0>0,使得

suppu(·,t)⊂BR0
(0),  t>0.

任取T>0,当t∈(0,T)时,将方程(1)两端同时在ℝN×[t,T]上积分,得

∫
T

t∫ℝNa(x)u
q(x,s)dxds=∫

T

t∫ℝN
Δum(x,s)-∂u∂t

(x,sæ

è
ç

ö

ø
÷)dxds=

-∫ℝN∫
T

t

∂u
∂t
(x,s)dsdx=

‖u(·,t)‖L1(ℝN)-‖u(·,T)‖L1(ℝN)≤
‖u(·,t)‖L1(ℝN). (21)

取

b=1-q+1
η
,

则由式(21)知,

‖u(·,t)‖L1(ℝN)≥∫
T

t
‖u(·,s)‖-b

L∞(ℝN)∫ℝNa(x)‖u(·,s)‖
b
L∞(ℝN)uq(x,s)d( )x ds≥

∫
T

t
‖u(·,s)‖-b

L∞(ℝN)∫BR0
(0)
a(x)ub+q(x,s)d( )x ds. (22)

由Hölder不等式及u的非负性知,对任意的s∈(t,T),有

‖u(·,s)‖L1(ℝN)≤ ‖a-η‖
(b+q-1)/(b+q)
L1(BR0

(0))∫BR0
(0)
a(x)ub+q(x,s)d( )x

1/(b+q)
,
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即

∫ℝNa(x)u
b+q(x,s)dx≥ ‖a-η‖-b-q+1

L1(BR0
(0))‖u(·,s)‖

b+q
L1(ℝN). (23)

再由式(6)及b>0知,

‖u(·,s)‖-b
L∞(ℝN)≥C-b

0 (s-t)bθ‖u(·,t)‖-2bθ/N
L1(ℝN),  s>t≥0. (24)

于是由式(22)~(24)知,对任意的0≤t≤T,有

C1‖u(·,t)‖L1(ℝN)≥ ‖u(·,t)‖-2bθ/N
L1(ℝN)∫

T

t
(s-t)bθ‖u(·,s)‖b+q

L1(ℝN)ds,

即

∫
T

t
(s-t)bθ‖u(·,s)‖b+q

L1(ℝN)ds≤C1‖u(·,t)‖
(N+2bθ)/N
L1(ℝN) , (25)

其中C1>0仅依赖于m,N,q,η和a.
类似于式(21),可证

‖u(·,s)‖L1(ℝN)=‖u(·,T)‖L1(ℝN)+∫
T

s∫ℝNa(x)u
qdxdt≥ ‖u(·,T)‖L1(ℝN),  s∈ (t,T),

再结合式(25)知,

C1‖u(·,t)‖
(N+2bθ)/N
L1(ℝN) ≥‖u(·,T)‖

b+q
L1(ℝN)∫

T

t
(s-t)bθds=

1
bθ+1

(T-t)bθ+1‖u(·,T)‖b+q
L1(ℝN), t∈ (0,T),

即

‖u(·,T)‖L1(ℝN)≤C2(T-t)-(bθ+1)/(b+q)‖u(·,t)‖
(N+2bθ)/[N(b+q)]
L1(ℝN) ,  t∈ (0,T), (26)

其中C2>0仅依赖于m,N,q,η和a.
当m>1时,由条件(H2)知,

b=1-q+1
η
<
(1-q)[N(m-1)+2]

N(m-1)
,

从而

N+2bθ-N(b+q)=N(1-q)- N2(m-1)
N(m-1)+2

b>0,

于是

N+2bθ
N(b+q)>

1; (27)

而当m=1时,θ=N
2
,从而

N+2bθ-N(b+q)=N(1-q)>0,
即式(27)仍成立.于是由式(26),(27)及引理1知,存在Te∈(0,+∞),使得‖u(·,Te)‖L1(ℝN)=0,
即问题(1)-(2)的解u在有限时刻熄灭.证毕.
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